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Seitdem  Dosrarlfs  dir  Al2;obra  auf  die  Theorie  der  krurninon  Linien  an- 
gewendet hat.  und  in  Folge  dessen  die  algebraischen  Linien  nach  dem 
Grade  der  einer  jeden  zukommenden  Gleichung  in  Ordnungen  eingetheilt 
worden  sind,  ist  es  allgemein  bekannt,  dass,  wahrend  zur  ersten  Ordnung 
bloss  die  gerade  Linie  gehört,  alle  Linien  der  zweiten  Ordnung  aus  einem 
und  demselben  Kegel  oiit  kreisförmiger  Basis  geschniiten  werden  können 
und  somit  keine  andern,  als  die  schon  von  den  alten  griechischen  Geo- 
mctem  betrachtetea  Kegelschnitte,  die  Ellipse,  die  Hyperbel  und  die 
Parabel,  sind. 

Nach  den  Erörterungen ,  die  ich  in  meinem  «barycentrischcn  Cal- 
cul»  über  die  Verwandtschaften  geometrischer  Figuren  gegeben  habe, 
sind  je  zwei  ebene  Figuren,  welche  sich  ans  demselben  K^;el  schneiden 
lassen,  nder  —  mit  andern  Worten  —  je  zwei  ebene  Figuren,  von  denen 
die  eme  das  perspectivische  Bild  der  andern  ist,  einander  col linear 
verwandt.  Und  umgekehrt  können  je  zwei  einander  coHineare  ebene 
Figuren  in  eine  solche  Lage  gegen  ehiander  gebracht  werden,  dass  alle 
Geraden,  welche  je  zwei  einander  entsprechende  Punkte  der  einen  und 
der  andern  Figur  vorbinden,  sich  in  Einon  Punkte  0,  der  Spitze  des 
Kegels  oder  dem  Orte  des  Aug^  schneiden.  Dabei  liegen  die  den  un- 
endlich entfernten  Punkten  der  einen  Ebene  entsprechenden  Punkte  der 
andern  in  emer  im  Allgemeinen  endlich  entfernten  geraden  Unie.  — 
Huckt  der  Punkt  0  in  die  Unendlichkeit  hinaus,  und  verwandelt  sich  da- 
mit der  Kegel  in  einen  Gylmder,  so  entsprechen  den  nnendlich  entfernten 
Punkten  der  einen  Ebene  die  unendlich  entfernten  der  andern,  und  die 
zwei  Figuren  stehen  in  der  engem  Verwandtschaft  der  Affini  tat 

Alle  linien  der  zweiten  Ordnung  sind  hiernach  einander  cdlinear 
verwandt.  Und  da  aus  &i»em  und  demselben  Gylinder,  dessen  Basis 
eine  Ellipse  (Hyperbel)  ist,  jede  andere  Ellipse  (Hypeibel),  oder,  wo 
nicbt  sie  selbst,  doch  eine  ihr  ähnliche  geschnitten  werden  kann,  so  sind 
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von  den  zwei  Hauplarten,  in  welche  die  Linien  der  zweiten  Ordnung 
zerfallen,  alle  zu  einer  und  derselben  Hauptart  gehörigen  Linien  einander 
artin.  Ausserdem  giebt  es  noch  eine  Uebergangsart,  die  Parabel,  und  alle 
zu  dieser  gehörigen  Linien  sind,  wie  man  weiss,  einander  iihnlich. 

§•  2. 

Nach  dem,  was  jetzt  über  die  Linien  der  zweiten  Ordnung  bemerkt 
worden,  könnte  man  sich  versucht  fühlen,  auch  bei  den  Linien  der  dritten 
oder  einer  höhem  Ordnung  die  verNvandtschaftlichen  Beziehungen,  in 
denen  sie  zu  einander  stehen,  zur  Eintheilung  jeder  Ordnung  in  Arten  zu 
benutzen.  Einen  Versudi  dieser  Art  in  Bezug  auf  die  Linien  der  dritten 
Ordnung,  wenigstens  den  Anfang  zu  einem  solchen,  beabsichtigt  die  vor- 
liegende Abhandlung.  Es  weichen  nijimlich  die  Linien  der  drilt<'n  und 
höherer  Ordnungen  von  denen  der  zweiten  darin  ab,  da.ss  nicht  eben  so, 
wie  die  letzteren,  auch  alle  Linien  einer  und  derselben  höheren  Ordnung 
einander  collinear  sind.  Ehe  man  es  daher  unternimmt,  sie  in  Arten  zu 
sondern,  wird  man  sie  zuvor  nach  einem  höheren  ColleclivbegrilT  — 
nach  Galtungen  —  einzutheilen  haben,  so  dass  alle  einander  collinearen 
Linien  derselben  Ordnung  zu  einerlei  Gattung  dieser  Ordnung,  und  hier- 
auf alle  einander  affinen  Linien  derselben  Gattung  zu  einerlei  Art  dieser 
Gattung  gerechnet  werden. 

Der  Hauptzweck  der  nachfolgenden  Untersuchungen  ist  nun  die 
Eintheilung  der  Linien  dritter  Ordnung  in  Gattungen.  Die  alsdann  vorzu- 
nehmende Einlheilung  jeder  Gattung  in  ihre  Arten  ist  ein  zwar  gehörige 
Umsicht  erforderndes,  aber  durchaus  mit  keiner  Schwierigkeit  verbun- 
denes Geschürt,  und  bleibt  hier  ausge.schlos.sen. 

§.  3. 

Sei  /  irgend  eine  Linie  der  dritten  oder  einer  höheren  Ordnung, 
0  ein  ausserhalb  ihivr  Ebene  beliebig\vo  liegender  Punkt.  un<l  w(;rde  die 
Kegelrtüchc  construiert,  von  welcher  0  die  Spitze  und  /  die  leitende  Linie 
ist.  Alle  Schnitte  dieser  Flüche  mit  Ebenen  werden,  als  einander  col- 
Imeare  Linien,  mit  /  zu  einerlei  Galtung  gehören.  Und  umgekehrt:  i.«;t  /' 
eine  mit  /  zu  der.sclben  Gattung  gehörige  Linie,  so  wird,  wenn  auch  nicht 
r  selbst,  doch  eine  mit  /'  zu  einerlei  Art  gehörige,  d.  i.  eine  mit  l'  afline 
Linie  aus  der  Kogeinache  geschnitten  werden  können.  Denn  weil, 
wenn  /*  mit  /'  artiu  sein  soll,  die  unendlich  entfernten  Punkte  in  der 
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Ebene  von  /*  den  unendlich  rntfornfen  Punkten  in  der  Ebene  von  l'  ent- 
sprechen mtlsson.  so  hnt  man.  wenn  (j  die  Gerade  in  der  Khene  xon  /  ist, 
deren  Punkten  die  unendlirh  entfernten  Punkte  in  der  fiibene  von  /'  ent- 
sprechen, die  Ebene,  welche  den  Kegel  in  /"  schneiden  soll,  so  zu  legen, 
dass  in  ihr  die  von  0  aus  projicierte  Gerade  g  in  die  Unendlichkeit  Ailll; 
d.  h.  die  Ebene  von  /*  mvss  mit  der  durch  0  und  g  zu  legeaden  Kbeoe 
parallel  gelegt  werden. 

Alle  zu  eineriei  Gnitunf;  i^ehörijjen  Arten  können  liieniach  immer 
als  Schnitte  eines  und  desselben  Kegels  vorstellig  gemacht  wcrdeo,  und 
es  hat  daher  jede  der  zu  einerlei  Ordnung  gehörigen  Gattungen  von  Linien 
eine  gewisse  Kegelflache  als  Reprüsenianiin.  Da  aber  schon  bei  den 
Linien  der  dritten  Ordnung  es  einige  Schwierigkeit  hat,  eine  solche 
Kegelflache  sich  klar  vorzustdien,  sn  wollen  wir  an  die  Stelle  derselben 
die  immer  leicht  zur  Anschauung  /u  bringende  Curve  setzen,  in  welcher 
eine  um  die  Spitze  0  des  Kegels  als  Mittelpunkt  mit  einem  beliebigen 
Halbmesser  beschriebene  Kugeiflache  von  der  Kegelflache  geschnitten 
wird;  oder,  was  dasselbe  ausdruckt:  wir  wollen  als  Repräsentantin  jeder 
Gattung  die  sphärische  Curve  A  betrachten,  welche  die  Centralprojection 
iigpnd  emer  zu  der  Gattung  gehörigen  Linie  l  ist,  indem  man  durch  cen- 
trale Projectimk  von  X  auf  eine  mit  der  Ebene  von  /  nicht  parallele  Ebene, 
wenn  auch  nicht  jede  andere  mit  l  zu  derselben  Gattung  gehört  Linie  l' 
selbst,  doch  dne  mit  l'  zu  einerlei  Art  gehörige  1'  erhalten  kann. 

§• 

Eine  Kegelflache  wird,  wenn  sie  von  einer,  und  damit  auch  von 
jeder  andern  Ebene  in  einer  Linie  der  «ten  Ordnung  geschnitten  wird. ' 
eine  KegeUMche  der  fiten  Ordnung  genannt.  Den  Schnitt  einer  Kegel- 
flache  der  Uten  Ordnung  mit  einer  um  die  Spitze  derselben  als  Mittel- 
punkt beschriebenen  KugelflAcfae  wollen  wir  eine  sphärische  Linie  der 
Uten  Ordnung  nennen,  welche  daher  auch  als  die  Centralprojection  einer 
ebenen  Lniie  der  nten  Ordnung  auf  die  Kugelflacfae  definiert  werden  kann. 
Weil  die  verschiedenen  Arten  dersdben  Gattung  von  ebenen  Linien  durch 
eine  und  dieselbe  spharisdie  Linie  vorstellt  gemadit  werden,  so  wird 
bei  sphärischen  Linien  irgend  einer  Ordnung  zwar  derselbe  Unterschied 
zwischen  Gattungen,  wie  bei  den  ebenen  Limen  von  gleidier  Ordnung, 
bestehen;  die  sphärischen  Linien  Emer  Gattung  werden  aber  nicht, 
gleich  den  ebenen,  in  Arten  zerfallen. 
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Es  durfte  nicht  flberflttssig  Min,  die  Natur  der  splUliiMlieD  Lhiiea 
uus  \  orläußg  an  denen  der  beiden  efslen Ordnungen  in  etwas  zn  erlHoleni. 

Jeder  Punkt  P  des  Hamas  bat  zu  seiner  spldirischen  Pkojeclion  zwei 
Punkte  P  und  P\  diejenigen  nMmlich,  in  welcben  eine  dorch  P  und  den 
Mittelpunkt  0  der  Kugel  gelegte  Gerade  die  FUi^  dosdben  sdmridet. 
hl  nun  die  zu  projicierende  ebene  Linie  von  der  ersten  Ordnung,  also 
eine  Gerade,  und  bezeichnen  A  und  B  die  zwei  nach  entgegengesetzten 
Richtungen  liegcntlen  unendlich  entfernten  Punkte  derselben,  so  wird, 
wahrend  V  in  dieser  Linie  von  A  bis  B  fortgeht,  P  die  eine  und  P'  die 
andere  Hälfte  des  ilaupikreises  beschrcMhen,  in  welchem  die  Kugelfläche 
von  der  Kegelflachc,  wekhe  0  zur  Spitze  und  AR  zur  leitenden  Linie 
hat,  d.  i.  von  der  Ebene  OA  1'  -eschnilten  wird.  Eine  sphUrisehc  Linie 
der  ersten  Ordnung  ist  deninac  ii  immer  ein  llauptkreis.  —  Man  bemerke 
noch,  dass  die  Punkte,  in  denen  jene  zwei  Halbkreise  zusammenstossen, 
oder  die  Endpunkte  des  mit  der  Geraden  f)arallelen  Durchmessers  des 
Kreiües,  die?  Projection  sowohl  von  A,  als  von  B,  also  Uberhaupt  des 
unendli<  Ii  entf('i  nt(;n  l'naktes  der  Geraden  sind. 

Um  uns  ferner  einen  Begrill  Non  livr  Gestalt  einer  sphärischen  Linie 
der  zweiten  Ordnung  zu  bilden,  dürfen  wir  uns  nur  des  Satzes  erinnern, 
dass  zu  einer  Kepelflache,  welche  irgend  eine  ebene  Linie  dei  zweiten 
Ordnung  zur  leitenden  Linie  hat,  eine  Ebene  sich  mim(>r  so  leeren  lUsst. 
dass  sie  die  Fläche  in  einem  Kreise  schneidet ,  und  dass  dabei  auch 
dieser  Kreis  als  leitende  Linie  l)etrachtet  werden  kann.  Von  einer  Kegul- 
nuche  mit  kreisförmiger  Basis  wird  aber  eine  um  ihre  Spitze  als  Mittel- 
punkt beschriebene  Kugelflächc  oflenbar  in  zwei  geaonderlen  Curven  ge- 
schnitten, deren  jede  in  sich  zurückläuft,  und  von  denen  di(^  eine  die 
Gegcncurve  der  andern  ist,  d.h.  die  Gegenpuukte  der  andern  enthalt. 

Während  es  also  drei  verschieden  geformte  Arten  von  ebenen 
Linien  zweiter  Ordnung  giebt,  liaben  die  sphärischen  Linien  derselben 
Ordnung  nur  die  eben  bei»chriel»ene  Eine  Form  —  übereinstimmend 
mit  dem  schon  Beiuerkten,  dabä  bei  sphärischen  Linien  der  Unterschied 
zwischen  Arten  wegist. 

§.  «. 

Sei  l  eine  ebene  Gurvc  und  q  eine  in  ihrer  Ebene  gezogene  Gerade ; 
X  und  y  die  sphärisc  hcn  I'rojeclioucn  von  l  und  g,  also  y  ein  Haupikreis. 
\\'ird  nun  l  von  g  in  m  Punkten  geschnitten,  so  wird,  weil  jeder  Punkt 
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der  Ebene  auf  der  Kugel  sieb  doppelt  abbildet  (vor.  §.),  X  von  y  in 
2  m  Punkten  geschnitlent  ^reiche  paarweise  einander  gegenüber  liegen. 
Gehen  zwei  Dorchschnitte  von  f  otit  ^  in  einen  Bertthningspunkt  zu- 
Bammen,  so  wird  X  von  f  in  den  zwei  Gegenpimkten,  welche  die  Pro> 
jeclionen  des  Beriihrongspunktes  sind,  bertthrt.  Und  wenn  mit  zwei  ein- 
ander tmendUoh  nahen  Punkten  der  Gurve  l  noch  ihr  njichstfolgender 
dritter  Punkt  in  einer  Geraden  g  liegt,  so  dass  die  Curve  an  dieser  Stelle 
eme  Wendung  macht,  und  die  diesen  drei  Punkten  nächst  vorhergeben- 
den und  folgenden  Thcile  von  /  auf  entgegengesetzten  Seiten  von  g 
liegen,  so  werden  auch  die  dieser  Stelle  entsprechenden  zwei  degen- 
punkte  auf  der  Kugol  Wendepunkte  in  X  sein  nnd  y  zur  gemeinschaft- 
lichen Tangente  hiilx  ii.  Aul  j^'leiche  Art  wird  juder  in  /  vorkommende 
Knoten  oder  Doppelpunkt,  jode  Spitze  u.  s.w.  als  ein  Punkt  von  der 
üiüiiiieiien  BeschalFenlieit  ilopjK'lt  in  X  vorhanden  scjn. 

Hieraus,  und  weil  einr  phene  IJnie  der  titen  Ordnung  von  einer  in 
ihrer  Ebene  gezogenen  Geraden  in  »,  oder  ti  —  2,  oder  n  —  i,  u.  s.  w. 
Punkton  izesi  Ii nitlen  winl ,  foleem  wir:  Eine  .sf)liJirii>c^he  Linif^  der  «len 
Ordnung  wird  von  eiueni  1  l.ii  jjlkreise  in  in,  oder  2n-~i.  oder 
in  —  8,  u.  s.w.  Punkten  geschniüen,  welehe  paarweise  einander  gegen- 
über liegen ;  und  .^o  viel,  als  eine  ebene  Linie  der  wten  Oi dnung  W'endc- 
punkte  oder  andere  merkwürdige  Punkte  haben  kann,  eben  so  viel  Paare 
merkwürdiger  Punkte  **  von  glei(  her  Beschaffenheit  können  einer  sphä- 
rischen Linie  der  Uten  Ordnung  zukommen. 

§.  6. 

Wie  wir  in  §.  4.  sahen ,  ist  auf  der  Kugel  eine  Linie  der  ersten 
Ordnung  immer  ein  Hauptkreis,  und  eine  Linie  der  zweiten  Ordnung  ein 
System  zweier  geschiossener  Curven.  Auf  gleiche  Art  besteht  nun  auch 
jede  sphUrische  Linie  höherer  Ordnung  oder  die  sphärische  Projection 
einer  ebenen  Linie  höherer  Ordnung  aus  einer,  oder  zwei,  oder  auch 
mohreren  Curven,  deren  jede  in  sich  zurttcklttuft.  Um  dieses  zu  zeigen, 
gehe  ich  von  dem  bekannten  Satze  aus,  dass  eine  ebene  algebraische 
Linie  /  an  keine  r  ( ndlic  ben  Stelle  ihres  Laufs  plötzlich  abbricht.  Sollte 
daher  ihre  sphSinsche  Projection  X  iiigendwo  unterbrochen  sein,  so 


*)  Unter  einem  Pure  von  Punkten  aaf  der  Kugel  Mril  hier  und  in  Folgenden 
immer  nur  ein  tm  einander  gegenüber  liegender  Funkle  ventanden  weiden. 
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kitante  dieses  nar  an  einer  Stelle'  A  s;ein .  welche,  um  mich  80  ans- 
drttckm  zu  dürfen,  dem  letzten  Punkte  A  eines  tinendlidben  Astes  Ton  I 
entspricht.  Dass  aber  aach  hier  keine  Unterbrechong  statt  finden  kann, 
erkennt  man  sogleich,  wenn  man  l  oder  A,  wekfaes  gleichviel  ist«  vom 
Mittelpunkte  der  Kugel  aus  auf  eine  andere  Bbene  projidert.  die  mit  der 
Richtung,  nach  welcher  d^  unendliche  Ast  von  /  fortgeht,  nicht  paiallel  ist. 
Heisse  diese  Projection  von  I  oder  A.  Wttre  nun  A  in  A  unterbrochen, 
so  mosste  es  audi  /«  in  Af,  als  der  Projection  von  A  oder  A  auf  die 
andere  Ebfene,  sein,  welches  aber,  weil  Ai  ein  endlich  gel^ner  Punkt 
im  Laufe  von  Ii  ist,  dem  auljgesteUten  Princip  widerspricht. 

Eine  sphärische  Cnrve  aber,  welche  nirgends  abbricht,  kehrt  noth- 
wendig  m  sich  zurück,  —  sie  mttsste  denn,  was  gletchfidls  noch  denk- 
bar wäre,  sich  einer  andern  geschlossenen  sphArischen  Curve  oder  auch 
einem  Punkte  mit  unendlich  vielen  Windungen  asymptotisch  nahem. 
Allein  dieser  Fall  kann  hier  nicht  stattfinden,  weil  alsdann  ein  Haupt- 
kreis offenbar  so  gelegt  werden  konnte,  dass  er  die  Cnrve  in  unendlidi 
viden  Punkten  schnitte,  was  gegen  die  Natur  einer  spbSrischen  Curve 
von  bestimmter  Ordnung  streitet. 

§•  7,  • 
Schon  aus  dm  Bi^engen  mag  man  einIgennasM  ersehen,  wel- 
chen Nutzen  es  bat,  die  ebenen  algebralsdien  Linien  auf  die  Kugel  zu 
projicieren.  llbn  entkleidet  sie  dadurch  von  ihren  unwesentlichem  Eigen- 
schaften; die  wesoitlichem  EigenschaAen,  d.  i.  diejenigen,  welche  die 
projicierte  Linie  mit  aUen  andern  zu  derselben  Gattung  gehörigen  gemein 
hat.  bleiben  ungeUndert.  Während  eine  ebene  Linie  durcli  dio  unonil- 
lichenAeste,  welche  ihr  meistentheils  zukommen,  e  ntstellt  und  zerrissen 
erscheint,  ist  die  sphärische  Curve  ganz  und  unzcrlheilt  auf  einer  end- 
lichen Fläche  enthalten,  und  somit  das  Zusammengehörige  ungleich 
leichter,  als  ia  der  Ebene,  zu  iilxMsr hauen.  Auch  k  iim  ii  iie  Eigen- 
Schäften,  welche  einer  ebenen  Linie  iu  Bezug  auf  ihre  unt-rulliehen  Aestc 
zukoiuDien.  ntt  la  /u  den  \\(  .■M  niiichem  gercciiuet  werden,  da.  je- 
nacbdem  mau  die  sphärische  Curvo  bald  auf  diese,  bald  auf  jene  Ebene 
zurück  projiciert.  diejeniiieu  Hu  il»  der  (^urve.  welche  zufällig  \on  dem 
mit  der  Projectionseliene  juiralleleu  Hauj»lkivisO  getroffen  werden,  sich 
iu  der  Ebene  als  unendliche  Aeste  al)bilden. 

Der  Vortheil,  den  die  Belrathlung  der  spbürifichen  Curvea  gewahrt, 
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zeigt  flieh  aber  besonders  noch  darin,  dass  man  aoC  scdcbe  Weise, 
Mrenigstens  bei  den  Limen  der  «weiten  und  der  dritte  Ordnung,  die 
wesentlidi  iiersdiiedenen  Formen  dies«' Linien  zu  besinnmen  im  Stande 
ist»  ohne  etwas  Anderes,  als  den  Salz  von  der  möglichen  Anzahl  der 
Durchschnitte  einer  sphKriscfaen  IJoie  mit  einem  Hauptkreise  (g.  ö.)  be- 
rdcksichf^en  zu  dürfen.  Die  folgende  rein  geoDM^trisdie  Discussion 
wird  diese  Behauptung  rechtfertigen. 

Von  den  Grundformen  der  algebraisdien  Linien  Oberhaupt. 

§.  8. 

Nach  §.  6.  ist  eine  sphärische  Linie  von  hgend  welcher  Ordnung 
entweder  eine  einz^  in  sich  zurücklaufende  Curve,  oder  ein  System 
von  mehreren  dergleichen.  Weil,  wenn  P  ein  Punkt  der  sphärischen 
Linie  ist,  immer  auch  der  Gegenpunkt  von  P  in  der  Linie  liegt,  so 
werden  die  verschiedenen  das  System  biklenden  Curven  in  der  Regel 
paarweise,  als  Curve  und  Gegencurve,  zusammengehören.  Indessen 
kann  es  auch  geschehen,  dass  eine  der  Curven  mit  ihr«*  Gegencurve 
coincidiert,  wie  dies  z.  B.  bei  einem  Hauplkreise  der  Fall  ist.  Bine 
soldie  in  sich  zurttddaufende  Curve,  welche  von  jedem  ihrer  Pmdcte 
den  Gegenpunkt  mit  enthHlt,  werde  eine  einfache  Curve  genannt. 
Dagegen  wollen  wir  eine  geschlossene  sphärische  Cune,  welche  von 
ihrer  GegencuiTe  verschieden  ist,  in  Verbindung  mit  letzterer  gedacht, 
eine  Zwillingscurve  nennen.  Beispiel  einer  solchen  ist  das  System 
der  beiden  Polarkreise  der  Erdkugel. 

§• 

Aus  dorn  jetzt  aufgestellten  Begriffe  einer  einfachen  Curve  ergeben 
sich  miujitlelbar  nachstehende  Eigenschafloii  (l(Msell)on : 

1)  Sind  A,  B,  C,  .  .  .  Punkte  einer  einfachen  Curve,  utiil  werden, 
win  dies  iu  der  Folge  iuiiiier  geschehen  soll,  die  Gegenpunkte  von  andern 
durch  die  nämlichen,  nur  accentuierlcn,  Buchstabon  bezeichnet,  so  liegen 
auch  A\  B',  C,  ...  in  der  Curve.  Dabei  sind  die  Theile  der  Curve  von 
A  bis  D,  von  B  bis  C,  u.  s.  w.  resp.  denen  von  A'  bis  B',  von  B'  bis  C, 
u.  s.  w.  gleich  und  ahnlich,  können  aber  mit  letzlern  niclit  zur  Dcekung 
gebracht  werden,  eben  so  wenig,  als  ein  s>pJiai  isclies  Dreieck  uiil  seinem 
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Gegendreiocke.  Ist  daher  A  irgend  ein  merkwürdiger  Punkt  der  Curve, 
80  ist  A'  ein  roe^k^^il^(liü;(M  Punkt  von  derselben  BeschafTenkeit. 

%)  Eine  einfache  Curve  wird  durch  jedes  Paar  in'  dir  liegender 
G^^punkto  in  z^vei  einander  gleiche  und  ähnliche,  aber  nicht  con- 
gruircndo  Hälften  gelheüt.  Dabei  stehen  die  Theile  einer  und  derselben 
Uatfte  in  keiner  aus  dem  Begrifle  einer  einfachen  Curve  folgenden 
gegenseitigen  Abhängigkeit.  Um  daher  eine  solche  zu  bilden,  lasse  man 
einen  Punkt  von  ii^end  einem  Punkte  A  der  Kugelfittche  auf  dieser  auf 
beliebigem  Wege  bis  A'  fortgehen,  —  nur  dass,  wenn  A  und  A  keine 
Edcen  oder  Spitzen  der  Cnrve  werden  sollen,  die  Richtungen  der  Be- 
wegung beim  For^Wge  von  A  und  beim  Eintreffen  in  £  einander  direct 
enlgegengesetst  sind.  ffieamit  ist  die  eine  Hälfte  der  einliichen  Curve 
oonslniiert,  und  man  hat.  mn  die  gaose  so  eihaKen,  zu  dieser  HUfte  nur 
noch  die  Gegencurve  hinzozofiigen. 

3)  Sind  auf  einer  KogeiflUehe  eine  efaifoche  Curve  und  ein  Haupi- 
kreis  verzeichnet,  so  liegen  iiigend  zwei  G^genpunkte  der  Cnrve,  wenn 
sie  nicht  Punkte  des  Kreises  selbst  sind,  auf  entgegengesetzten  Seiten 
desselben.  Hieraus  aber  und  aus  der  geschlossenen  Gestalt  beider  Linien 
ist  weiter  zu  folgern,  dass  dne  ein&die  Cnrve  und  ein  Hat^tkreis 
wenigsfens  ein  Paar  Gegenpunkte  gemein  haben  mttssen. 

4)  Stellen  wir  uns  vor,  dass  ein  von  A  aus  in  der  Curve  fortgehen- 
der Punkte  ehe  er  darin  bis  J!  gelangt,  den  Curvenpnnkten  B^€,D,,..U 
der  Reihe  nach  begegnet,  und  daher  auf  der  zweiten  H&lRe  seines  Weges 
von  A'  bis  1  die  Pkmkle  B^,  C\  M'  in  derselben  Ordnung  IriflI. 
Nehmen  wir  ferner  an,  dass  die  genannten  Punkte,  und  ausser  ihnen 
keine  andern,  die  Durchgangspunkte  eines  Hauptkreises  f»  mit  der  Curve 
sind.  Alsdann  werden,  wenn  wh*  uns.  um  die  Ideen  zu  fixieren,  den 
Hauptkreis  ft  horizontal  denken,  und  wenn  der  Curvenbogen  AB  tlber  fi, 
folglich  BC  unter  fx,  CD  Ober  /i,  und  so  fori  liegt,  die  CurvenbOgen 
A'B\  B*C\  CD',  u.  8.  w. '  abwechsehid  unter  und  Uber  leitlen. 
Damit  aber  der  Bogen  A'B'  unter  /»  Men  kann,  muss  der  nttchstvor- 
hergefaende  Jfi.',  eben  so  wie  AB  selbst,  Uber  liegen.  Dieses  ist 
offenbar  nicht  anders  möglich,  als  wenn  die  Anzahl  der  zwischen  A  und 
A'  begriffisnen  Durcbgangspunkte  B,,,,M  gerade,  =  2m,  Null  mit  ein- 
begriffen, kt.  Hiemach  ist  die  Anzahl  aUer  Dnrdigangspunkie 

A;  B,  C, . .  M;  A';  B',  C,  .  »M* 
=:=  1  +  «Hl   +    1  +     2»  =2(l-|.2m). 

« 
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Eine  einr:irlie  (lurve  wird  demnach  von  einem  flaupl- 
kreise  in  eincni.  oder  in  diei,  odvr  fünf  u  s  w.,  überhaupt 
in  einer  uDgeraden  Zahl  Paare  von  üe($eopuukten  durcli- 
gangen. 

§.  10. 

Bcrilhrt  ein  Hauptkreis  fi  eine  einfache  Curve  in  einem  Punkte  A, 
so  berührt  er  sie  auch  im  Gegenpunkte  A'  des  erstem.  Sei  A  kein 
merkwürdiger  Punkt  der  Curve.  und  liegen  daher  ihr  dem  A  nfU  listvor- 
hergehender  Theil  ZA  (Fig.  1.)  und  ihr  nächstfolgender  Theil  AB  auf 
einerlei  Seite  von  /n.  Algdann  wenten  auch  die  Curvenbögen  Z'  A'  und 
A*ß'  auf  einerlei  Seite  von  ju  liegen,  aber  auf  der  entgegengesetzten 
von  derjeniiren,  auf  welcher  ZA  und  AB  sind.  Weil  die  Bögen  ZAÄ 
und  Z'A'Ü'  ihre  erhabenen  Seilen  dem  Hatt]ltl{rei8e  fi  zukehren  und 
auf  verschiedenen  Seiten  desselben  li^n.  sn  ^vird  einem  auf  der  Kugel- 
flächc  in  der  Curve  von  A  aus  nach  B  zu  und  dann  weiter  durch  Z\  A\  B' 
Fortgehenden  imd  zuletzt  durch  Z  nach  A  Zurückkehrenden,  wenn  ihm 
Anfangs  bei  A  der  Hanptkreis  /<  und  damit  die  erhabene  Seite  der  Curve 
zur  Linken  war.  auf  seinem  sphärischen  Wege  bei  Ä  der  Hauptkreia 
und  damit  die  erhabene  Seite  der  Curve  zur  Rechten  liegen.  Er  muss 
folglich  auf  dem  Wege  von  A  h\s  A!  wenigstens  durt  h  einen,  oder  auch 
durch  drei,  oder  llinf  u.  s.w.  Punkte  gegangen  sein,  in  denen  die  Seite 
der  Cur\'e,  welche  vorher  erhaben  war,  hohl  wird,  und  umgekehrt, 
d.  i.  durch  eine  ungerade  Anzahl  von  Wendepunkten;  und  da  ebensoviel 
soteher  Punkte  von  Aü  bis  A  liegen  müssen,  so  folgern  wir : 

Eine  einfache  Curve  hat  immer  eine  ungerade  An^ 
zahl  von  Paaren  einander  gegenüber  liegender  Wende- 
punkte. 

Sie  kann  aber  —  so  lange  wenigstens,  als  keine  Knoten  und 
Spitzen  zagebssen  werden  —  nicht  bloss  Ein  Paar  haben.  Denn  ge- 
setzt, es  waren  die  Punkte  W  und  W*  emer  solchen  Curve,  durch 
weldie  sie  in  die  zwei  Hfllik^  w  und  »'  getheilt  werde,  ihr  einziges 
Paar  Wendepunkte.  Da  ein  Curvenpunkt  W  (oder  W)  erst  durch  Ver- 
gleichung  der  Krümmungen  des  vorangehenden  und  des  folgenden 
Theils  der  Curve,  nicht  aus  einem  derselben  allein,  als  Wendepunkt 
erkannt  wird,  so  würde  sich  alsdann  von  einem  Punkte  W  der  Kugel- 
flAche  bis  zu  seinem  Gegenpunkte  W  eine  Curve  w  (oder  w*)  ohne  alle 
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merlcwQnlige  Punkte  ziehen  lassen,  —  weldies  nicht  mdgUch  isl*}.  — 
Deshalb  und  zu  Folge  des  obigen  Satzes  mnss  eine  einfache 
Cnrve,  in  welcher  keine  Knoten  oder  Spitzen  vorkommen, 
wenigstens  drei  Paare  von  Wendepunkten  haben. 

Dass  aber  einfoehe  Curven  ohne  Knolen  und  Spitzen  mit  dieser 
geringen  Anzahl  (sechs)  von  Wendepunkten  auch  wirklich  existiren,  er- 
hellet aus  folgendem  einfachen  Beispiele.  —  Man  thetle  einen  Haupt- 
kreis in  sechs  gleiche  Theile  und  beschreibe  vom  ersten  Theilpunkte  bis 
zum  zweiten,  vom  zweiten  bis  zum  dritten  u.  s.w.  und  zuletzt  \oin 
sechsten  bis  zum  ersten  abwechselnd  auf  die  eine  und  die  andere  Seile 
des  Hauptkreise.s  lullende  Bötien  eines  und  desselben  kleinereu  Kreises, 
deren  jeder  kleiner  als  ein  Halbkreis  sein  mag.  Diese  sechs  Bögen 
werden  daher  einander  gleich  sein  uihI  nne  geschlossene  Cur\'e  ohne 
Knoten  und  Spitzen  biiden .  welche  die  sechs  Theilpunkte  zu  Wende- 
punkten hat.  Zudem  wird  die  Curve  eine  einfache  sein,  da  der  erste 
Bogen  dem  vierten,  der  zweite  dem  fünften  und  der  dritte  dem  sechsten 
diametral  gegenüber  liegt. 


*)  Cm  sich  von  dieser Unmöp^lichkcit  zu  überzeugen,  denke  mnn  sich  aiiT  derKugei'* 
näche  von  einem  Punkte  .1  «JorscIbGii  hi.s  zu  sciiifm  Gcpenpunktc  A'  eine  von  einem 
Halbkreise  verschiedene  Curve,  weiche  keine  Spitzen  oder  Ecken  hat,  gezogen.  Der 
dem  A  zunächst  hegende  Tbcil  dieser  Curve  wird  dem  A  eeioe  hoble  Seite  zukehroo, 
d.  h.  ytm  einem  dorda  A  und  b^Dd  einen  der  itfcbslfoleenden  Garrenpankte,  er 
heirae  B,  gelegten  Ilaoptkreise  wird  der  Bogen  AB,  welcher  kleiner  als  ein  Il.ilbkreifl 
ist,  mit  seinriM  liri  Ii  an  (üe  Cunc  slosspiiden  Elemcnfn  auf  dor  holileii  Seite  der  Curve 
hegen;  und  chou  so  wird  der  dem /l' nächstliegende  Iheii  der  Curve  gegen  hohl,  folg- 
lich gegen  A  erhaben  sein.  Indem  man  daher  von  A  bis  A'  io  der  Curve  furlgcht,  wird 
nun  noihwendig  auf  dnen  Punkt  C  trelTen,  wo  die  bis  dabin  gegen  bohle  Curve  g^en  A 
erhaben  xa  werden  anOngL  Bs  muse  lUglich  C  entweder  ein  Wendepunkt  sein,  oder 
es  muss,  wf nn  C  ein  gewöhnlicher  Curvenpunkt  ist,  der  in  ihm  die«  Curve  beriibronJo 
Hauptkreis,  che  rr  noch  von  C  ati^  nach  dor  Richtung  des  Forlf^nnt^s  der  Ciir^e  bis  zu 
einem  Halbkreise  angewachsen  ist,  den  l*unkt  A  trelTcn  (Fig.  i.}.  Im  letztem  Falle  ist 
der  auf  C  nächstfolgende  TheÜ  der  Cvrre  innerhalb  de«  vom  Cunreobogen  ABC  und 
vom  Kreiabogen  CA  begrenaten,  den  Punkt  A^  auaacblieaaenden  Raumes  der  Kugel- 
fllche  enihalten,  und  es  muss  daher  die  Curve,  um  in  ihrom  writcm  Fortgange  nach  A' 
zxx  gelangen,  entweder  den  von  ihr  schon  zurtickgolegten  Tlu  il  A  I)  ('  oder  dm  Kreis- 
bogen CA  irgendwo  durchschneiden.  Letzteres  ist  aber  ersichtlich  nicht  möglich,  ohne 
noch  vor  dem  Durchschnitte  mit  CA  ein«  Wendung  zu  machen.  Mithin  iai  es  auch 
nicht  mSglieh,  von  AhiaA'  eine  von  einem  Halbkreise  verschiedene  Curve  su  sieben, 
welclie  keine  S|>iiz(>  oder  Ecke,  keinen  Wendepunkt,  oder  keinen  DurdiselmiU  nil  sich 
seihet,  also  überhaupt  keinen  merkwürdigen  Punkt  bat. 


Digitized  by  Google 


flftBR  DIE  GnCKDFOIlMElf  DER  LlKlBN  DBR  DRITTER  OrDNIÜIG.  1  3 

Hat  eine  einfiujhe  Curve  ein  Knoten-  oder  ein  Spitsenpaar»  so 
reicht  Ein  Paar  Wendepiinkfe  hin.  Denn  ein  bieten,  sowie  eine  Spitze*), 
laast  sich  als  durch  das  Zusammengehen  zweier  Wendepunkte  ent^ 
standen  betrachten^  mit  d«n  Unterschiede,  dass  das  zwischen  den  ver- 
einigten Wendepunkten  tilgende  Gurvenstack  beim  Knoten  von  end- 
licher Grosse  bleibt,  bei  der  Spitze  dagegen  verschwindet.  Siehe  Fig.  3. 
und  3.*,  wo  durch  den  Bachstaben  Wdie  vorherigen  Wendqmnkfe  an- 
gedeutet werden. 

Eine  Curve  der  ietztgedachten  Art  wird  unter  andern  eibalten, 
wenn  man  emen  Hauptkreis  in  den  Punkten  B,  Ä\  B*  in  vier  Qua- 
dranten theilt  und  über  AB  und  BÄ  zwei  auf  der  einen,  ober  JIlB*  und 
B'A  zwei  auf  der  andern  Seite  des  Haaptkreises  liegende  Halbkreise 
besdireibt.  Denn  die  aus  diesen  vier  Halbkreisen  zusanmiengesetzfe 
Curve  wird  eine  einfhche  sein  und  in  B  und  Spits^n,  in  A  und  X 
Wendepunkte  liaben. 

Weniges  bleibt  noch  fiber  die  ZwUlingscurven  hinzuzufügen  Obrig.  — 
Ist  A  ein  Punkt  einer  der  zwei  geschlossenen  eine  ZwOlingscurve  bil- 
denden Curven,  so  liegt  A'  in  der  andern.  Ein  Bogen  A  A  der  einen 
Curve  ist  dem  Bogen  AlB*  der  andern  gleich  und  ahnh'ch,  obwohl  nicht 
auf  ihn  passend;  und  dasselbe  gilt  aach  von  den  zwei  Curven  in  ihrer 
Totalität. 

Da  ferner  ein  durch  A  gelegter  Haupikreis  auch  den  Punkt  A'  Irifll, 
und  da  eine  geschlossene  sphärische  Cur\e  von  einem  Hauptkreise 
eulvveder  gar  nicht,  oder  in  einer  geraden  Anzahl  von  Funkten  durch- 
gangen wird,  so  wird  eine  Zwillingsrurxe  von  einem  Haujitkreisc  ent- 
weder gar  nicht,  oder  in  einer  geraden  An^aiil  Paare  von  i^unkten 


*)  Hier,  so  wie  im  Folgenden,  ist  unter  Spitze  ohne  weiteren  Zusatz  stets  eine 
sogenannte  Spitzfi  der  prstfri  Art  geincinl,  d  Ii.  eine  so!<lif,  f'pi  welcher  die  «wei 
die  Spitze  bildcndon  Curvt'iifjofJieii  ihre  e tliiibi-neii  Seiten  eiiiaiiiior  zukehren. 

Eine  SpiUe  der  zweiten  Art,  als  bei  welcher  die  erhabene  .Seite  des  einen 
SogOM  d«r  hohlm  des  amfem  ragewendct  ist,  kann,  wie  hier  noch  bemeriit  werden 
mag,  erat  bei  Lintoi  der  vierten  oder  einer  hbhem  Ordnung  sich  bilden.  Denn  eine 
an  den  erstem  jener  zwei  Bogen  sehr  nahe  bei  der  Spitze  selbst  gelegte  Tangente 
schneidet  den  andern  in  7.\\<^\  Punkten  umi  iiat  daher,  den  Berührnngspimkl  als  die 
Vereinigung  zweier  gedacht,  mit  der  Curve  vier  Punkte  gemein. 
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durcligangen.  —  Ein  Hauptkreis,  welcher  die  eme  Curvc  io  A  berührt, 
berührt  die  andere  in  A'. 

Was  noch  die  Wendepunkte  anlangt,  so  ist  die  Anzahl  dcrselhon 
bei  einer  geschlossenen  Curve  gerade.  Null  mit  eingeschlossen.  Denn 
wenn  Demjenigen,  welcher,  von  einem  nicht  merkwllrdigen  Punkte  der 
Curve  ausgehend,  sie  ganz  durchschreitet,  die  hohle  Seite  derselben 
Anfangs  etwa  zur  Rechten  liegt,  so  wird  ihm  auch  am  Ende  des  Wegs 
die  hohle  Seite  zur  Rechten  sein,  und  er  wird  folglich  entweder  keine 
oder  eine  gerade  Anzahl  von  Wendungen  gemacht  haben.  Eine  Zwil- 
lingscurve,  als  ein  System  zweier  einander  gleichen  und  tthniichen 
Gurven,  hat  folglich  keine  oder  eine  gerade  Anzahl  Paare 
von  Wendepunkten. 

Weitere  Folgerungen,  i)  Eine  sphärische  Linie  von  gerader 
(ungerader)  Ordnung  wird  von  einem  HauptkTeise  in  einer  geraden  un- 
geraden) Zahl  Paare  von  Punkten  geschnitten  (§.  Ä.).  Da  nun  von  einem 
Hauptkreiae  eine  einfache  Curve  in  einer  ungeraden  und  eine  Zwillings- 
curve  in  einer  geraden  Anzahl  Paare  von  Punkten  durcligangen  wird, 
so  können  von  den  Curven,  aus  denen  eine  sphärische 
Linie  von  ungerader  Ordnung  zuaammeng^setzt  ist,  nicht 
alle  Zwillingscurven  sein,  sondern  wenigstens  eine  von 
ihnen,  oder  drei,  oder  fUnf,  u.  s.w.,  ftberhaupt  eine  ungerade  An- 
zahl derselben  müssen  einfache  Gurven  sein.  Eben  so 
erhellet,  dass  unter  den  Gurven  einer  sphttrischen  Linie 
von  gerader  Ordnung  einfache  Gurven  nur  in  gerader 
Anzahl  vorkommen  können.  Die  Anzahl  der  Zwillingscurven 
hingegen  kann  in  beiden  FttUm  sowohl  gerade,  als  ungwade  sein.  — 
Uebrigons  ist  hier,  und  so  auch  un  Folgenden,  unter  den  geraden  Zahlen 
stets  Null  mit  einbegriffen. 

S)  Eine  einfache  Gurvo  hat  eine  ungerade  und  eine  ZwiUingscurve 
eine  gerade  Anzahl  Paare  von  Wendepunkten.  Die  Anzahl  solcher  Ptaire 
wird  folglich  bei  einem  aus  einfiidien  und  Zwillingscurven  zusammen- 
gesetzten System  ungerade  oder  gerade  sein,  je  nachdem  die  Zahl  der 
etnfochen  Gurven  ungerade  oder  gerade  ist.  Hieraus  aber  fliesst  in  Yer^ 
bmdung  mit  dem  vorigen  Salze,  dass  eine  sphsrische  Linie  von 
ungerader  Ordnung  eine  ungerade,  von  gerader  Ordnung 
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eine  gerade  Anzahl  Paare  von  Wendepunkten  hat.  —  Eine 
Linie  von  ungerader  Ordnung  hat  daher  wenigstens  ein  Pa&r,  und,  da- 
fem  sie  keine  Knoten  oder  Spitzen  hat,  wenigstens  drei  Paar  Wende- 
punkte. 

Ich  kum  diese  allgemeinen  Betrachtungen  Ober  sphärische  Limen 
nicht  Terlasaen.  ohne  noch  anf  einige  der  Folgerungen  aufknerkaam  ge- 
macht stt  haben,  welche  sich  aus  ihnen  in  Beang  auf  ebene  algebraische 
Linien,  als  die  PrqjectkMien  qihirisch^,  ableiten  lassoa. 

Beseichne  f  eine  der  Curven,  ans  denen  eine  splmriaehe  alge- 
braische Linie  zusammengesetat  ist,  und  zwar  zuerst  eine  der  zwei 
eine  Zwülingscnrve  bildenden.  Indem  man  sich  dieselbe  von  einem 
Punkte  P  durchlaufen  denkt,  sei  P  die  Ceniralprojection  von  P  auf  eine 
bestiminle  Ebene,  e  die  von  P  in  der  Ebene  beschriebene  Gurve,  also 
die  Projection  von  f  auf  diese  Ebene;  endlich  sei  r  der  mit  der  Ebene 
parallele  Hanptkreis  der  Kugel.  Wenn  nun,  wie  dies  bei  einer  ZwilUngs- 
cwve  mflgUdi  ist,  die  Corve  y  ganz  auf  der  einen  Seite  des  Hauptr- 
kreises  9  Ueg^  und  ihm  auch  in  keinem  Punkte  begegnet,  so  ist  c  «ne 
ebene  auf  einen  endlichen  Raum  beachrtknkte  und  in  sich  zurücklaufende 
Gurve.  —  Trifft  y  den  Kreis  y  irgendwo,  ohne  ihn  zu  durchgehen,  so 
entfernt  sich,  wenn  P  an  dieser  Stelle  anbngt»  P  in  das  Unendlicbe  und 
kehrt  von  derseüien  Seite  dw  Ebene  her  in  das  Bndliche  wieder  zurddc, 
und  die  Gurve  c  eriillt  somit  zwei  nach  etneriei  Richtung  sich  in  das 
Unendliche  erstreckende  Aeste.  —  So  oft  dagegen  y  den  Kreis  y  nicht 
bloss  trifil^  sondern  zugleich  durchgeht,  bilden  sich  in  der  Ebene  zwei 
Aeste,  die  sich  nach  entgegengesetzten  Richtungen  im  Unendlichen  ver- 
Ueren.  Die  Anzahl  der  Acölepaarc  leUltMcr  Art  wird  aber  gerade  sein, 
du  ixU  ein(^  geschlossene  Curve,  von  v  in  einer  geraden  Anzahl  von 
Punkten  durchgangen  wird.  —  Es  w  nd  kaum  nöthig  se\ii.  hinzu- 
zufügen, dass  die  andere  Curve,  welche  mit  y  in  Vcrcinii^'uni;  die  Zwil- 
lingscurve  bildet,  dieselbe  Projection  c,  wie  y  selbst,  giebt. 

Anders  veriialt  es  sich,  wenn  y  eine  <ior  einfachen  (uiiven  der 
sphüiiächen  Linie  ist.  Heisse  alsdann  K  der  Punkt  ni  von  welchem  P 
bei  seiner  Beschreibung  der  Curve  ausi^eiit.  Durch  ihn  und  seinen 
Gcgcnpunkl  K'  wiid  y  in  z\vei  Hlllflen  gethcill,  deren  jede  die  namh(  he 
Projection  bat,  aheü  so  wie  die  Projectionen  von  K  und  K'  einer  und 
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derselbe  Punkt  sind,  welchen  man  mit  K  bezeichne.  Da  nun  jede  der 
beiden  Hälften  von  y  den  Kreis  v  in  einer  ungeraden  Anzalil  von 
Punkten  durchgehl  (§.  9.),  so  muss  die  Curve  c,  als  die  Abbildung  einer 
solchen  Hälfle,  eine  ungerade  Anzahl  Paare  von  Acstcn  enthalten «  die 
sich  nach  eatgegeiigeselzten  Richtungen  ins  Unendliche  erstrecken. 

§  n. 

.  Sowie  eine  sphärische  algebraische  Linie  au5;  pinfr,  zwei,  oder 
mehreren  Curmi  besteht,  welche  thcils  einfache,  thciis  ZwiUingscurven 
sind,  so  isl  auch  eine  ebene  algebraische  Linie,  da  sie  immer  als  die 
Projedion  einer  sphttrischen  angesehen  werden  kann,  entweder  eine  ein- 
zige Curve,  oder  ein  System  mehrerer.  Nach  den  im  vor.  §.  g^^ebenen 
Erörterungen  hat  es,  wenigstens  im  Allgemeinen,  keine  Schwierigst, 
eine  diene  Linie  in  die  einzelnen  Curvm,  aus  denen  sie  zusammen- 
gesetzt ist,  zu  zerl^en  und  von  jeder  derselben  zu  bestimmen,  ob  die 
sphsrische  Curve,  von  welcher  sie  die  Projection  ist,  zu  den  eingeben 
oder  Zwillingscunren  gehört.  Wenn  man  nflmlich  in  einer  ebenen  Linie 
von  einem  beliebigen  Punkte  K  derselben  aus  fortgeht  und  dabei  jeder- 
zeit, wenn  man  zu  dem  letzten  Punkte  (§.  6.)  eines  unendlicben  Astes 
gekommen  ist,  zu  dem  letzten  Punkte  des  zugehdiigen  dem  vorigen 
parallelen  Astes  tiberspringt  und  in  diesem  zweiten  Aste  nach  dem  end> 
liehen  Theile  der  Ebene  zurackgeht,  so  wird  man  zuletzt  zum  Punkte  K 
zurückkommen,  und  der  durcbgangene  vrird  eine  der  einzehien 
Curven  sein,  aus  denen  die  Linie  zusammengesetzt  ist.  Dieser  Curve 
aber  wird  auf  der  Kugel  eine  einfiiche  oder  ZwUlingscurve  entsprechen, 
jenachdem  die  Zahl  derjenigen  Paare  ihrer  unendlichen  Aeste,  deren 
Aeste  dnander  entgegengesetzte  Richtungen  haben,  ungerade  oder 
gerade  ist;  oder,  wie  man  auch  sagen  kann:  jenachdem  unter  den  zu 
madienden  Sprüngen  die  Anzahl  deror,  bei  welchen  die  zwei  Punkte, 
zvriscfaen  denen  zu  springen  ist,  nach  entgegengesetzten  Riehtungen 
liegen,  ungerade  oder  gerade  ist. 

Als  Beispiel  hierzu  tonnen  uns  schon  die  Linien  der  zweiten  Ord- 
nung dienen.  —  Die  Ellipse  wird  von  einem  in  ihr  sich  bewegenden 
Punkte  ohne  allen  Sprung  zurückgelegt,  —  Bei  der  Parabel  findet  ein 
Sprung  statt,  der  aber  hier  nicht  zu  zählen  ist,  weil  die  letzten  Punkte 
der  zwei  Aeste  dieser  Curve  nach  einerlei  Richtung  liegen.  —  Die  Hy- 
perbel besteht  aus  zwei  gesonderteu  Hälften,  deren  jede  zwei  unendliche 
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Aeste  hat,  wolchc  paarweise,  lUimliGh  ein  Ast  der  einen  und  ein  Ast 
der  andern  Hälfte,  sich  nach  entgegengesetzten  Richtungen  erstrecken. 
Heissen  A ,  B  die  leisten  Punkte  der  zwei  Aeste  der  einen  HlUle  vnd 
A\  B'  die  ihnen  resp.  gogenttberfiegenden  letzten  Punkte  der  andern 
HstAe.  Mui  gehe  nun  in  der  erstem  Hdfte  yon  einem  heüebigenPonkte  K 
derselben  aus  bis  B  fort,  springe  hierauf  von  B  nach  B'  in  die  andere 
HUfke,  durchwandere  diese  ganz  von  B'  bis  A'  springe  dann  yon  A' 
nach  A  in  die  erste  HalAe  zurück  und  gehe  in  dieser  von  A  bis  K. 
Somii  bat  man  die  Ifyperbel  ganz  durchgangen  und  -dabei  zwei  unend- 
Ifehe  Sprttnge  in  das  Entgegengesetzte  gemacht.  Jede  der  drei  For- 
men einer  Linie  der  zweiten  Ordnung  muss  sich  daher  auf  der  Kugel 
als  eine  ZwilUngscurve  abbftlden.  Vergl.  $.  4. 

Um  die  gegenseitigen  Beziehungen  zwischen  ebenen  und  sphäri- 
schen Cnrven  noch  augenfälliger  darstellen  zu  kOnnen,  wollen  wir  den 
Begriff  geschlossener  ebener  Curven  auch  auf  solche  mit  ausdehnen, 
welche  unendliche  Acslc  haben,  dafem  nur  ihre  sphariscJien  Projcclioncii 
geschlossene  Curven  sind.  Nennen  wir  femei  eine  gesclilusseno  ebene 
Curve,  jenachdem  sie  zu  ihrer  Projeclion  auf  der  Kugel  eine  einfache 
oder  eine  Zwillin:?snirv'e  haJ,  eine  Curve  der  ersten  oder  der 
zweiten  Art,  so  können  wir  nach  dem  Bisherigen  folgende  Satze 
aufetcllen : 

1)  Eine  Curve  der  ersten  (/.weilen)  Art  winl  von  joder  in  ihrer 
Ebene  gezogenen  Geraden  in  einer  ungeraden  (geraden)  Anzahl  von 
Punkten  diirchgangen ,  —  hat  daher  eine  nn.£;crade  (i^eiatlei  An- 
zahl l*aare  nach  entgegengesetzten  Richtungen  laufender  unendlicher 
Aeste  *),  —  und  hat  eine  ungerade  (gerade)  Anzahl  von  Wendepunkten. 

Da  diese  Satze  von  exclusiver  Natur  sind,  so  gelten  sie  auch  um» 
gekehrt,  und  es  kann  daher  nus  dem  Vorhandensein  irgend  einer  der 
drei  gedachten  Eigenschaften  auf  das  Dasein  der  jedesmal  zwei  übrigen 
geschlossen  werden,  so  dass  z.  B.  eine  ^schiosseno  Curve  mit  emer 
angeraden  (geraden)  Anzahl  von  Paaren  entgegengesetzter  Aeste  eine 
angerade  (gerade)  Anzahl  von  Wendepunkten  bat. 

')  Weil  jedes  Paar  solcher  Aeste  auf  einen  Durchgang  der  Curvo  durch  die  in 
ihrer  Ebene  unendlich  entfernt  liegende  Gerade,  —  sphärisch  aof  einen  Durchgang 
durch  dm  Hauplknts  y     13.),  —  blozeigt. 

AMm«.  d.  K.  S.  CaMOteh.  a.  WiiMUelb  I.  2 
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2**  \'a\W\  den  Curvcn,  aus  deneu  eine  ebene  al.aebraische  Limo 
zusaiuiuengcselxt  ist.  ist  Lei  tinijpradcr  i^eiader;  Oidrmni^szalil  der 
Linie  eine  ungerade  (gerade)  Anzahl  \on  Cui-ven  der  ersten  Art  he- 
griffea;  woraus,  wie  in  §.  \  t.  i.,  noch  folgt,  dass  eine  ebene  Linie  von 
ungerader  L'i^mder)  Ordnung  eine  ungerade  (gerade)  Anzahl  von  Wende- 
punkten, und  überhaupt  dieselben  drei  Eigenschaften  hat,  welche  im 
vorhei^gehenden  Satze  von  den  Curven  der  ersten  (zweiten)  Art  aus- 
gesagt Wirrdon. 

SdiUesslich  ist  noch  zu  erinnern,  dass  man  bei  Zählui^  derPuidde, 
in  denen  eine  ebene  Curve  von  einer  in  ihrer  Ebene  gezogenen  Ge- 
raden duTchgnngai  wird»  und  bei  Zahlung  der  Wendepunkte  diejenigen 
unter  ihnen  nicht  übersehe,  welche  in  nnendlidier  Entfernung  liegen, 
indon  sonst  die  Stttze  in  I)  und  2)  ihre  allgemeine  Gültigkeit  verlören.  — 
Ist  die  gezogene  Gerade  mit  einem  Baare  nnendlicher  Aeste  der  Curve 
parallel,  so  hat  sie  mit  letzterer  einen  unendlich  entfernten  Punkt  g^ 
man;  zugleich  durchg^t  sie  die  Curve  in  diesem  Punkte,  wenn  die 
beiden  Aesle,  jenaehdem  sie  einerlei  oder  entgegengesetzte  Richtungett 
haben,  auf  entg^cengesetzten  oder  einerlei  Seiten  der  Geraden  sich 
banden.  —  Ein  unendlich  entferater  Wendepunkt  giebt  sich  dadurch 
zu  erkennen,  dass  zwei  nach  entgegengesetzten  Richtungen  ins  Unend- 
liche sich  erstrecfaende  Aesle  auf  einer  und  derselben  Seite  ihrer  ge- 
meinsamen geradlinigen  Asymptote,  der  Tangente  im  Wendepunkte, 
liegen.  Bs  kann  aber  auch  geschehen,  dass  nicht  bloss  der  Wendepunkt, 
sondera  auch  seine  Tangente  unendlidi  entfernt  liegt.  In  diesem  Falle 
sind  die  zwei  entgegengeselztea  Aeste  von  parabolischer  Form,  wtthrend 
sie  vorher  eine  hypc^rbolische  hatten,  und  liegen  auf  einerlei  Seite  jeder 
mit  ihnen  in  der  Ebene  parallel  gezogenen  GiMadtMi. 

Von  der  Rich(ij?kcit  dieser  Behauptungen  wird  man  sich  leicht 
überzeugen,  wenn  man  die  Curve  auf  die  üngel,  und  zwar  zuuüchst  auf 
die  der  Ebene  der  Cur\'e  zugewendete,  durch  den  Hauptkreis  v  (§.  4  3.) 
begrenzte  Halbkugel,  projiciert  und  dabei  erwUgt,  (hiss  das  sphlhi.sehc 
Bild  eine.s  nnendlioh  e?dfemton  Punktes  Q  der  Ebene  ein  Punkt  Q  des 
Kreises  v  ist,  dass  eine  in  der  Ebene  nach  Q  gerichtete  (ieiade  a  eiucu 
durch  Q  gehet\den  Hauf)lki^'is  a  zum  Bilde  hat;  dass,  wenn  a  in  der 
Ebene  unendlich  entfernt  liegt,  a  mit  v  zusauimenfalll :  dass  daher  ein 
hyperbolischer  Ast,  welcher  die  in  endlicher  Entfernung  gelegene 
Gerade  a  zur  Asymptote  hat,  sich  als  ein  in  U  endigender  und  daselbst 
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▼00  m  beiUhiier  Bogen  abbildet,  und  dass  ein  parabolischer  nach  Q 
gerichteter  Ast  sich  auf  der  Kugel  als  ein  in  Q  eudigender  und  daselbst 
von  9  beitlhrt^  Bogen  darsteltt.  ErgSnzt  man  zoletst  die  solchergestalt 
auf  der  einen  KogelhfiUte  oonstruierte  Gurve  durch  ihre  Gegencurve  auf 
der  andern  WHb,  so  ersiebt  man  die  Beacfaaffenheit  der  nun  vollstSn^ 
digen  Curve  in  ihren  Begegnungen  mit  «r,  und  wird  damit  die  obigen 
Behauptungen  .bestätigt  finden  ^  . 

Geometrische  Entwickelung^  der  Grundformen  der  sphärischen  Linien 

der  dritten  Ordnung. 

§. 

Die  voranstehenden  allgemeinen  Betrachlungen  Uber  alirobraische 
Linien  wollen  wir  jotzl  auf  die  Linien  der  dritten  Ordnung  anwenden; 
vnr  wollen  die  Cur\en,  aus  denen  eine  Linie  dieser  Ordnung  zu- 
sammengesetzt ist,  ihrer  Zahl  und  Beschaffenheit  naci»  m  btvstiinnien 
und  dadurch  die  verschiedenen  Grundformen  der  Linin  selbst,  .»oweit 
dieses  ohne  ZnhUlfenahme  des  Caleuls  gesehehcn  kann,  zu  erTiiiüeln 
suchen.  —  Eine  äimliche  Untersuchung  für  die  Lauen  der  zwi  tj  ii  Ord- 
nung vorangehen  zu  lassen,  halle  ich  für  überflüssig,  Ha  aus  den  nach- 
stehenden Belraciilungen  über  die  Linien  der  dritten  Ordnung  sich  zur 
Genüge  ergeben  wird,  wie  rihnlicluM-weise  der  lieweis-  zu  führen  ist, 
dass  eine  sphärische  Linie  der  zweiten  Ordnung  eine  einzige  Zwillings» 
curve  (§.  4.)  ohne  alle  merkwürdige  Punkte  ist. 

Als  Criterium  ftlr  eine  sphärische  Linie  der  dritten  Ordnung  wird 
uns  bei  der  nun  folgenden  Untersuchung  der  Satz  dienen,  dass  eine 
EOlche  Linie  —  wir  wollen  sie  inskttnflige  kurz  mit  l  bezeichnen  — 
von  einem  Hauptkreise  in  drei  Paaren  von  Punkten,  oder  in  einem  Paare 
geschnitten  wird ;  dass  daher  ein  sie  in  einem  Punktenpaarc  berühren» 
der  Hanpikreis  sie  in  einem  zweiten  schneidet,  nicht  aber  in  einem 
zweiten  bertihren  kann,  und  dass  in  dem  besondem  Falle,  wenn  der 
Haoptkreis  die  Linie  X  in  emem  Paare  von  Wendepunkten  oder  Knoten 
oder  Spitzen  bertihrt,  er  mit  ihr  kein  zweites  Punktenpaar  gemein  hat 

S. 

Unter  den  Curven,  aus  denen  als  eine  Linie  von  ungerader  Ord- 
nung, zusammengesetzt  ist,  ist  nach  g.  12. 1.  entweder  eine,  oder  sind 
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(Iroi.  fünf  U.S. vv.  einfache  Curv^n  enilialien.  Es  kann  abor  der  ;i  nicht 
iiiohr  jils  Eine  einfache  l'.iii  \  i'  —  sie  lieibse  «  —  /.»ikoiiinieu.  Dean  da 
eine  eiuluclic  Cune  von  *''mviu  Huuplkreise  jstets  in  einer  ungeraden  An- 
zalil  von  Punklenpaareii  durchgangen  wird  i^^.  9.),  so  trifll  ein  durch  zwei 
Punktenpaarc  der  Curvc  e  gelngtcr  Flauptkrcis  dieselbe  noch  in  einem 
driUen  Paare,  und  wurde  einer  zweiten  zu  X  gehörigen  einfachen  Curve 
wenigstens  in  Einem  Punktenpaare,  dem  vi^teD,  begegoen,  was  gegen 
das  obige  Griterium  streitet. 

Unler  der  einstweiligen  Annahme,  dass  in  der  ssu  A  gehörigen  ein- 
fachen Cur\e  «  keine  Knoten  oder  Spitzen  vorkommen,  hat  e  nach  §.'10. 
WMiigstens  drei  Paare  von  Wendepunkten,  oder  fünf,  oder  sieben  u.  s.w. 
Es  wird  sich  aber  wieder  mit  Hülfe  unsers  Criterinms  zeigen  lassen, 
dass  «  nicht  mehr  als  drei  Paare  solcher  Punkte  haben  kann. 

Denn  setzen  wir,  dass  der  Curve  •  fUnf  Paare  zukommen,  und 
nennen  fUnf  Wendepnnkfo  in  der  (kdnung,  in  welcher  sie  auf  einander 
folgen :  A,  B,  C»  D,  E;  also  die  fllnf  übrigen  in  derselben  Folge :  A', . . . 
Man  ziehe  einen  die  Curve  in  A  und  £  berührenden  Hanptkreis  t  und 
projiciere  sie  auf  eine  mit  v  parallele  Bbene.  Beissen  B,  C«...  die  Pro- 
jectionen  von  B  und  B\  C  und  C*  u.  8.w.  und  0  die  Protection  v<m  • 
selbst.  Weil  9  die  «  in  dem  Wendeponklenpaare  A,  K.  berührt,  so  hat 
die  ebene  Curve  %  zwei  einander  entgegengesetzte  parabolische  Aesle, 
welche  auf  einerl^  Seite  jeder  mit  ihnen  m  der  Ebene  der.  Curve 
parallelen  Geraden  a  liegen  (§.  15.);  ausser  ihnen  aber  nicht  noch 
and^  unendliche  Aeste,  indem  sonst  •  von  iß  nodi  in  andern  PanktHi, 
als  in  A  und      getroffisn  werden  musste,  —  gegen  das  Criterium.  — 
Die  Curve  e  wird  sich  daher  vom  letzten  Punkte  des  einen  parabolisclien 
Astes  bis  zum  letzten  Punkte  des  andern  ununterbrochen  fortziehen  und 
dabei  in  B,  C,  D.  E  Wendungen  machen.    Die  letzten  Elciuenlc  der 
zwei  Aeste,  also  auch  die  ihnen  parallele  Gerade  a  wollen  wir  uns 
horizontal  denken  und  in  der  Ebene  die  Seite  von     auf  welcher  die 
Aeste  Hegen,  als  die  unlere  vorsteilen.  Ucbrigens  wollen  wir  die  Ge- 
rade so  gelegt  annehmen,  dass  die  vier  Wendepunkte  B, ...  E  süiumdich 
auf  ihre  obere  Seife  fallen.  Sie  wird  alsdann  die  p.  schneiden,  aber  nur 
in  zw^ei  Punkten,  weil  sie  mit  c  schon  ihren  unendlich  entfernten  Punkt 
gemein  hat.    lieissen  A|  und  A<g  die  beiden  Schneidepunkfe,  welche 
mit  den   vier  Wendepunkten    in  ihrer  Aufein;uulerlbii;e.   die  Reibe 
AtBCDEAji  bilden;  Ai  liege  zur  Linken,  Ag  zur  llcclilen. 
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Weil  sieb  die  Carve  e  in  Ai  Uber  die  Gerade  a  erhebt  und  in  As 
wieder  zu  ihr  hinabsenkt,  so  wird  sie  zwischen  A|  und  A«  einen  oder 
anch  mehrere  höchste  Punkte  haben.  Sie  kann  aber  nicht  mehr  als 
einen  haben.  Denn  hfitte  sie  zwei  höchste  Punkte  F  und  G  (Fig.  4.], 
und  legte  man  an  den  niedrigem,  welcher  F  sei,  eine  Tangente 
welche  horizontal  sein  und  den  Punkt  G  ttber  sich  liegen  haben  wttrde, 
so  müsslc  die  Curvc  auf  ihrem  Woge  von  F  nach  G  liin,  weil  sie  von  F  aus 
zunächst  unter  f  hinabsteigt,  sich  über /"bis  G  wieder  erhehiii.  dann  aber, 
um  <be  tiefere  Horizontale  a  in  Aj  ^oder  in  A|)  zu  ticiren.  durch  /'  /n- 
rilckgehen  müssen.  Die  in  F  an  die  Curve  gelegte  Tanucnte  f  wUide  sie 
daher  in  nnrh  zwei  Punkten  schneiden  —  dem  Ciilciiuni  entgegen.  — 
Eben  sm  \m  mg  können  die  zwei  hnclisicn  Pniikle  gleiche  Hohe  liaben ; 
denn  a!  il  inn  wttrde  die  an  den  einen  gelegte  Taugenie  die  Curvc  auch 
in  ds  iii  andern  berühren. 

Nun  Ijjsst  sich  ferner  darthun.  dass  wenigstens  eine  der  zwischen 
B  und  C  an  die  (aivxq  e  gelegten  Tangenten  horizontal  sein,  umi  daher 
der  Bogen  BC  wenigstens  einen  höchsten  oder  (iefsfen  Punkt  habt  ii 
muss.  Denn  wo  nicht  (Fig.  4.*),  so  lege  man  an  die  Curve  e  eine  sie 
in  B  selbst  berührende  Gerade  t  und  drehe  diese  dergestalt,  da.ss  sie 
mit  e  in  Beriilirung  bleibt,  und  der  Berührinigspnnkt  von  B  !)is  C  rückt 
Weil  B  ein  Wendepunkt  ist,  so  hat  die  Gerade  t  in  ihrer  anfUnglichen 
Lage  drei  nächstfolgende  Punkte  mit  e  gemein.  Von  diesen  drei  Punkten 
rflcken  bei  der  nachherigen  Drehung  von  t  zwei,  in  Vereinigung  bleibend 
und  den  Berührungspunkt  bildend,  von  B  bis  C;  der  dritte  gemeinsame 
Punkt  von  $  und  I  geht  nach  der  entgegengesetzten  Richtung,  also  von 
B  nach  A|  zu,  auch  wohl  noch  Uber  A|  hinaus  in  dem  linken  unend- 
liehen  Aste  fort,  ohne  jedoch  bis  zum  letzten  Punkte  des  Asles  zu  ge- 
langen, weil  keine  der  Tangenten  von  B  bis  G  horizonlal,  also  keine 
mit  der  Richtung  d6s  Astes  in  seinem  letzten  Punkte  parallel  sein  soll. 
Auch  kann  dieser  dritte  Punkt  nicht  nach  B  zurttckkehrcn,  weil  der 
Bogen  BG  tuich  einer  und  derselben  Seite  zu  hohl  ist,  und  folglich 
keine  an  B  C  gelegte  Tangente,  mit  Ausnahme  der  Tangente  in  B  selbst, 
B  treffen  kann.  Die  bis  G  forlgedrehte  Tangente  I  wttrde  daher  dem 
Unken  Aste  in  einem  von  B  nach  Ai  zu  gelegenen  Punkte  begegnen, 
welches  aber,  weil  C  ein  Wendepunkt  ist,  dem  Criterium  widerspricht. 

Dieser  Widersprucli  füllt  weg,  wenn  der  Bogen  BC  zwischen 
aeincn  Endpunkten  wenigstens  Einen  höchsten  oder  tiefsten  Punkt  hat. 
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Ufltfe  pr  einen  liefslen  l^unkl  T,  .so  müsste  t'ino  an  T  goK'iite  und 
daher  horizontal«  Tangente  die  Curve  c  zwiachen  Ai  uiid  T  sclmeiilen, 
weil  A|  tiefer  als  T  hegl.  Aus  gleichem  Grunde  nnUssfe  diese  TanKeatc 
die  e  noch  einmsd  zwischen  T  und  Aj  treffen,  —  geilen  das  (Ir  iler  ium.  — 
Mithin  kann  der  Bogen  BC  keinen  tieCsten,  sondera  muss  einea  höch- 
sten Punkt  haben. 

Yollkonuncn  eben  80  zeigt  sich,  dass  auch  der  Bogen  D  E  einen 
höchsten  Punkt  haben  muss,  sobald  man  nur  in  den  vorigen  Schlüssen 
A|,  B,  C  mit  Aa,  E,  D  und  den  hnken  Ast  mit  dem  rechten  vertauscht 
Hiernach  hatte  aber  die  Cim  e  zwei  höchste  Punkte,  was  dem  vorher 
Erwiesenen  entgegen  ist.  Mithin  muss  die  Voraussetzung  unrichtig  sein, 
dass  die  Curve  0  flinf  Wendepunkte  liat;  und  noch  weniger  kann  sie 
sieben  oder  mehrere  haben. 

Es  hat  demnach  auch  die  sphttrische  Corvo  t  nur  drei  Paare 
von  Wendepunkten«  von  denen  jedoch,  wie  schon  bemerkt  worden 
10.),  zwei  Paare  zu  einm  Knoten-  oder  Spitzenpaare  zusanmMii- 
gehen  können.  Auch  wttrde  sich  durch  tthnficbe  auf  die  Geometrie  der 
Lage  gegilindete  Betrachtangen,  wie  vorhm,  geradezu  darthun  lassen, 
dass  in  der  Curve  «,  wenn  sie  ein  Knoten-  oder  Spiteenpaar  und  ein 
Paar  Wend^nnikte  hat,  nicht  noch  andere  merkwürdige  Punkte  dieser 
Art  vorbanden  sein  können.  Uebrigens  kann  es  nicht  geschehen,  dass 
in  e  alle  drei  Paare  von  Wendepunkten  sich  in  einem  Punklenpaare 
veremigeo,  indem  sonst  die  Curve  von  dem  einen  dieser  beiden  Punkte 
bis  zum  andeni  gegenüberliegenden  ohne  Wendung  und  ohne  sidi  selbst 
zu  schneiden,  fortgehen  mttsste,  welches  nach  §.  10.  nicht  möglich  ist 

§. 

Es  bleibt  jetzt  noch  zu  untersuchen  tlbrig.  ol)  und  wenn  eine  Linie 
der  dritten  Ordnung  A  ausser  der  einfachen  Curve  «,  welche  ihr  unbe- 
dingt zukommen  muss,  noch  ciac  ZwiUmisSCurvc  haben  kann.  Denn 
dass  es  nielil  zwei  oder  mehrere  sein  können ,  foIa:t  sogleich  daraus, 
dass  eine  Z\villinf^scur\'e  mit  einem  Hauptkieise  immür  eine  gerade  An- 
zahl von  Punktenpaaren  gemein  hat  (§.  11.),  und  dass  daher  hei  zwei 
Zwillingscurveu  ein  durch  ein  Punktenpaar  der  einen  und  ein  Punklcn- 
paar  d*'r  andein  ;^'ele.2:ler  Hauptkreis  den  Curvcn  in  wenii;stens  noch 
zwei  andern  Paaren,  also  überhaupt  wenigstens  in  vier  Paaren  be- 
gegnet —  gegen     IG.  —  Aus  gleichem  Grunde  erhellet,  dass  eine 
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zu  X  gehörige  Zwillingscarve,  wonn  anders  eine  f;olche  hei  X  Uberhaupl 
mOglicb  ist,  von  keinem  Hauptkroise  in  mehr  als  zwei  Punktcnpaaren 
getroffen  werden  darr,  dass  sie  also  keine  Wendepunkte,  Knoten  oder 
Spitzen  haben  darf,  dass  von  den  zwei  einzelnen  Curven,  aus  denen  sie 
besteht,  jede  fiir  ach  ganz  anf  einer  and  derselben  Seite,  und  folglich 
beide  auf  Terschiedenen  Seiten  eines  sie  in  einem  Punktenpaare  be~ 
rttbrenden  Bauptkreises  tragen  müssen,  und  dass  endlich  weder  die 
einfiiche  Gnrve  «  selbst,  noch  ein  an  «  berührend  gelegter  Hauplkreis 
der  Zwillingscorve  begegnen  darf,  dass  folglich  die  zwei  einzeken 
Gnrven  der  Zwiliingscurve  auf  entgegengesetzten  Seiten  der  einfiichen 
Kegfin  mllssen. 

Bat  nun  die  emfiiche  Curve  §  drei  gesondert  liegende  Paare  von 
Wendepunkten,  so  kann,  obschon  nicht  jederzeit,  eine  Zwillingscarve 
noch  fltatt  finden.  Um  uns  die  MOglichkett  hiervon,  wenn  auch  nur  an 
einem  sehr  extremen  Falle,  begreiflich  zu  machen,  wollen  wir  durch 
zwei  Punktenpaare  von  «  einen  Haupdcreis  a  legen,  welcher  der  «  in 
noch  einem  dritten  Punktenpaare  begegnen  vnrd,  und  wollen  annehmen, 
dass  nicht  nur  alle  übri.j^'cn  Punkte  von  e  in  grosser  Nähe  von  a  liegen, 
sondern  dnss  aurli  alle  an  «  berührend  gelegten  Ilauplkrcisc  mit  u  sciir 
kleine  Wiukt  l  machen,  —  wie  tiies  unter  andern  der  Fall  ^em  würde, 
wenn  in  dem  in  §.10.  gegebenen  Beispiele  die  abwechselnd  an  die  eine 
und  die  andere  Seite  der  sechs  gleiehen  Ahsehnitfc  eines  Haupikreises 
gelegten  Bögen  insgcsammt  sehr  flaeli  Theile  eines  von  einem  Haupt- 
kreise  nur  wenig  verschiedenen  kl(  nu  len  Kreises,  wären.  —  Alsdann 
%vird  jeder  durch  ein  in  der  Nuhc  der  Pole  \  on  «  befindliches  Punkten- 
paar gelegter  Hauptkreis  die«  nur  in  einem  Punktenpaare  srlitKKien; 
und  wenn  wir  daher  noch  annehmen,  dass  die  zwei  einzelnen  mit 
keinen  merkwürdigen  Punkten  versehenen  Curven  der  Zwilhngscurve 
sehr  klein,  etwa  zwei  kleinere  Kreise  von  nur  geringem  Durchmesser, 
sind,  und  dass  die  eine  derselben  in  grosser  Ntthe  des  einen,  mithin  die 
andere  in  eben  so  grosser  Nahe  des  andern  Pols  von  a  liegt,  so  wird, 
wie  erfbrderlich,  kein  Hau[)(kreis  die  aus  <  und  der  ZwillingBCu^e 
zosammengesetzte  Linie  X  in  mehr  als  drei  Punktenpaaren  schneiden 
kttnnen. 

Hat  dagegen  die  einfache  Curve  a  nur  Bin  Paar  Wendepunkte  und 
zum  Ersatz  der  beiden  andern  eui  Knoten-  oder  ein  Spitzenpaar,  so 
kann  sie  mit  emer  ZwilUngscurve  nicht  verbimden  sein.  Denn  weil  in 
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anem  &M)len  zwei  CurveDpunkte  vereinigt  sind,  so  wird  ein  durch  das 
{ütotenpaar  gelegter  Tlauptkrei»«  die  e  immer  noch  in  einem  andern 
Pnnktenpaare  schneiden.  Wäre  daher  noch  eine  ZwiUüngiKnirve  vor- 
handen, so  wurde  ein  durch  ein  Punktenpaar  der  leUleni  und  durch 
das  Knotenpaar  in  t  gezogener  Hauplkreis  aowoU  die  ZwUlingacurv« 
ate  die  « in  noch  einem  Punktenpaare  irdfon«  was  gegen  iBiaerGriterian 
jflt.  ^  Und  dag  von  Knoten  Gesagte  gilt  wOrtGoh  andi  von  Sfutten. 

Nach  diesem  Allen,  und  wenn  wir  noch  bemerken,  dass  die  zwd 
einzehien  Cnrven  einer  Zwillingscnrve  sich  lu  zwei  isolierten  Ponkten 
zusammenziehen  können,  hat  jede  Unie  der  dritten  Ordnung  eine  der 
nachstehenden  fttnf  Formen.  Es  besteht  nSmlich  eine  soldie  entweder 

1)  aus  einer  einfachen  Curve  mit  droi  Paaren  von  W  ndepunkten 
und  aus  einer  Zvvillingscurve  oline  inci  kwtlrdige  Punkte,  oder 

2)  aus  einer  einfachen  Cur\'e  mit  drei  Paaren  von  Wendepunkten 
und  aus  einem  isolierten  Punk(rn{)narc,  oder  sie  ist 

3)  bloss  eine  einüstche  Gorve  mit  drei  Paaren  von  Wendepunkten, 
oder  ^ 

4)  eine  einfiiche  Curve  mit  einem  Paar  Wendepunkte  und  einem 
Sjiotenpaar,  oder 

5)  eine  ein&che  Curve  mit  einem  Paar  Wendepunkte  und  emem 
Spitzenpaar. 

Ol)  nun  alle  tücse  fünf  t  ounon,  wt'k  he  die  sphärischen  Linien  der 
(Iriiu  n  Ordnunir  Ihm  alleiniger  Beriicksichligung  des  oft  gedachten  Cri- 
leriuins  liabon  kniuiLii,  ilinen  auch  in  Folge  ihrer  algcbraisehen  Gleichung 
zakoiiiiucü,  ist  eine  Frage,  welche  erst  ihireh  Rechnung  entsehieden 
werden  kann.  Für  jetzt  steht  nur  dieses  fest,  da:>s  eine  solche  Linie 
keine  Form  haben  kann,  welche  nicht  unter  diesen  fünf  mit  enthalten 
wurc,  das»  sie  also  namentlich  immer  wenigstens  ein  Paar,  und  wenn 
zwei,  auch  ein  drittes,  aber  nicht  mehr  Paare  von  Wendepunkten  hat. 
Die  folgende  Untersuchung  wird  uns  indessen  auch  von  der  algebrai" 
sehen  Wirklichkeit  der  erhaltenen  funf  Formen  überzeugen. 

ich  werde  dabei  von  dem  Aigorilhmus  Gebrauch  machen,  den 
ich  in  metner  Abhandlung  «tiber  eine  neue  Behandhmgsweise  der 
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analytisdliOQ  Sphärik»*)  veröffentlicht  habe.  Da  ich  jedoch  nicht  vor- 
anssetzen  kann,  dftss  allen  Lesern  des  Vorliegenden  jene  AbhaDdlnng 
la  Gesicht  gekommen,  so  will  ich  eine  Erklamog  des  FnDdaments  und 
der  Benebaffenhett  meines  sphttrischen  Algorilhnnu,  so  weit  wir  des- 
aelbeii  hier  bedOifen,  vcmiigehen  lassoo,  und,  um  dieses  in  mOgüdiBter 
KllRe  20  thont  ihn  nicht,  wie  dort  geschah,  auf  geometrische  Prindpien, 
soodeni  auf  die  ersten  Sätze  vom  Gleichgewichte  sorttckAlhren,  ak  von 
welchen  saine  Formeln»  wenn  man  will,  als  Sjfmbole  angesehen  werden 
idtlnnen* 

Der  sphirisehe  Algorithmna. 

4)  Sind  Jl, ...  Punkte  auf  der  Oberfläche  einer  Kugel,  deren 
Mitlelpimkt  0  beisse,  mid  o,       irgend  welche  Zahlen,  so  sollen 

eA,  hB, ... 

bedeateo,  welche  auf  den  ab  frei  beweglich  zu  denkenden  Punkt  0 
nach  den  Richtungen  OA,  OB,...  wirken,  und  deren  Inieosiiaten  sich 
wie  die  Zaiilen  a,  6,...  verhallen. 
Durch  die  Gleirhuni; 

(a)         +  61? +...  ~  0 
werde  ausgedrUikt.  diiss  die  Kräile  aA,  bB, ...  sich  das  Gleichgewicht 
halten;  durch  die  Gleichung 

(h)    aA-^bB^    .  ^pP. 
dass  die  Kraft |)P  die  Kesoltaate  der  Kralle  aA,       ...  ist;  durch  die 
Gküchung 

dass  die  Krättc  aA,  bB,...  in  Vrirml^iing  dicaelbe  Wirkung,  wie  die 
Kräfte  pP,  qO,...  in  Vereinii;ung,  luibun. 

2)  Zwei  einander  gleiche  Kriiflc,  deren  Richtungen  einander  ent- 
gegengesetzt sind,  können  auch  als  solche  betrachtet  werden,  welche 
einorlei  Richtung  haben,  nnd  deren  Inlenatäten,  ihrem  absoluten  Wertbe 
nach  einander  gleich,  entgegengesetxte  Yomichen  haben.  Wenn  d^er 
in  den  Gleichungen  (•),      (c),  in  denen  wir  voiliin  8lill8diwe%end  alle 


*)  Sie  iMfindet  «leb  in  der  SammluogTWi  AbhandlunBcn,  herausgegeben 
von  der  Ffirstlieh  iabtoiiowtlri*achen  Geiellecliaft.  Leipaig, 
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die  die  Intcnsitüton  ausdrückenden  Zalilen  als  positiv  annahmen,  ein 
oder  etliche  neg;ative  Glieder  sich  vorfinden,  SO  «md  die  dadurch  dar- 
gesteilten  Krilfte  Kräften  mit  eben  80  grossen  positiven  In touKi  täten, 
aber  mit  entgegengesetzten  Richtungen,  gleit  Ii  zu  achten,  und  man  kann 
demnach,  wenn  es  gefilUt,  das  Minuszeichen  eines  Gliedes  mit  dem  Plus> 
zeichen,  so  wie  auch  umgekehrt,  vertauschen,  dufem  man  nur  gleich- 
zeitig statt  des  in  dem  Gliede  enthaltenen  Punktes  seinen  Gegenpunkt 
selzL  So  ist  z.  B.  4:  aA  gieichbedentend  mit  +  üA'  (§.  9.  1.}. 

3)  Da  es  in  den  Gldchnngen  («),  (6)  und  (c)  nicht  auf  die  abaolaten 
Werthe  der  Goefficienten  fr,.. p,  9, .. . ,  sondern  nur  auf  ihr  gegen- 
seitiges Verhttltoiss  ankommt,  so  bleibt  jede  dieser  Gleichungen  noch 
richtig,  wenn  alle  ihre  Gliedin'  mit  oner  und  derselben  Zahl  multiplidert 
oder  dividiert  werden.  Aus  dem  bekannten  Satze  der  Slatik,  dass,  wenn 
von  zwei  oder  mehreren  Systemen  von  KmAen  jedes  fUr  sich  im  Gleich- 
gewichte  ist,  auch  die  KrSfte  aller  Systeme  zusammen  sich  das  Gleksh- 
gewidit  halten,  aus  diesem  Satze  und  ihm  tthnlicfaen  folgt  ferner,  dass 
man  zwei  oder  mehrere  solcher  Gleichungen,  wie  (a),  (6),  (c),  zu 
einander  addieren,  die  eine  von  der  andern  subtrahieren,  Glieder  von 
der  einen  Seite  des  Gleichheitszeichens  auf  die  andere  mit  entgegen- 
gesetzten Vondchen  bringen ,  imd  tiberhaupt  mit  diesen  (äeic&nngen 
alle  die  algebraischen  Operationen  vornehmen  darf,  bei  welchen  die 
einzelnen  Glieder  ihre  obige  Form  behalten,  also  Punkte  mit  nume- 
rischen CoefTicienlen  bleiben. 

i]  Zwoi  auf  0  wirkende  Kriift«  sind  nur  dann  und  dann  immer 
von  gleiclitü-  \\  irkung,  wenn  sie  einerlei  Richtun|j;  und  emunder  gleiche 
Intensitäten  haben.  Aus  der  Gleichung 

aA=pP 

ist  daher  zu  schliessen,  dass  /*  ein  mit  A  identisdier  Punkt,  und  rlass 
p^a  ist,  oder  auch,  dass  P  der  Gcj^eupuukl  von  A,  und p  —  —  a  ist. 
ü)  Aus  der  Gleichung 

aA  +  bB  =pP 

ist  nach  dem  Satze  vom  Parallelogramm  der  Kriifte  zu  schliessen,  dass 
die  drei  Geraden  OA,  Oß,  OP  in  einer  Ebene  liegen,  und  dass,  wenn 
man  in  dieser  Ebene  ein  Parallelogranmi  construiert ,  von  welchem 
zwei  Seiten  und  die  eine  Diagonale  in  OA,  OB  und  in  OP  fallen,  jene 
zwei  Seiten  und  diese  Diagonale  sich  wie  die  Zahlen  a,  h,  p  verhalten. 
Oder,  was  dasselbe  ausdrückt:  in  Bezug  auf  ein  in  der  Ebene  OAB 
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enthaltenes  Coordinatensystem ,  dessen  Axen  die  Ricfatnngeii  OA^OB 
haben,  änd  die  Coordinatan  des  in  dieser  Ebene  gleichlUUs  begriffenen 
Punktes  P  nnd  der  Abstand  des  P  Tom  An&ngspnnkte  0  der  Goonli- 
naten  den  Zahlen  s,  6,  p  proportional. 

Oder  mit  noch  andern  Worten:  Es  liegen  die  Punkte  A,  P  in 
einem  flauptkreiset  und  dieses  dergestalt,  dass  sich 

sin  PB :  sin  AP ;  sin  AB  =  a:  b  :p 
verhalten,  wobei  die  Bogen  von  P  bis  B,  von  A  bis  P  und  von  A  bis  £ 
nach  einem  und  demselben  Sinne  zn  rechnen  and. 

6)  Ehen  so  folgt  nach  dem  Satee  vom  Parallelepipedam  derKrtlfte, 
und  vorausgesetzt,  dass  A,  B,  C  nicht  in  einem  Hauptkreise  liegen,  aus 
derGkäsfauiig  .A  +  bB  +  cC  =  fP, 

dass  «,  fr,  s  sich  wie  die  Coordinaten  von  P  in  Bezug  auf  drei  Axen 
verhallen,  deren  Richtungen  OA,  OB,  OC  sind,  und  dass  nach  dem- 
selben Verhaltnisse  der  Coefficientp  dem  Abstände  des  P  vom  Anfongs- 
punkte  0  der  Coordinaten  oder  dem  Kngelhalbmesser  proportional  ist 
Mit  der  gegenseitigen  Lage  der  Punkte  A,  B,  C,  P  sind  demnach 
die  Verhaltnisse  Ewischen  a,  fr,  e,  p  unzweideutig  bestimmt.  Und  um- 
gekehrt: Smd  die  Punkte  A,  B,  C  und  die  Verfaflllnisse  zwischen  ihren 
CoefBcienten  s,  fr,  e  gegeben,  so  sind  damit  zwei  einander  gegenobei^ 
fiegende  Punkte  der  KugeUhtefae  unzweideutig  bestimmt;  es  sind  nümr- 
lieh  die  Durchschnitte  P  und  P'  der  Fiflche  mit  einer  durch  0  dergestalt 
gelegten  Geraden,  dass  in  Bezug  auf  OA ,  OB,  OC,  als  Axen,  die  Co- 
ordinaten jedes  Punktes  dieser  Geraden  sich  wie  a,  fr,  e  verhalten. 
•  7)  Indem  wir  auf  solche  Weise  alle  Punkte  P  der  KugeKIttdie 
auf  drei  nicht  in  einem  Ilauplkrcise  liegende  Punkte  A,  B,  C  beziehen, 
wollen  wir  lot/.tore  Punkte  die  Fu n damcn  In  I  jui  nk  tc ,  die  drei  durch 
je  zwei  vüa  iliiiijn  zu  legenden  Hauptkreise  hL,  LA,  AJJ  die  Funda- 
mcntalkreisc  und  das  von  ihnen  gebildete  Dreieck  AB C  das  F u n- 
damentaldreieck  ueuuen. 

in  wetehem  die  Coefficienlen  a,  fr,  e  die  Coordinaten  von  P  in  Bezug  auf 
OA,  OB,  OC  als  Axen  sind,  oder  doch  diesen  Coordinaten  proportio- 
nale Grossen  vorstellen,  und  wodurch  der  Punkt  sowie  sein  Gegen- 
ponkt  P'  bestimmt  wird,  heisse  der  Ausdruck  des  Punktenpaares 
P',  oder  kurz.:  des  Punktes  P,  indem  wir  unter  P  seinen  Gegen- 
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punkt  mit  vcrsfehon.  Welcher  von  bcid«  ii  runktün  gemeint  ist.  wird 
erst  aiLS  dem  Vorzeichen  .seines  Coefüclenlen  p  erkannt.  Uni  bloss  ;m- 
zuzcigen,  dass  aA  +  •  •  der  Ausdruck  des  P  'und  seines  Gegenpunktes) 
ist,  werden  wir  uns«  mit  Weglassuug  von  des  Zeichens  (=)  bedienen 
und  schreiben 

a  A  +  bB  +  cC^P,  statt  =  pP  oder  —  —  pP\ 
Ist  einer  der  drei  CoefTicienten  des  Ausdrucks,  z.  B.  c,  Null,  also 
P=aA  +  bB,  so  liegt  P  im  F. kreise  AB  (5.);  sind  zwei  CoeflTicicnten 
zugleich  Null»  elwa  b  imd    so  fiUlt  P  mit  A  zusammen  (i*)*  diese 
Sttlse  andi  umgekehrt  gdlen»  ist  von  seihst  Idar. 

8)  Heiflsen  jetzt  y,  »  die  CoelBcieaten  von  B,  C,  und  «,  ^  die 
Exponenten  derVeriidfnisae  Sind  diese  Exponenten  gegeben. 
80  ist  es  auch  der  durch     +     +  zC  ausgedruckte  Punkt  P;  es  sind 

namKr.h 

£=«midiJ.  =  /J 

z  z 

die  Gleichungen  der  (Icraden  OP,  wenn  OA.  Oß,  OC  als  Axen  dop 
z  aenonunen  werden.  Sind  aber  a,  ß  nicht  selbst,  sondern  nur 
eine  Gleichuni;  ß  —  f  [a]  zwischen  ihnen  s^Pireben,  so  dass  rninier  an- 
dern Werlhcn  von  «  iniinci  andere  \  on  ß  zui,'ehören,  so  bilden  alie  so- 
mit sich  ergebenden  Geraden  eine  Kegclilttche»  welche  0  zur  Spitze 
bat,  und  deren  Gleichung 

M...x=r(f). 

also  eine  homogene  Gleichung  zwischen  x,  y,  z  ist;  und  alle  durch  .r.^-f- ... 
ausgedrückten  Punkte  bilden  eine  sphärische  Cuitc,  wcicfic  kenu'  an- 
dere, als  der  Durdisclinilt  der  Kugelflachc  mit  jener  Kcgclflache  ist. 

Durch  den  Ausdruck  xA  +  yB  +  zC  in  Verbindung  mit  einer  ho- 
mogenen Gleichung  /.wischen  x,  y,  z  wird  demnach  immer  eine  sphärische 
Curve  darirestellt,  diejenige  nämlich,  in  welcher  dieKngeinfiehe  von  einer 
durch  tiieselbc  Gleichung  dargestellten  Kegelflüche  geschnitten  wird, 
wenn  die  Coordioateu  a;,  z  der  Gleichung  auf  OA^  OB,  OC  aAs  Axen 
bezogen  wcMxh^n. 

9)  Ist  die  homogene  Gleichung  («)  eine  algobrjiischc,  und  nach 
Wegschaflung  der  Bruchform  vom  ntcn  Grade,  so  dass  in  jedem  ihrer 
Glieder  die  Summe  der  Exponenten  von  x,  y,  z  gleich  n  ist,  so  gehört 
die  durch  sie  ausgedrückte  Kcgelfläche,  mitln'n  auch  (§.  4.)  die  durch 
dieselbe  Gleicbung  daigestellte  sphikriscfae  Curve  zur.  Mten  Ordnung. 


ÜBBR  DIB  Gbiwworiieii  Dift  Ldibii  dbr  dbith»  Orikhürg.  919 

Die  aUgemouie  Fon»  einer  homugcnen  üleiciuing  desersCea  Grades 
ist  ax  +  by  +  0%  =  0. 

Die  hierducch  ausgedrtickte  Kegelflacbe  ist  eibe  den  Punkt  0  eatr 
haltende  Ebene»  und  daher  die  sphttrische  Curve  ein  Eaaptltreis  (ebds.). 
Fttr  j;  =  0  wird  y  .*  s  =  —  e:h.  Hienmt  verwandelt  sidi  der 
Ausdnick  xA  +  yB-^zC  in  eB  —  bC;  d.  h.  der  Hanptkneis,  dessen 
Gleichnng  . . . = 0  ist,  schneidet  den  F.kreis  in  einem  Punkte, 
dessen  Ausdmclc  cB  —  bC,  Eben  so  finden  sich  aC~  cA  und  bA  —  aB 
als  die  Ausdrücke  flor  die  Durchschnitte  des  Hauptkreises  mit  den  F.  kreisen 
CA  und  AB, 

Ist  die  Constanle  o  =  0,  so  rodncircii  sicii  die  letzteren  zwei  Aus- 
drücke auf  —  cA  und  bA;  d.  h.  dei  llauptkreis,  dessen  Gleichung 

6y  +  cz  =  0, 

gellt  diin  Ii  den  K.piinkl  A  und  .schneidet  den  F. kreis  ßC  im  Punkte  cB—bC. 

Ist  auch  noch  6  =  0,  so  wird  letzterer  DurchschniU^j?;  d-h,  der 
Hauptkreis,  dessen  Gleichung 

2  =  0 

ist  der  F.  kreis  Aß  selbst ;  und  ähnlicher  Weise  sind  dp  =  0  und  y  0 
die  Gleichungen  der  F. kreise  BC  und  CA* 

f  0)  Die  Bequendichkeit  uosers  sphnrischcin  Algorithmus  zeigt  sich 
insbesondere  beun  Uebergange  voa  einem  F.dreieck  oder  Coordmaten- 
System  zu  einem  andern  de^eichen.  Istnümlich  eine  homogene  Gleichung 
zwischen  x,  y,  als  Gleichung  einer  sphärischen  Curve  in  Bezug  auf 
die  F.  punkte  A^B,C  gegeben,  und  soll  ihre  Gleichung  in  Bezug  auf  irgend 
drei  andere  F. punkte  Ai.  £i,  Ci  gefimden  werden,  so  selie  man.  es 
seien  die  neuen  F. punkte,  durch  die  alten  ausgedruckt: 

A,  =  a  A  +  6  Ä  +  c  C, 
(a)  =  a'A  +  b'B  +  c  C, 

Ci       d'A  +  b'  Ii  +  cC, 
so  dass,  den  Kugelhalbmcsscr  =1  angenommen,  a.  b,  c  die  Coordinalen 
von  A|,  u.  s.w.  in  Bezus?  auf  OA,  OD,  OC,  Ai^  \\en.  .sind.  Seien 
femer  t,  w,  v  drei  von  den  Veründerlichen  .t,  t/,  z  und  den  Constanten 
a,  6,  c,  a'...  o"  dergestalt  abhängige  VeründerUchc,  dass 

/  a<  +  o'«  +  o'w  =  aJ, 
[ß)       hl  +  b'u  +  6*»  = 
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so  kommt,  wenn  man  die  drei  Gleichungen  (o]  der  Reihe  nach  mit  t,u,v 
luultipiicirt  und  sie  hierauf  adJu  l : 

<A,  +  tiß,  +  r6',  =^  xA  -^yB  -\-  zC. 

Da  also,  wenn  i,  n,  v  auf  die  durch  iß]  ausgedrückte  Weise  von 
X,  y,  z  abhangen,  die  durch  tA^  +  und  xA  + . . .  ausgediui. ktcn 
Punkte  der  Kugelfläche  idenli:sch  sind,  s«  hat  man  nur  die  Werllu;  von 
X,  y,  z  aus  ^ß]  in  drr  i:es?el)enen  (!nrv('ni.'!cif-hung  zu  suLütituirea,  und 
es  wird  die  hervorgehende  hoino^^fiie  <jlei(  huug  zwischen  i,  u,  v  die- 
selbe auf  A,,  Äj,  Cj,  als  F.])unkte,  bezogene  Curve  darstellen. 

So  war  z.  B.  x  =  0  die  Gleichung  des  F.  kreises  B  C ;  mithin  ist 
al  +  a'u  4.  a*  V  =  0  die  Gleichung  des  auf  A^,  C,  bezogenen 
Hauptkreises  BC;  eben  so  bt  b'u  i-  b"  v  =  0  die  Gleichoog  des 
Hauptkreises  CA;  u.  s.  w. 

Analytische  fintwickelung  der  Grundformen  der  tpliflriflchen  Linien 

der  dritten  Ordnung. 

§.  21. 

Mit  Anwendung  des  jetzt  erörterten  Calcols  wollen  wir  onnmchr 
die  verschiedenen  Formen,  welche  eine  sphärische.  Linie  der  drillen 
Ordnung  zu  Folge  ihrer  Gleichung  haben  kann,  zu  erforschen  suchen 
und  dabei  von  den  vorhin  durch  geometrische  Betrachtungen  ge- 
fundenen Eigenschaften  einer  solchen  zunächst  nur  den  Satz  benutzen, 
dass  sie  immer  wenigstens  Einen  Wendepunkt*)  hat. 

Die  allgemeine  Gleichung  einer  sphärischen  Linie  der  dritten 
Ordnung  ist: 

(A)  oä^ + V + + ft** + + + + + + »»^2  0. 

Ohne  an  Allgemeinheit  zu  verlieren  wird  sich  diese  Gleichung  etwas 
einfacher  gestalten,  wenn  wir  das  F.dreieck  ABC  so  gelegt  annehmen, 
dass  B  in  den  einen  nothwendig  vorhandenen  Wendepunkt  der  Curve 
fallt,  und  diese  daselbst  von  AB  berührt  wird,  oder  mit  andern  Worten : 
dass  der  Punkt  B  und  zwei  ihm  in  AB  nttchstliegcndc  Punkte  der  Cune 
angehören. 

*)  Nicht  Ein  Paar  Wendqninicte,  da  jetzt,  wie  schon  erinnert  worden  (§.  20.  7.), 
imler  jedem  Punkte  der  Curve  zugleich  mit  seiaGfigenpunkt,  als  ein  ebenlUts  der  Com 
anBebönger  Punkt,  verstanden  wird. 
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Nun  ist  für  die  der  Curve  mit  dem  V.kreisAB  gemeinsamen  Punide 
a  =  0  (§,  XO.  7.),  und  daher 

(fl)  ax^  +  iy*  +  hx^y  +  Ixy*  =  0. 

Die  Punkte  selbst  aber  werden  durch  xA+yB  ausgedrttckt,  nach- 
dem darin  für  das  Verhllbaiss  s:ff  die  drei  aus  (a)  fönenden  Werthe 
desselben  nach  einander  sobstitoiert  worden. 

Soll  B  einer  dieser  drei  Punkte  sein,  soll  also  die  Curve  durch  B 
gehen,  so  muss,  weil  sieh  der  Ansdrudc  xÄ  -\-  yB  nur  für  dp  =  0  auf  £ 
Tednciert,  der  Gleichang  (a)  Genüge  gescbehm,  wenn  man  «  =  0  setzt, 
mid  es  muss  folglich  die  Ckmstante  6  =  0  sein.  In  d^  That  redncirt 
sich  damit  (a)  auf 

ax*  +  kx*y  +  Ixy*  =  0, 
wovon  die  linke  Seife  den  Factor  x  enÜiAlt.  Sondert  man  denselben  ab, 
so  kommt  die  Gleichung 

(6)  ax*  +  hxy  +  /y'  =  0, 
durch  den  ü  Aiiilosiing  sicli  die  beideu  andern  Durchschnitte  der'Curve 
mit  AB  ergeben. 

Soll  noch  einer  dcrsellKMi  in  Ii  fallen,  soll  also  die  Curve  durch  B 
gehen  und  daselbst  von  AH  berülul  werden,  so  muss  aus  gleichem 
Grunde,  wie  vorhin,  /  -—■  0  soin.  als  wodurch  sich  (6)  in  die  abermals 
mit  dem  Factor  x  begleitete  Gleichung 

ax"^  +  hxy  =  0 

verwandelt.  Nach  Division  mit  demselben  findet  sich  fttr  den  noch  - 
flbrigen  Durchschnitt  der  Curve  mit  AB . 

{(ß)  axi'hy  =  0. 

SoU  daher,  wie  gefordert  wird,  anch  dieser  noch  mit  B  identisch 
sein,  so  hat  man  nocli  A  =  0,  also  ttberhaupt  die  Coelficienlen  von 
y*,  xy*  und  x*y  in  {A)  einzeln  =  0  zu  setzen. 

Bei  einer  solchen  Lai:o  di  ^  1  <lr  um  Ls  gegen  eine  Linie  der  dritten 
Ordnung,  dass  B  in  einen  W  •  [uinkt  der  Linie  Pallt,  und  sie  daselbst 
von  ilÄ  berührt  wird,  i.st  denmacli  ilire  allgemeine  Gleichung 

ax'  +  cz^  +  fy^z  +  gz*\T  +  iyz*  +  kzx*  +  mxyz  =  0, 
wofUr  wir  auch  schreiben  kdnnen : 

{B'  [fy^  +  {mx  +  iz)y]  z  +  ar'  +  kzx^  +  g^'^x  +  cz*  =  0, 
eine  Gleichung,  die  sich  durch  nachstehende  fietrachtungen  noch  weiter 
vereinfachen  lllsst. 
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§.  22. 

Sei  P'  fFii?.  3.)  ein  beliebiger  Punkt  der  Curve,  und  sein  Ausdruck 

SO  dass  x\  y\  z,  für  x,  y,  z  in  clor  Gloirlmni^  [D]  substituirt,  ihr 
Genüge  lei.st(M^.  Weil  di»*  nici<liung  nach  y  quadratisch  ist,  so  winf. 
wenn  man  in  ihr  x  x'  und  :  -  z'  setzt,  sich  für  y  nächst  j/'  noch 
ein  zwcilcr  sie  Ijtfricdigendir  W'trlfi  y"  fmdea.  Der  dem^lbcB  zu- 
gehörige Curvi  npunkt  lioissc  /'^  so  dass 
(6)  p'P"  =  x'A-k-y''B-^t'C. 
Aas  (a)  und  (b)  folgt 

(c)    p'P'  —  p'P'  =  (y'  —  y'^R  und  wenn 
((i)    jB'i*'  +  p''P'  =  qQ  gesetzt  uird : 
(c)    qQ  =^  ^x'A  +  (y'  +  y  )ö  +  iz'C 
Zu  Folge  der  nach  y  quadratischen  Gleichung  (A)  isl  aber  y'  +  y' 

=  —       'i'tz    Hiermit  vemvaodelt  sich  («)  in 

fqQ  =  2/-r'>l  —  {mx'  +  tz')  /?  +  2fs'C, 

und  es  wird  daher,  w-  im  man  noch 

(fy    tfA  —  mB  —  db  und 
(j)    S/'C  —  tß  =  e£  setzt: 
[h]    Q  -dx'D  +  ez'E. 
Nun  hegen  nach  (c)  die  zwei  Curvetipurikte  P'  und      mil  in 

einem  Hau|)(kreise,  in  welchem  nach  (rf)  auch  der  Punkt  Q  mit  bcgrilTen 

ist.  Dabei  verhalten  sich      20.  5.) 

sin  P'  B  :  sin         =  —  p" :  p'  und 
sin  P' 0  :  sin  QP'  =       p' :  p\  folglich 
sin  P'B  :  sin  BP'  ^  —  sin  P'O  :  sin  QP', 

und  es  wird  demnach  derlioiien  P' P"  in  /i  und  Q  harmonisch  jTolheilt. — 

Endhch  ist  nach  [h]  Q  ein  Punkt  des  zu  Foli^e  (/';  und  i  ^/  j  von  dmi  will- 

kiiiirlich  angenommenen unabhUngigeu  Ilauplkrcises  DK,  und  wir 

schlicsscn  daher: 

Wird  in  jeder  von  di  ei  oder  mehreren  sich  in  einem 

Wendepunkte  B  schneidenden  sphärischen  Sehnen  P'P' 

der  Curve  ein  Punkt  Q  so  bestimmt,  dass  die  Sehne  durch 

ihn  und  durch  B  harmonisch  gelheill  wird,  so  liegen  alle 

diese  Punkte  Q  in  einem  üauplkreise  DE. 

Wir  wollen  diesen  li.iuplkreis,  nach  Analogie  einer  Uhnlicheu  Eigen- 

prhaft  lu'i  diMj  Linien  der  zweiten  Ordnung,  die  Polare  de«  VVende- 

puhktes  ii  ueimen. 
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Ist  die  Sehne  P'  P'  unendlich  klein,  und  liegt  B  aosserbalb  ihrer 
Endpunkte,  so  fillU  der  Punkt  Q  ih*r  Polare  nach  der  Natur  der  hai^ 
iDonischen  Theilung  zwischen  die  Endpunkte,  d.  h, : 

Der  Berührungspunkt  einer  durch  einen  Wendepunkt 
Ban  dieCurve  gelegten  Tangente  ist,  wo  nicht  selbst» 
ein  Pankt  der  Polare  von  B,  —  Und  umgekehrt  wird  die 
Cnrve  von  einem  Haaptkreise,  welcher  durch  B  und  einen 
ihrer  Durchschnitte  mit  der  Polare  von  B  gelegt  worden, 
in  dem  Durchschnitte  bertthrt. 

S.  23. 

Die  neduclion  der  allgemeinen  Gleichung  [A)  der  Curve  auf  die 
einfiKhere  Fonn  (A)  wurde  dadurch,  bewirkt^  dtos  wir  den  F.pnnkt  B 
mit  d^  einen  Wendepunkte  der  Curve  und  den  F, kreis  AB  mit  der 
Tangente  daselbst  zusammenfiillen  liessen.  Der  F.  kreis  CA  und  der  durch 
B  zu  legende  BC  blieben  dabei  deh  Wfllktthr  ttberiasscn.  Zu  noch 
mehrerer  Vereinfachung  der  Gleichung  wollen  wir  jetzt  annehmen,  dass, 
während  die  F. kreise  AB  und  BC  ihre  vorige  Lage  unverändert  he- 
halten,  der  dritte  CA  mit  der  Polare  DE  des  Wendepunktes  B  identisch 
wird,  dass  also,  weil  DJ? die  £fA  unt\  BC  nach  den  Formeln  (p,  \md  [g) 
in  D  und  E  schnitt,  jetzt  A  mit  D  nmi  C  mit  E  zusanuiientailt.  Wegen 
des  Ersiteren  ist  nach  {[}  nötliig,  daü^s  vi  =0.  und  wegen  des  Letzteren 
nach  [g) .  dass  t  ^  0.  Hiermit  reduciert  sich  die  allgemeine  Gleichung 
{B)  einer  sphärischen  Linie  der  dritten  Ordnung  auf 

(C)   /"y* «  +  a«'  +  kzw^  +  0z*x  +  cz'  =  0. 

§  2i. 

Um  die  BeschalTenlieit  der  durch  \^C)  ausgedruckten  Curve  zu  er- 
forschen, wollen  wir  zunftdist  nicht  sie  selbst,  sondern  ihre  Projection 
auf  eine  mit  dem  F.  kreise  AB  parallele  Ebene  in  Untersuchung  ziehen. 
Da  die  Gleichung  einer  sphärischen  Curve  nach  §.  20.  8)  auch  als  die 
Gleichung  einer  auf  OA.  OB,  OC,  als  eoordinicrte  Axen,  bezogene 
Gleichung  einer  Kegelflache  betrachtet  werden  kann.  \n eiche  der  Kugel 
Mittelpunkt  0  zur  Spitze  und  die  sphärische  Curve  zur  leitenden  Linie  hat, 
und  da  in  Bezug  auf  dasselbe  Goordinatensystem  die  Gleichung  einer  durch 
den  Punkt  G  der  Axe  OC  parallel  mit  der  Ebene  OAB  gelegten  Ebene 

«  =  0C 
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ist,  so  werden  wir  die  verlangte  Projcclion,  als  den  Durchschnitt  jener 
Kegelflüche  mit  dieser  Ebene,  sogleich  erhalten ,  wenn  wir  in  (C)  de^ 
Cooniinate  s  den  constanten  Wertli  OG  beilegen.  Setzen  wir  demnach 
die  jetzt  constanten  Grössen 

a:fz=  —  o,  k  :  f=  —  ß,  gz:  f  =  —  y,  cz' :  f=  —  d, 
so  ergiebt  sich  als  die  Gleichung  der  Projection 

(C*)  y*  =  ax^  +  ßx*  +      +  (J. 
Hierbei  sind  die  Axen  der  x  und  der  y  mit  OA  und  OB  panillel. 
Ihr  gemeinschaftlicher  Anfangspunkt  ist  C  oder  die  Projection  von  C, 
daher  diese  Axen  auch  als  die  Projoctionen  der  F.  kreise  CA  und  CD 
anzusehen  sind. 

Der  Lauf  der  sphärischen  Curve  bei  B  wird,  weil  B  ein  Punkt  des 
mit  der  Projectionst>bcne  parallelen  llauptkreises  AB  ist.  durch  zwei 
unendliche  mit  OB  oder  der  Axe  der  y  parallel  zu  werden  strebende 
Aeste  dargestellt  {Fig.  6.).  Weil  die  sphJirische  (^une  in  B  den  Kreis  AB 
berührt  und  daselbst  eine  Wendung  macht,  so  sind  diese  Aeste  von 
parabolischer  Form  und  laufen  auf  einer  und  derselben  Seite  der  Axe 
der  y,  welcher  sie  ihre  hohle  Seite  zuwenden,  nach  entgegengesetzten 
Richtungen  (§.  15.).  Der  Wendepunkt  B  der  ebenen  Curve,  welcher 
dem  Wendepunkte  B  der  sphärischen  entspricht,  liegt  demnach  un- 
endlich entfernt  nach  einer  mit  d<*r  Ax-c  der  y  parallelen  Richtung. 
Seine  Polare  ist  die  Axe  der  x,  als  die  Projection  der  Polare  CA  von  B. 
So  wie  jede  durch  B  gehende  Sehne  P'  P'  der  sphUrischen  Curve  in  B 
und  von  CA  in  Q  harmonisch  getheilt  wird  (§.  22.),  so  wird  auch  jede 
nach  B  gerichtete,  d.  i.  mit  der  Axe  der  y  ])arallele  Sehne  P'  P'  der 
ebenen  Cur>  e  in  B  und  von  der  Axe  der  es  sei  in  Q ,  hannonisch, 
d.  h.  also  getheilt,  dass  P' B  :  B  P'  =  —  P' Q  :  Q  P* Wegen  der  un- 
endlichen Entfernung  von  B  ist  aber  der  Exponent  des  erstem  dieser 
beiden  Verhältnisse  =  —  1 ,  folglich  P'  Q  =  Q  P',  wie  auch  un- 


•)  Nach  dem  bcLannten  Salze,  dass,  wenn  P',  P",  B,  Q  irgend  vier  Punkte  eines 
llauptkreises  und  P',  P",  B,  P  ihre  Projectioncn  auf  eine  beliebige  Ebene  und  dalier 
vier  in  einer  Geraden  liegende  Punkte  sind ,  die  zwei  Verhältnisse 
sin  P  B         sin  P'Q         ,    P'B  P'Q 
sin  B  P"    '    sia  QP"  B  P"  '  "qT^ 

einander  gleich  sind.  Liegen  die  vier  erstem  Punkte  hannonisch,  so  ist  das  erstere, 
folglich  auch  das  letztere  Vcrbältniss,  =  —  i,  und  die  vier  letztern  Punkte  haben  daher 
gleichfalls  eine  harmonische  I<age. 


I 
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mittelbar  aus  der  Gleichang  [C*]  fliesst,  als  nach  welcher  jeder  Ab- 
scisse  CQ  zwei  einander  gleiche  und  ent^gengeselzto  Ordinnten 
QP'  und  QP'  xugehOren. 

§.  25. 

Die  sphärische  Gnrve,  deren  Gleichung  (C),  and  die  ebene,  deren 
Gleichnng  {C*)  ist,  liegen  m  einer  and  derselben  den  Punkt  0  zurSpitse 
habenden  Kegelflüche,  und  es  sind  daher  dieProjectionen  beider  Gurven 
darcb  Linien  aus  0  auf  irgend  eine  andere  Ebene  mit  einander  idealisch. 
Da  nun  die  Gleichung  (C)  dieselben  Gurven,  wie  die  allgemeine  Gleichung 
(i),  umGisst,  indem  sie  aus  {A)  durch  Annahme  einer  besondeni  Lage 
des  F.dreiecks  hervorgegangen,  and  da  folglich  aus  der  durch  {€)  aua- 
gedrackten  qdmrischeo  Curve  nach  den  verschiedenen  Werthen  der 
in  (C)  voricommenden  Gonstanton  und  nach  der  verschiedenen  Lage  der 
Ebene,  auf  welche  sie  prujiciert  wird,  alle  möglichen  ebenen  Linien 
der  dritten  Ordnung  entstehen  können,  so  muss  dasselbe  aach  von  der 
durch  (C*)  dargestellten  ebenen  Curve  gelten. 

In  der  That  ist  es  die  Gleichung  {€*),  aus  welcher  Nrwton  in 
seiner  E  IUI  Hiera  tio  linearuiu  lertii  ordinis  die  füüf  von  ihm 
sogenannten  divergierenden  Parabeln  ableitet,  fünf  Cur\on,  die,  wie  er 
hinzusetzt,  mit  ihren  Schatten  al!e  tlbrigen  Linien  der  dritten  Ordnung 
erzeu£;pn.  ebenso,  wie  jede  Linie  der  zweiten  Ordnung  der  Schatten 
ciaCii  Kreises  ist. 

Die  fünf  verschiedenen  Formen  aber,  welche  die  mit  dei'  Gieiehung 
{C*)  eonslruierto  ebene  Curve  annehmen  kann,  erhalt  Newton  un- 
mittelbar durch  Betraclilung  der  drei  Wurzeln  der  Gleichung 

[r]  ttX^     ßx*  -^^  yx  +  d  =  0. 
Denn  entweder  sind  alle  drei  Wurzeln  reell,  oder  nur  eine  reell  und  die 
beiden  andern  imaginär.  Unter  der  erstem  Annahme  sind  von  den  drei 
reellen  Wurzeln  entweder 

I.  keine  zwei  einander  gleich,  oder 

II.  die  beiden  kleinem,  oder 

III.  die  beiden  grössem,  oder 

IV.  alle  drei  einander  gleich;  wozu  noch 

V.  der  Fall  kommt,  wenn  die  Gldchung  («}  nur  eme  reelle 
Wuizel  hat. 

.  kj  .i^od  by  Google 
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Die  diesen  fünf  Fallen  entsprochenden  fttnf  Curven  wollen  wir 
g^fl^fthfollg  mit  1.,  II.,  ...V.  bezeichoen  uad  ihre  Formen  oipzela  zu  be- 

BtiBun**"  sudteii. 

Znvor  noch  die  Bemerining.  dass  jede  dieser  fünf  Curven  zu  Folge 
flirer  gemeinsamen  Gleichung  {€*),  wenn  das  Goordinatensystcm  ein 
reditwinldiges  ist,  durc!)  dir  Axe  der  x  in  zwei  symmetrische  Hälften 
gelfaeilt  wird,  dass  wir  aber  hier  den  Ausdruck  symmetrisch  auch 
bei  schiefwinkligen  Systemen  gebmnchen  und  je  zwei  Punkte  gegen  die 
Axe  dfir^symmetrisdi  liegmid  nennen  werden,  wenn  die  sie  verbindende 
gerade  Linie  mit  der  Axe  der  y  parallel  ist  und  von  der  Axe  der  weiche 
vorzugsweise  die  Axe  beisse,  halbiert  wird.  Man  gewahrt  anigenblieklich, 
dass  auch  bei  dieser  Erweiterung  des  Begriflb  symmetrischer  Lage,  wenn 
drei  oder  mehrere  Punkte  der  Ebene  in  emer  Geraden  sind,  die  ihnen 
symmetrisch  entsprechenden  gieichfeUs  in  einer  Geraden  liegen,  dass 
biside  Gerade  sich  in  einem  Punkte  der  Axe  schneiden,  dass  die  gegen- 
seitigen Bnlfemungen  der  erstem  Punkte  m  denselben  VerhAltnissen,  wie 
die  gegenseitigen  Entfernungen  der  letztem,  zu  einander  stehen;  dass 
daher,  wenn  vier  Punkte  haraionisch  liegen,  auch  die  ihnen  ent- 
sprechenden vier  haimonische  Punkte  sind;  dass  femer,  wenn  eine 
Cur>'e  von  der  Axe  in  zwei  symmetrische  Theüe  getheilt  wu^,  die  an  zwei 
einander  entsprechende  Punkte  beider  Theile  gezogenen  Tangenten  zwei 
symmetrisch  Hegende  Gerade  sind,  dass,  wenn  der  eine  der  beiden  Punkte 
ein  Wendepunkt  ist,  es  auch  der  andere  ist,  u.  s.  w. 

§.  26. 

Unter  der  Annahme,  dass  ilic  drei  Wurzeln  der  Gleichung  {x)  reell 
sind,  Jkönuen  wir  die  Gleichung  {€*)  schreiben: 

—  «  [x  —  l)  [t  —  m)  {x  —  n). 

Sei  nun  Pein  beliebiger  Cuneupunkl,  und  Q  der  Punkt,  in  welchem 
die  Axe  der  x  von  einer  durch  P  mit  der  Axe  der  y  geleimten  Piinillcle 
gpsolinitlen  wird,  also  ij  -  QP,  x  "  CQ.  Man  trage  —  mit  HilcLsicht 
auf  die  Vorzeichen  —  auf  die  Axe  der  x  von  ihrem  Anfangspunkte  C  aus 
die  Längen  GL  =  i,  CM  —  m,  CN  ~n,  so  wird  x  —  l  =  LQ, 

s  m=MQ,  s — A=NQ,  und  die  Curvengleichung  verwandelt  sich  in 

y»=a.LQ.  MQ  NQ. 

Dabei  wollen  wir  die  Constante  a  als  positiv  betrachten ,  indem 
der  Fall,  wenn  «  negativ  sein  sollte,  sich  sogleich  dadurch  auf  den 
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ersleiti  redoeiereo  Ittsst,  dass  man  die  vorher  negative  lüehloiig  der 
Axe  der  x  zur  positiven,  und  ningeicehrt,  ninudt.  Wir  wollen  femer 
anneiunen,  dass  die  Punkte  L,  M,  N  in  dieser  Ordnung  nach  (tet  posi- 
tiven ^htung  der  Axe  der  x  aof  einander  folgen,  dass  also  ifie  Ab- 
schnilfe  LM  nnd  MN  beide  positiv  sind. 

Bei  der  Gurve  I.  sind  nnn  L,  N  drei  verschiedene  Funkle !and 
zugleich  die  einsigen,  in  welchen  y =0  wird.  Liegt  Q  zwischen  L  und  M, 
oder  auf  der  positiven  Sdte  von  N,  so  ist  die  rechte  Seite  der  Gleichung 
positiv;  n^liv  dagegen,  wenn  Q  zwischen  M  und  N,  o&er  auf  die 
negative  Seite  von  L  ftillt.  Hieraus  folgt,  dass  von  N  aus  nach  der 
positiven  Seite  der  Axe  hin  zwei  symmetrisch  gegen  sie  liegende  Aeste 
sich  ins  Unendliche  erstrecken,  und  dass  zwisehra  L  und  Bf  und  bn  zu 
diesen  Grenzen  eine  in  sich  zurücklaufende  und  <hher  von  jenen  Aesten 
isotirte  Curve  (ovalis)  enthalten  Ist.  (Fig.  7.). 

Liegt  Q  (iem  N  unendlich  nahe,  so  kann  statt  der  vorigen  Gleichung 
geschricbeii  wenien : 

y»  =  «.  LN.MN.  NQ. 

Es  ist  dies  die  Gleichimp;  einer  Parabel  der  zweiten  Ordiiuai;.  welche 
die  Axe  der  x  zu  il  rr  r  Axe  und  N  zum  Scheitel  hat,  und  wir 
srhIieRsen  hieraus,  dnss  du  (^urve  in  unmittelbarer  Nahe  von  N  gegen 
die  Axe  hohl  ist.  Da  aber  die  zwei  unendlichen  Aeste  der  Curve  der 
.\xe  der  y  ihre  hohle  (§,  24.)  und  mithin  der  Axe  der  x  ilue  ertiabene 
Seite  zukehren,  so  muss,  ehe  dieses  j?eseliieht,  jeder  den-  beiden  Aeste 
eine  Wendung*)  machen,  und  die  Curv'e  muss  daher  (dter  die  positive 
Seite  von  N  hinaus  zwei  symmetrisch  übende,  in  der  Figur  mit  F  und  G 
bezeichnete  Wendepunkte  haben. 

Newton  nennt  hiemach  die  Gurve  i.:  parabola  campanlfor- 
miS'Gum  ovali. 

Die  Cnrve  II.,  bei  welcher  /  =  m  ist,  unterscheidet  sich  von  der 
vorigen  nur  dadurch,  dass  die  Punkte  L  und  M  hier  vereinigt  sind,  und 
damit  die  vorhin  zwischen  ihnen  enthaltene  Curve  sich  in  einen  i.solierlen 
Punkt  L  zusammengezogen  hat  (Fig.  8.).  Sie  flihrt  bei  Newton  den 
Namen  parabola  punctata,  und  ihre  Gleichung  ist 
y«  =  «     —         —      WO  Kn,  ' 


•)  oder  drei,  fünf,  u.  .s.w.  WenJuugtjn,  —  wixliirch  aber  eine  (,TO,s.stTi-  Zahl 
von  Wendepunkten  entstünde,  als  bei  einer  Linie  der  dhUen  Ordnung  t«UU  Iiaben 
kann  (§.  17.). 
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Die  Curvc  V. ,  deren  Gleichung  wir  also  schreiben  können : 

hat  mit  der  Axe  bloss  den  PmiLt  N,  einen  parabolischen  Scheitel,  gemein, 
von  welchem  aus,  wie  !)ei  1.  und  II.,  zwei  symmetrisch  gegen  die  Axe 
liegende  unendliche  Ae:sto  fortgehen,  welche  ihr  Anfangs  die  hohle, 
später  die  erhabene  Seite  zuwenden,  indem  sie  zuletzt  der  Axe  der  y 
parallel  werden  fFig.  9.).  Es  ist  die  parabola  jnira. 

FUr  die  Curvc  III.  ist  m=n,  und  daher  die  (jleichuug  derselben: 
y*  =  a  {x  —  /)  {x  —  n)*,  wo  l  <  n,  oder 
y*^«.  LQ.  NQ^  wo  LN  positiv. 

Hier  ist  also  die;  bei  I.  sliUttindende  Ovale  geblieben;  nur  hat  sich 
von  ihren  zwei  Scheiteln  derjenige  M,  welcher  dem  Scheitel  N  der 
Parabel  am  ntichsten  lag,  bis  an  N  herangezogen.  Um  den  Gang  der 
Carve  bei  N  zu  bestimmen .  wollen  wnr  Q  einen  dem  N  unendlich  nahe 
liegendea  Punkt  sein  lassen.  Die  Gleichung  wird-aladann  sehr  nahe: 

{«)  y*  =  a.  LN.  NQ» 
Sie  gehört  zwei  sich  in  N  schneidenden  gegen  die  Axe  symmetrisch 
liegenden  Geraden  an,  den  Tangenten  der  Gurre  in  N;  und  wir  ersehen 
hieraus,  dass  die  zwei  Aesle  der  Curve  sich  jetzt  in  N  kreuzen,  und 
somit  N  ein  Knoten  geworden  ist,  die  vorige  Ovale  aber  die  Gestalt 
einer  Schleife  angenommen  hat  (Fig.  40.).  —  Parabola  nodata. 

Die  Gonstante  » lOsst  sich  hier  auf  eine  eigenthomüche  Weise  be> 
stimmen.  Wird  nlbnlich  durch  L  eine  mit  der  Axe  der  y  parallele  Gerade 
gelegt,  welche  die  eine  jener  zwei  Tangenten,  gleichviel  welche,  in  K 
schneidet«  so  ist  LK  die  Ordinate  dieses  Durchschnittspunktes  und  L  der 
Endpunkt  seiner  Abscisse,  also  zu  Folge  der  Glachung  («): 

LK«  =  a.  LN.  NL-  und  «  = -f^  . 

Durch  Substitution  dieses  Werihes  von  a  in  der  Gurvenglek^ung 
wird  letztere :  JlL  —  LQ  NQ» 

LK«  ^     LN»  * 
oder,  wenn  man  die  Langen  LN  =  a,  LK  =  b  und  die  \uih  Knoten 

N  aus  gerechnete  Abscisse  NQ  =  x  setzt,  welches  LQ=.LN  +  NQ 
=  a  +  ic  giebt :  /  \  9*  ,  «* 

Wenn  endlich  auch  noch  der  Punkt  L  mit  N  zusammenftillt,  so  cnl- 
jilelil  die  Curve  IV. .  welcher  daher  die  Gleichung 

y*  =:a  {x  —  »)*  oder  y*  =  a.  NQ» 
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zukommt.  Ist  liieriti  NQ  eine  uiifiidlicli  kloiue  Linie  der  ersten  Ortliumg, 
SO  Wild  y  oine  I  mik  \on  der  noch  liuhem  Ordnunj*  -  •  Die  zwei 
symnicti  idchen  AesU;  der  Curve  werden  daher  in  N,  wo  i»ich  die  vori;^e 
Schleife  in  eine  S{)iize  ziisaininengezoj^cn  bat,  von  der  Ajlq  borühri 
(Fig.  11.).  —  Pa  r  a  b o  la  c  u  s p  i d a  t a. 

Man  h(>ni<Mki'  noch,  dass  nicht  ebenso,  wie  bei  den  Curven  i.,  II. 
und  V. ,  auch  bei  III.  und  IV.  zwei  symmetrische  Wendepunkte  vor- 
handen sind,  indem  an  die  Stelle  deraelbcn  bei  Ui.  ein  Knoton  und  bei  lY. 
eine  Spitze  i.;o(reton  ist.  Vergl.  §,  iO.  Auch  Hesse  sich  der  Mangel  VOO 
Weiulepuiikten  bei  UL  und  iV.  sehr  leicht  aus  den  Gleichuiigra  dieser 
Curven  nachweisen. 

§. 

Wir  wollen  jetzt  die  filnf  parabolisdien  Curven  l.,...V.  auf  die 
Kugel  zurück  projicieren.  Denn  scnnit  werdoi  wir  alte  die  verschiedaien 
Fonnm  erhalten,  welche  eine  sphärische  tbie  der  dritten  Ordnung 
ihrer  Gtoichnng  zu  Folge  annehmen  kann. 

Weil  jede  der  fünf  FlEurabeln  eine  stetige  Curve  mit  zwei  nach  entr 
gegengeselzten  Bichtungen  laufenden  Aesten  ist,  so  ist  die  sphärische 
Plojection  einer  jeden  eine  ein&che  Curve  (§,  44.).  Der  unendlich  entr 
feinte  Punkt  der  Aeste  bihlet  sich  als  em  Wendepunkt'*)  dieser  Curve  ab. 
Nachsidem  hat  von  den  einfiichen  Curven,  welche  aus  L  II.  und  V.  eal» 
springen,  eine  jede  noch  zwei  andere  Wendepunkte.  Von  diesen  drd 
einfiichen  Curven,  deren  ji  Je  drei  Wendepunkte  hat,  ist  die  erste  noch 
mit  einer  Zwillingscurve  und  die  zweite  mit  einem  isolierten  Punkte 
begleitet.  Die  Curven  III.  und  IV.  aber  stellen  sieh  auf  der  Kugel  als  ein- 
fache Curven  dar,  von  denen  die  eine  einen  Wendepunkt  und  einen 
Knuten,  die  andere  einen  ^Vendepunkt  und  eine  Spitze  hat. 

Wir  sind  .somit  auf  die  ftlnf  in  §.  lü.  erhaltenen  Formen  der 
sphärischen  Linien  dritter  Ordnung  zurückgekommen  und  ersehen 
daraus,  dass  alle  auü  dem  in  ^.  IG.  aufgestellten  geometrischen Criterium 
fliessenden  Fcjrmen  dieser  Linien  sich  bei  den  aus  der  allgemeinen 
Gleichung  {A}  i^.  t\ .)  ergebenden  Curven  auch  wirklich  voründen. 


*)  Statt  la  ngen:  do  Hu  von  Wendepmikteii.  Denn  auch  hier  soll,  wie  in 
S.  80.  7)  unter  jedom  Pwikle  einer  ephlrischen  Curve  zusleicli  mit  sein  Geeeopuakt 
veratanden  weiden. 
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Was  noch  dio  Subordination  anlangt,  in  welcher  diese  fünf  Fonneii 
zu  oin?in(h'r  i>teli('n.  so  ('iki'nnt  man  Icidit.  da.s.s  os  im  Gründe  nur  zwei 
Ilauptlornien  i;i('l)t.  Jode  derüclbcQ  besieht  au-s  einer  einfachen  Cur\'C 
mit  drei  W('nde{)unUcn,  zu  deren  einer  (I.)  noch  eine  isolierte  Zwilhngs- 
curve  füchört ,  die  andpre  (V.)  aber  keinen  >m  id  i  -'n  Zusatz  hat.  Die 
erstere  Hau|)tfuriM  kann  sich  in  die  letztere  aui  doppelte  Art  verwandeln, 
indem  sich  die  isohcrtc  Curvc  entweder  in  einen  isolierten  Punkt  zu- 
samm^ichl  und  dann  verschwindet,  oder  indem  sie  und  die  einfache 
Curve  sich  bis  zur  Berührung  einander  nahem  und  durch  Vereinigung 
ihrer  einander  schief  gegenüber  liegenden  Theile  einen  Knoten  bilden» 
welcher  sich  alsdann  dergestalt  wieder  auflöst,  dass  die  neben  einander 
liegenden  Theile  der  einen  und  der  andern  Curve  sich  vereinigen.  VergL 
Fig.  3.  Dies  giebt  die  zwei  Uebeigangsformen  II.  und  m.  —  Als  eine 
noch  speciellere  Uebergai^form ,  nflmlich  als  der  Uebergaog  von  II. 
zu  UI.,  oder  mngekefart,  ist  IV.  zu  betrachten.  Denn  IV.  eotileht  aus  0. 
dadurch,  dass  sich  die  einige  Curve  und  der  isolierte  Punkl  von  II. 
einander  bis  zur  Bertthruog  nahem,  ans  m.  aber  dadurch,  dasa  sich  die 
Schleife  von  m.  in  einen  Punkt  zusanunenzieht 


Hanpte^enaehaften  der  Linien  der  dritten  Ordnung  mit  drei 

Wendepunkten. 


Der  von  Newton  uns  Oberlieferte,  jedoch  ohne  Beweis  von  ihm 
hingestellte  Satz,  dass  jede  Linie  der  dritten  Ordnung  als  die  PMjection 
einer  der  mittelst  der  Gleichung  [C*]  in  §.  24.  zu  constroierenden  Paiabehi 
betrachtet  werden  kann,  acheint  mir  zu  den  wichtigsten  in  der  Theorie 
jener  Linien  zu  gehören.  Denn  aus  der  symmetrischen  Gestalt  dieser 
Parabeln  lassen  sich  fest  alle  Grundeigonschaflen  der  Linien  dritter  Ord- 
nung auf  das  einfachste  ableiten.  Durch  die  folgcmien  Betrachtungen, 
welche  zunächst  die  mit  drei  Wendepunkten  \crschen(;u  Linien  betreffen, 
wird  uvdix  diese  lJehauj)lung  genUglich  i)est<1tigt  linden. 

1)  Jede  durch  zwei  symmetrische  Punkte  einer  dei  Harabein  ge- 
legte Gerade  ist  mit  der  Axe  <ler  y  parallel  und  projiciert  sich  daher  auf 
der  Kugel  als  ein  durch  /?  gehriMii  i  ilauplkr-eiü.  weil/?  die  Projertion 
des  unendlich  entfernten  Punklci»  der  Axe  der  y  ist.  Wenden  wu  dieses 
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auf  die  zwei  sjinnietriscIieQ  Wendepunkte  der  Pftrabeln  L,  II.  und  V.  an 
wA  bemerken,  dtes  B  eu  Wend^imkl  der  sphArischen  Curve  ist, 
so  erhalten  wir  den  merkwOrdigea  Sate,  dass  die  drei  Wende* 
pttnkle  einer  sphärischen  (ebenen)  Linie  der  dritten  Ord- 
nung in  einem  Hanptkreise  (einer  Geraden)  Hegen. 

2)  Zwei  an  die  Pardiel  in  zwei  symmetrischen  Pnnkte»  deFselben 
gelegte  Tangenten  sind  zwei  symmetrische  Gerade  und  schneiden  sidi 
daher  in  einem  Punkte  der  Axe  der  x  (§.  25.},  d.  i.  in  einem  Punkte  der 
Pdare  des  unendlich  entfernten  Wendepunktes,  mit  welefaem  jene  zwei 
Pdnkte  in  einer  Geraden  sind.  IJeberhaupt  also  schneiden  sich 
zwei  die  sphärische  Curve  berührende  Hanptkreise, 
wenn  die  Bertthrnngspunkte  mit  einem  Wendepunkte 
in  einem  Hauptkreise  liegen,  in  einem  Punkte  der  Polare 
des  Wendepunktes.  Insbesondere  werden  sich  daher  die 
zwei  in  zwei  Wendepunkten  an  die  Curve  gelegten  Tan- 
genten und  die  Polare  des  di Uten Wendepunlktcü  in  einem 
Punkte  schneiden. 

3)  Heisscn  F  und  G  die  zwei  syninielrischen  Wendepunkte  der 
Parabel;  F,  und  G,  seien  irgend  zwei  andere  symmetrische  Punkte 
der  Curve,  und  F,  und  V,^  die  dritten  Curvenpunkte,  welche  rosp.  mit 
F,  F,  und  G,  G,  in  Geraden  sind  und  HhIkm-  ebenfalls,  so  wie  diese 
Geraden  selbst,  symmetrisch  liegen  werden.  Seien  endlich  F,  und  G3 
die  vierten  harmonischen  Punkte,  der  ersterc  zu  F,,  F^,  F.  der  letztere 
zu  G,,  Gj,  G,  so  ist  auch  dieses  vierte  Paar  von  Punkten  in  symmetri- 
scher Lage  (§.  25.).  Nach  §.  22.  ist  aber  F3  ein  Punkt  der  Polaro  von  F, 
und  G3  ein  Punkt  der  Polare  von  G.  Nun  lassen  sich  auf  dieselbe  Weise, 
so  viel  man  will,  noch  andere  Paare  svmmetrischer  Punkte  in  den 
Polaren  wn  F  und  G  finden.  Mithin  sind  diese  zwei  Polaren  selbst 
zwei  symmetrische  Linien  und  schneiden  sich  folglich  in  einem  Punkte 
der  Axe  der  d.  i.  der  Polare  von  B.  Die  Polaren  der  drei 
Wendepunkte  schneiden  sich  demnach  in  einem  Punkte. 

Wir  wollen  diesen  Punkt  den  Centraipunkt  der  Curve  nennen. 

4)  Man  bezeichne  die  Polaren  der  zwei  symmetrischen  Wendepunkte 
F,  G  mit  $,  und  die  in  G  an  die  Parabel  gelegten  Tangenten  mit 
f ,  g\  Letztere  sind  zwei  symmetrische  Gerade  (§.  25.},  und  da  es,  wie 
eben  erwiesen  worden,  anch  g  sind,  so  sind  die  Durchschnitte  von  f 
mit  und  von    mit  g  zwei  symmetrische  Punkte.  Die  diese  Punkte  vor- 
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bindendo  Gerade  ist  folglich  mit  der  Axc  der  y  parallel,  also  nach  dem 
unendlich  entfernten  Wendepunkte  B  gerichtet.  Noauien  wir  daher  den 
Durchscbiutt  der  in  ebem  Wendepunkte  an  die  Curve  gelegten  Tangente 
mit  der  Polare  desselben  den  dem  Wendepunkte  conjugierten 
Punkt,  so  haben  wir  den  Satz:  Die  zwei  Wendepunkten  con- 
jugierten Punkte  liegen  mit  dem  dritten  Wendepunkte 
in  einem  Hauptkreise  (einer  geraden  Linie). 

5)  Die  Sehne  FG  wird  von  der  Axe  der  «  htbieii»  wdohes  in  D 
geschehe  (Fig.  13.),  und  es  sind  daher  (g.  2i.)  F,  6,  B  oder  der  on- 
endlicfa  entfernte  Pnnkt  in  F6,  und  D  vier  harmonische  Punkte,  folgiidi 
VF,  V6,  VB  und  YD  oder  die  Polare  von  B,  indem  V  den  Cenfra^mikt 
betetchne»  vier  harmonische  Linien.  Dies  durch  Projection  auf  die  Kugel 
oder  auf  eine  andere  Ebene  ttbeigetragen,  erhalten  wir  den  Salz:  Die 
vom  Centraipunkte  aus  nach  den  drei  in  einer  beliebigen 
Ordnung  genommenen  Wendepunkten  gezogenen  Hanpt- 
kreise  gerade  Linien)  und  die  Polare  des  nach  dieser  Ord- 
nung dritten  Wendepunktes  sind  vier  harmonische 
Linien. 

Mit  den  Richtungen,  nadi  welchen  vom  Centralpunkte  aus  die  drei 
Wendepunkte  liegen,  sind  daher  auch  die  Kichtungcn  der  drei  Polaren 
gegeben.  Um  letztere  Richtungen  aus  erstem  zu  linden,  conslniierc  man 
ein  Dreieck  AßC  (Fiu.  12.),  dejssen  Seiten  d<m  erstem  Hiclitungen 
parallel  sind,  und  es  werden  die  von  den  Ecken  A,  B,  C  nach  den  Mittel- 
punkten F,  II  der  gegenüberliegenden  Seilen  gezogeneu  Geraden  AF, 
BGy  eil  mit  deu  drei  i'olaren  parallel  sein.  Denn  f,  als  der  IMdh  [jmnkl 
von  BC,  ist  der  vierte  harmonische  Punkt  zu  C,  B  und  dem  uneiuiiich 
entfernten  Punkte  in  U(]  und  daher  ilF  die  vierte  harmonische  Linie  zu 
AC,  xiB  und  cmcr  mit  B  C  durch  A  gelegten  Parallelen,  also  AF  parallel 
mit  der  Polare  des  Wendepunktes,  welcher  vom  Centralpunkte  aus  nach 
einer  mit  BC  parallelen  Richtung  liegt.  Und  auf  gleiche  Art  ergeben  sich 
BG  und  ClI  als  die  Richtungen  der  Polarea  der  durch  die  Richtungen 
CA  und  AB  bestimmten  Wendepunkte. 

Weil  übrigens  die  drei  Geraden  AF,  BG,  CH  sich  in  einem  Punkte 
sclmeiden,  welcher  {/ heisse,  und  Uhnlicherweise,  wie  vorliin.  die  m\l  BC 
durch  li^  zu  legende  Parallele  die  vierte  harmonische  Linie  zu  VB,  VC,  KP, 
also  zu^Cf,  CH^AF  ist,  so  sind  auch  die  drei  in  beliebiger 
Folge  genommenen  Polaren  und  die  vom  Centraipunkte  aus 
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nach  dem  Wendepunkte,  welchem  die  dritte  Polare  zu- 
gehört, gexogenß  Linie  in  harmonischer  Lage.  Mit  derselben 
Gonslniction,  welche  jetzt  angewendet  wurde,  um  aus  den  Richtungen 
ihr  die  drei  Wendepunkte  die  Richtungen  der  Polaren  zu  finden,  wird  man 
folglich  auch  umgekehrt  aus  lelztem  Riditungen  die  erstem  bestimmen 
können.  Macht  man  nflmikdi  BC»  CA,  AB  mit  den  letztem  parallel, 
so  werden  AF,  BG,  CH  parallel  mit  den  erstem  sein. 

6)  Zu  der  Parabel  L  gehflrt  noch  eme  in  sich  zarttcklaufende  gegen 
die  Ase  der  x  gleichfiills  synunelrisch  liegende  Curve,  wdche  keine 
Wendepunkte,  Knoten,  oder  Spitzen  enthalt  (§.  1 8.).  Sie  ist  ganz  mner- 
halb  zweier  durch  L  und  M  (Fig.  1 3.)  parallel  mit  der  Axe  der  y  zu  legenden 
Geraden  enthalten  (§.  26.),  und  man  sieht  leicht,  dass  der  gegenseitige 
Durchschnitt  zweier  an  die  Ovale  gelegten  Tangenten  zwischen  jene 
zwei  Parallelen  oder  ausserhalb  derselben  fallen  wird,  jenachdem  die 
zwei  Berülirungspunktü  auf  einerlei  oder  verscliiedeaen  Seiten  der  Axe 
der  X  Vic^cT\. 

Die  i'arabei  selbst,  und  somit  auch  ihre  zwei  <?}Tnmelrischen  Wende- 
puüiiLte  F  und  G,  liegen  ausserhalb  der  zwei  Parall(>l(-n.  Zieht  man  daher 
von  dem  einen  dieser  Wendepunkte  F  zwei  Tane;onteii  au  die  O\  alo,  so 
liegen  die  zwo!  ]5i  i  iihiiins;.s'punkte,  welche  ü  und  J  hcissen,  auf  ver- 
schiedenen Seiten  von  der  Axe  der  x  oder  von  LM.  und  der  Durc'hschnilt 
V  von  HJ  mit  LM  füllt  folglich  zwischen  L  und  M.  Es  sind  aber  II  und  J 
Punkte  in  der  Polare  von  F  'ii.),  also  IIJ  diese  Polare  selbst,  sowie 
LM  die  Polare  des  unendlich  entfernten  Wendepunktes  B.  mithin  V  der 
Centraipunkt  der Curve ;  und  wir  schliessen  daher :  DerCentralpunkt 
einer  Linie  der  dritten  Ordnung,  welcher  eine  Ovale  zu- 
kommt, liegt  innerhalb  der  letztern. 

7)  Da  dieses  gelten  miiss,  wie  klein  auch  die  Ovale  sein  mag,  so 
folgern  wir  noch:  Bei  einer  Linie  der  dritten  Ordnung, 
welche  einen  isolierten  Punkt  hat,  ist  letzterer  zugleich 
der  Gentraipunkt  der  Linie. 

8]  Iii  dem  Falle,  wenn  die  der  Parabel  L  zugehörige  Ovale  un- 
endlich klem  ist,  und  daher  die  Punkte  L  und  M  einander  unendlich  nahe 
liegen,  kann  die  Gleichung  dieser  Parabel  fUr  di^enigen  Ihrer  Punkte, 
wetehe  in  unmittelbarer  Nlihe  von  L  und  H  sind,  also  geschrieben  wer- 
den: y*—a.  LQ.  MQ.  NL,  =r  «.  LN.  LQ.  QM. 

Da  diese  Gleichung  einer  Ellipse  angehört,  welche  die  Axe  der  x 
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und  eiiie  ftavUele  mit  der  Axe  der  ff  za  zwei  conjugierten  DurchmeSBern 
hat,  so  ziehen  wir  denSdüiisSt  dass  eine  nnendlieh  kleine  Ovale 
die  Gestalt  einer  Ellipse  hat,  Ton  welcher  ein  Dotcfamesser  in 
die  Polare  von  B  ttUt  und  der  ihm  conjngierte  nach  B  gerichtet  ist. 
Hterans,  and  weil  eine  unendlich  kleine  m  der  Ebene  der  4S,  f  liegende 
Ellipse,  auf  die  Kugelflaehe  oder  eine  andere  Ebene  projicierl,  gleichflüls 
eine  Ellipse  giebc^  and  je  zwei  conjngierte  Durchmesser  der  evslera  EHipse 
auch  in  der  Projectkm  zu  conjugierten  Durdnnessem  werden;  nnd  weil 
auf  der  Kugel  der  Wendepunkt  B  vor  den  beiden  andern  keinen  Vorrang 
hat,  —  lueFBus  folgern  wir  weüer,  dass  drei  Dar ch messe r  der 
nnendlieh  kleinen  elliptischen  Ovale  in  die  Polaren  der 
drei  Wendepunkte  fallen,  nnd  die  ihnen  conjugierten 
Durchmesser  nach  den  drei  Wendepunkten  selbst  ge- 
richtet sind.  Bs  mossen  daher  auch  der  Mittelpunkt  der 
Ellipse,  als  in  welchem  sich  alle  Durctoesser  sdmeiden;  und  der 
•  Gentraipunkt  der  ganzen  Curvc,  in  welchem  sich  die  Polaren 
der  drei  Wendepunkte  schneiden,  identische  Punkte  sein. 

Da,  wenn  die  drei  Seiten  BC,  CA,  Ali  (Fig.  12.)  eines  Dreiecks 
die  Richtungen  haben,  nacii  welchen  vom  Centraipunkte  aus  die  drei 
Wendepunkte  liegen,  die  von  den  Ecken  des  Dreiecks  nach  den  Mittel- 
punkten der  gei^'enüherli<:genden  Seiten  gezogenen  Geraden  AF.RG,  CH 
parallel  mit  den  drei  Polaren  sind  f5\  so  wird  die  unendlich  kleine 
eniptisciie  Ovale  die  Form  und  Lage  einer  Ellipse  hab(!n.  von  welcher 
drei  Paare  conjugi«*rter  Durchmesser  parallel  mit  Ii  C  und  xiF,  mit  CA 
und  DG .  mit  AB  und  CH  sind  Eine  solche  Ellipse  ist,  wie  man  leieiit 
erkennt,  diejenige,  welche  die  Seiten  d(>s  Dreiecke  ABC  m  ihren  Mittel- 
punkten berührt,  (die  gNisstmögliclie  in  das  Dreieck  einzuschreibende 
Elhpse).  Denn  da  die  Sehne  GH  dieser  Ellipse  mit  der  Tangente  BC 
parallel  ist  und  von  der  nach  dem  Berührungspunkte  F  eerichleten 
Geraden  ilF  halbiert  wird,  so  Oillt  ein  Durchmesser  der  l^llipse  in  AF, 
und  der  ihm  conjugierte  ist  mit  parallel.  Und  ahnlicherweise  wird 
dasselbe  in  Bezug  auf  B  G  und  CA,  so  wie  in  Bezog  auf  CH  und  AB 
bewiesen. 

Man  bemerke  nur  noch,  dass  man  nach  den  in  5)  gegebenen  Er- 
(Memngeii  eine  Ellipse  von  der  gesuchten  Form  und  Lage  auch  dann 
erhalt»  wenn  man  die  Seiten  des  Dreiecks,  welche  die  Ellipse  hi  ihren 
Miltelpunkten  berühren  soll,  parallel  mit  den  drei  Polaren  macht. 
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§•  29. 

Um  die  im  vorif<en  ^.  f»efunilenou  Satze  uns  zu  grösserer  An- 
schaulichkeit zu  bringen,  wollen  wir  von  der  sphärischen  Curve  eine 
stereo^phische  Projection  (Fig.  14.)  entwerfen.  Der  Hauptkreis,  in 
dessen  einem  Pole  sich  das  Auge  befindet,  und  auf  dessen  Ebene  — 
oder  auf  eine  mit  ihm  parallele  Ebene  —  die  Kugelflache  iM*ojiciort  wird, 
sei  sqgleicli  derjenige,  in  welchem  die  drei  Wendepunkte  liegen  (1),  und 
wdcher  deshalb  kurz  der  Wendekreis  genannt  werde.  Die  Wende- 
punkte selbst  nebst  ihren  Gegenpunkten  sind  in  der  Figur  mit  F,  G, 
F\  G\  B'  beieichnet. 

Jeder  Ptankl  der  KngelQllche»  welcher  mchl  im  Wendekreise  liegt, 
wird,  jenicfadem  er  mit  dem  Auge  auf  einerlei  Seile  dieses  Kreises«  oder 
nicht  licigt,  in  der  Ebene  der  Projection  durch  einen  entweder  ausserhalb, 
oder  innerhalb  des  Wendekreises  follenden  Punkt  abgebildet.  Die  Punkte 
innerhalb  werden  wir  durch  nicht  accenlnierle  Buchstaben  ausdrucken; 
die  ausserhalb  Menden  Gegenpunkle  der  erstem,  die  wir  aber  grOsstenr 
tbeils  unberttoksicbtigt  lassen  werden,  durch  accentuierte  Buchstaben. 

Seien  hiernach  A,B^C  die  gegenseitigen  Durchschnitte  der  in 
den  drei  Wendepunkten  an  die  Curve  berührend  gelegten  Hauptkreise; 
A  der  Durchschnitt  der  Taugenten  an  G  und  If,  u.  s.w.  Die  Polaren  der 
Wendepunkte  F,  G,  U  werden  durch  die  drei  Hauptkreise  jPjP',  00'.  AJt' 
dargestellt;  sie  gehen  durch  die  Ecken  des  von  den  Tangenten  gebildelen 
Dreiecks  ABC [2)  und  schneiden  die  Seiten  desselben  in  /,  K,  L,  den  zu 
den  Wendepunkten  F,  G,  H  conjugierten  Punkten,  Mreldie  paarweise  mit 
den  Wendepunkten  selbst,  nämlich  iSCundL  milF,  L  und  /mit£f,  /und  IT 
luU  //,  ni  Hauplkreisen  liegen  (i':.  Einander  selbst  schneiden  die  Polaren 
im  Centralpuiiktt.  V  (3)  und  die  einfaehc  (An  ve  in  den  Punkten  I\  /*', 
Q,  Q  ,  H,  R\  welche  fUgüch  du;  Scheitel  der  Curve  heissen  können 
und  die  merkwtlrdige  Eigenschaft  besitzen,  dass  die  in  ihnen  an  die  Curve 
gelegten  BerUhningskreise  die  ^^'endepuukte  treffen,  —  die  Tangente  an  P 
den  Wendepunkt  F,  u.  s.w.  j^.  t2.]. 

Von  den  zwei  Dreiecken  ABC  und  IKL  ist  demnach  das  letztere 
in  das  erstere  eingeschrieben,  und  sie  liabcn  überdies  eme  öülche  Lage 
gp^en  einander,  dass  die  drei  Hauptkreise  AI,  BK,  CL,  welche  die 
gegenüberliegenden  Ecken  verbinden,  sich  in  einem  Punkte  V  schneiden, 
und  dass  die  drei  Punkte  F,  G,  U,  in  welchen  sich  die  gegenUl)erhei;eiiden 
Seiten  BC  und  KL  u.  s.  w.  schneiden,  in  einem  Hauptkreise  liegen,  — 


46 


A.  F.  llflBiiit« 


zwei  Relationen,  von  denen  die  eine  eine  Folge  der  andern  ist*V  — 
Hieraus  ist  weiter  zu  schlicssen.  dass  von  den  neun  Hauplkreiscii  Ii  C, 
CA,  Ali ,  KL,  LI,  IK,  AI,  BK,  CL  oin  i<Mler  von  den  jedesmal  acht 
übrigen  in  vier  harmonisclien  Punkten,  z.  11.  BC  in  ß,  C,  L  h\  guschnitten 
wird,  80  wie  auch,  dass  von  jedem  der  neun  Punlcte  A.  Ii,  C,  I,  K,  L,  F,  G,  H 
nach  den  jedesmal  acht  (ihrigen  vier  harmonische  Ilauptioreise,  z.  B.  von  A 
die  Haupikrcisf  Ali,  AC,  AI,  AF,  sich ziehea lassen. 

Dass  der  Bogen  BC  in  I  und  F  bannonisch  geschnitten  wird,  folgt 
übrigens  auch  schon  aus  Nr.  o.  des  vor.  wonach  die  Polaren  VQ^ 
VR,  VP  der  drei  Wendepunkte  G,  II,  F  und  der  durch  V  und  den  dritlea 
Wendepunkt  F  gelegte  Hauptkreis  VF  in  hannoniselu^r  Lage  sind.  Denn 
diese  vier  Kreise  trcfTen  die  an  F  gelegte  sphärische  Taiigenle  in  den  vier 
Punkten  B,    /  und  F,  welche  daher  gleicfaMs  harmonisch  sein  müssen« 

Es  lilsst  sidi  hieraus  noch  eme  nicbl  aDwichlig&  Folgerung  ziehen. 
Weil  nSmIich  C,  l  auf  emer  und  derselben  Seite  des  Wendekreises 
befindlidi  sind,  und  als  ein  Punkt  des  letztem,  ansseihalb  BveuiC 
liegt)  so  muss  nach  der  Natur  der  haimonisdien  Theilung  /  zwisdusn 
B  und  C  Men.  Auf  gleiche  Art  Mt  IC  zwiscben  C  und  A,  so  wie  L 
zwischen  A  und  B.  Der  Centraipunkt  als  der  gegenseit^e  Durchschnitt 
von  AI,  BK,  CL,  ist  folglich  inneriialb  des  Dreiecks  ABC  begriffen, 
welcbes  von  den  an  die  drei  Wendepunkte  gdegten  sphärischen  Tan- 
genten gebildet  wird  und  ganz  auf  emerlei  Seite  des  Wendekreises  liegt» — 
nicht  innerhalb  eines  der  von  denselben  Tangenten  gä>ildeten  Dreiecke, 
wie  AH  C\  A'B'C,  n.  s.  w. ,  von  weichen  zwei  Ecken  auf  die  ebe  und 
die  dritte  Ecke  auf  die  andere  Seite  des  Wendekreises  fidlen. 

Gebort  zu  der  einAichenGurve  noch  eine  Zwillingscurve,  so  schliesst 
diese  den  Centralponkt  V  ein  (G)  und  ist,  wie  letzterer  selbst,  innerhalb 
des  Dreiecks  ABC  enthalten,  indem  sie  sonst,  um  V  ciui>cliliessen  zu 
können,  die  Seiten  von  ABC  .schneiden  müsste.  Dieses  kann  aber  mcht 
geschehen,  weil  jede  dieser  Seiten,  als  Tangente  in  einem  Wendepunkte, 
schon  drei  Curveupimklc  in  sich  fasst. 


*)  Dies  erbeUet  sogleich,  wenn  man  auf  die  Kugel  nach  deo  Gesetzen  der  Central- 
projectiim  den  bekumtaD  &it>  ülwrtrflgl,  du»,  wenn  bei  swei  ebenen  Dreieckeo  die 
drei  Gwaden  durch  die  gegeuiibeHiogeiiilen  Bdwo  sich  in  einem  Punkt«  scheiden,  die 
drei  Durchsdinitle  der  gegeoübeillegenden  Seiten  in  einer  Geraden  liegen,  und  um- 
gekehrt. —  Achnliehes  gilt  anch  In  Being  auf  den  folgenden  ScUues.  lafjL  ^  berye. 
Calculy. Seite  268  unten. 
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Zusatz.  So  wie  aus  dem  Ccnbralponktc  Y  und  den  Durchschnitts- 
ponkten  A,  B,  C  der  Tangenten  BC,  u.  s.  w.  in  den  drei  Wendepunkteil 
F,  G,  letzlere  selbst  und  damit  der  Wendekreis  sich  ef^»'l>pn.  wenn 
man  in  das  Dreieck  ABC  q{vl  zweites  IKL  so  beschreiht,  dass  die  durch 
die  g^jeoüberliegeaden  Ecken  beider  Dreiecke  zu  ziehenden  llauptkreise 
sich  in  Fscfaneideii,  indeni  dann  F,  6,  IT  die  Durchschnitte  der  g^een- 
OherliegeDden  Seiten  sind:  80  können  IthnlicherweiBe,  nach  dem  Princip 
der  Dualität  durch  gegenaeitiges  Vertauschen  von  Punkten  und  Haupt> 
kreiaen,  ans  dem  Wendekreise  und  den  drei  Tangenten  BC,  u.  s.  w.  in 
den  Wendqmnklen  diePofairen  der  letztem  und  damit  dar  Centraipunkt  F 
geAmden  werden.  Man  beschreibe  nSmlich  um  das  von  den  drei  Tangenten 
gebiUete  Dreieck  ABC  ein  zweites  STÜ  dergestalt«  dass  die  Durch- 
schnitte  der  g^genliberliegenden  Seiten  in  den  Wendekreis,  also  inF,  Cr,  II 
fidlen,  dass  mithin  S,  T,  ü  die  Durcfaschm'tte  von  BG  mit  Cff,  von  CH 
mit^AF,  von  ilF  mitHG  sind.  Denn  alsdann  werden  die  Haupikreise 
ASt  BT^  CV,  wdcbe  die  gegcnttberliegend<»i  Ecken  beider  Dreiecke 
verbinden,  die  drei  sich  in  F schneidenden  Polaren  sein. 

Um  von  dieser  Construction  eine  Anwendm^  zu  zeigen,  wollen  wir 
in  einer  Ncwton'schen  Parabel  mit  zwei  Wendepunkten  F  und  G  (Fig.  i  5.), 
indem  wir  letztere  selbst  und  den  gegonseiligon  Durchschnitt  C  der  an  sie 
zu  ziehenden  Tangenten  als  gegeben  vorausisetzcn,  die  drei  Polaren  und 
denCeülrdlpunkt  zu  bestimmen  suchen.  Der  dritte  WendciHinkt  H  liegt  hier 
unendlich  enlfenU  nach  einer  mit  FG  parallelen  Richtung;  und  weil  auch 
die  an  II  zu  ziehende  Tangente  Ab  uut  ndlirh  entfernt  ist,  so  sind  A  und  B 
die  unendlich  entfernten  Punkte  der  Geraden  (AI  und  GF.  Die  Linien 
AF.  BG,  GII  sind  daher  keine  andern,  als  die  ihin  li  die  Kcken  des 
Dreiecks  FGC  mit  den  gei/enüberhegenden  Seiten  des.sclben  zu  ziehenden 
l*arailelen.  Hiermit  <'rL'('!)(  u  su  h  die  Punkte  S,  T,  U  als  die  gegens!  iiigen 
Durchschnitte  dieser  i'arallelen.  und  es  sind  alsdann  SA  utui  III,  d.  i. 
die  durch  S  mit  CG  und  die  durch  T  mit  CF  zu  ziehen(h>  Parallele,  die 
Polaren  von  F  und  G,  und  der  gegenseitige  DurchschniU  Y  derselben  ist 
der  Centralpunkl  der  Parabel. 

Weil  hiemach  F,  G,  G  die  Mittelpunkte  der  Seiten  des  Dreiecks 
STU  sind,  und  SUTV  ein  ParaUek)gramm  ist,  so  sieht  man  augenblick- 
lich, dass  G  U,  d.  i.  die  Polare  von  H  oder  die  Axe  der  Piu*abeh  den 
erhaltenen  Centraipunkt  V,  wie  gehörig,  treffen  muss,  und  dass  man 
lelxleren  schon  dadurch  hAtte  finden  können,  dass  man  FG  in  D  lialbieri 
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uml  in  der  Verlängerang  von  DC  CV  =  2DC  gemacht  htUle,  ^oraof 

sich  di(!  Polaren  von  F  und  G  als  die  durch  V  mit  CG  und  CF  parallel 
zu  legentleu  («et<iden  ergeben  hatten. 


§.  30. 

Den  in  den  zwei  letzten  ^«^.  anj^estellleu  Betrachtungen  über  Linien 
der  drillen  Ordnung  legten  wir  die  New  ton'sehe  Parabel  zum  Grunde  und 
onlw  ickellen  aus  der  symmetrischen  Lage  dieser  Curve  tregen  eine  Axe. 
also  aus  einer  Symmetrie  nach  der  Zahl  Zwei,  eine  Reilie  von  Sätzen, 
in  denen  allen  sich  eine  Symmetrie  nacii  der  Zahl  Drei  zu  erkennen 
gab.  Da  nun  der  allgemeine  Ausdruck  eines  Punktes  der  Kugclfläche, 
»A-^yB  +  zC,  gleich&Hs  nach  Drd  symmetrisch  ist,  so  steht  zu  er- 
warteo,  da!;s  sich  die  Gleichung  einer  Linie  der  dritten  Ordnung  be- 
sonders einfach  gestalten  werde,  und  dass  sicli  aus  dieser  Gleicliung 
die  bereits  gefundenen  Eigenschaften  und  noch  andere  mit  besonderer 
Leichtic^eit  werden  ableiten  lassen,  wenn  wir  zu  den  drei  F. punkten 
im  Ausdrucke  drei  aotebe  wählen,  welche  in  Beaug  auf  idie  Gvrve  sym- 
metrisch sind,  z.  B.  die  gegenseitigen  Durchschnitte  der  an  die  drei 
Wendepunkte  gelegten  Tangenten. 

Um  dieses  zu  beweikstell^en,  wollen  wir  vorher  swei  der  drei 
Wendepunkte  zu  den  F.punkten  B  und  C  und  die  Tai^jenten  daselbst 
zu  den  F.kreisen  AB  und  AC  nehmen.  SoU  aber  B  mit  einem  Wende- 
punkte und  AB  mit  dessen  Tangente  «usammenfliHen,  so  müssen  nach 
§.24.  in  der  allgemeinen  Gleichung  der  Linie  die  CoefBcienten  von 
y*,  xy*  und  s^y  null  sein;  und  ebenso  mttssen,  wenn  auch  noch  C  und 

mit  emem  Wendepunkte  und  seiner  Tangente  ooinckUeren  sollen, 
die  Goefficienten  von  %\  xs*  und  x*z  verschwinden.  Unter  der  Voraus- 
Setzung,  dass  eine  Linie  der  dritten  Ordnung  wenigstens  zwei  Wende» 
punkte  hat,  und  unter  der  Annahme,  dass  B  und  €  dieselben  smd.  und 
dass  die  Linie  daselbst  von  AB  und  AC  berührt  wird,  ist  demnach  die 
allgemeine  Gleichung  der  Linie: 

{a)  ax^  +  {mx  +  f «/  +  t-)  yz  =  0, 
als  worauf  sich  die  Gleiclnmj,'  {Aj  m  §.  1^1.  bei  i\uilsctzuiig  der  ge- 
dachten Coflieienten  reduciert. 

Dass.  wie  wir  hereits  wissen,  die  Linie  ausser  den  zwei  in  ihr 
voraosgesetztCD  Wendepunkten  B  und  C  noch  einen  dritten  hat,  und 


Sur  bb  CSrnnrnFonm«  dbr  Liribn  dbr  dbittbi  Ordrüng. 
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dass  dieser  mit  Ii  und  C  in  einem  Ilauptkreise  liegt,  lässt  sich  auch  sehr 
leicht  aus  der  Gleichung  (a)  der  Linie  folgern.  Man  suche  zu  dem  Ende 
die  drei  Punkte  zu  bestimmen,  welche  der  durch  die  Gleichung 

aufgedruckte  Hauptkreis  (§.  20. 9))  mit  der  Linie  (a)  gemein  hat  Dieses 
wird  geachehen,  wenn  man  aus  (a)  und  {h)  eine  der  Veittnderlichen 
9,  y,  s,  es  sei  y,  ehminiot.  Denn  hiennit  findet  sich  eine  homogene 
Gleiehung  des  dritten  Grades  zwischen  x  und  z,  d.  i.  eine  Gleichung  des 
dritten  Grades  fltr  das  VerhlUtniss  x:%^  und  die  drei  hieraus  folgenden 
Werthe  dieses  Verhältnisses,  verbunden  mit  den  damit  ans  (6)  fliessenden 
Werthen  des  Verhältnisses  y.*s.  werden  uns  die  drei  gesuchten  Punkte 
kennen  lehren. 

Es  folgt  aber  aus  (a)  und  (b)  nach  Eliminaüon  von  y  : 

«*  =  0. 

Die  drei  gesuchten  WerUie  des  Verfatlltnisses  «.*s  sind  demnach 
einander  gleich,  jeder  =  0;  die  drei  hiermä  ans  (6)  folgenden  Werthe 
des  Veibaltnisses  y:»  sind  daher  ebenMs  einander  gleich,  jeder  =%:— f. 
Die  drei  gemeinsamen  Punkte  von  (a)  und  (6)  sind  daher  mit  einander 
identisch,  jeder  =  iB  —  fC,  als  worauf  sich  der  allgemeine  Ausfinu  k 
xA  +  yli  +  mit  den  gefundenen  Werthen  der  VerhJUiiussfi  x:  y  :  z 
reduciert;  d.h.  der  Hauptkreis  [b]  berührt  die  Curve  lay  in  einem  in  den 
F.  kreis  BC  fallenden  und  daher  mit  den  zwei  vorausgesetzten  Wende- 
punkkii  B  und  C  in  einem  Hauptkreise  liegenden  dritten  Wendepunkte 
=     —  fC. 

§.  31. 

Beziehen  wir  jetzt  die  Punkte  der  Kugelflache,  statt  auf  A,  B,  C, 
auf  irgend  drei  andere  nicht  in  einem  Hauptkreise  hegende  Punkte  der 
Fläche  A^^B^,  C^.  Alsdann  sind,  wenn  durch 

xA-^yB-^zC  und  U,  +  «Ä,  +  vC, 
stets  ein  und  derselbe  Punkt  ausgedrückt  wird,  die  Grdssoi y,  s,  und 
folglich  auch  das  Aggregat  fnx  +  /'y  +  tz,  welches  man  =  w  setze, 
homogene  Functionen  des  ersten  Grades  von  t,  u,  v,  und  dieses  dergestalt, 
dass  die  Functionen  x,  y,  ?,  tr.  der  Reihe  nach  Noll  gesetzt,  die  Gleichungen 
der  Hauptkreise  BC,  CA,  AB,  (6)  in  Bezug  auf  A ^ ,  1?^ ,  als  F.punkte 
vorstellen  (§.  20. 1 0] ).  Nun  waren  im  vor.  §.  CA,  AB  (6)  die  Tangenten 
der  Curve  in  ihren  drei  Wendepunkten,  und  BC  war  der  Haupikrets, 

Albna.4.R.&0Mt0Mh.<.WteMA.I.  4 
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m  welchem  diese  drei  Punkte  selbst  liegen.  Dieses  und  ffie 
(«)  berttckacbtigend,  äehen  wir  dahfir  den  Schlnw: 

Bedeafea  v  homogene  Fonclioneii  des  ersten  Grades  der 
drei  VerUnderlichen  im  Ausdrucke  eines  Pdnktes,  vnd  sind  bei  einer 
flphttnsGhen  Lmie  der  drillen  Ordnnng,  weldie  drei  Wendepunkte  hal» 

y  =  0.  »  =  0,  «r=  0 
die  Gleichangen  der  in  diesen  drei  Pusiklen  die  Gnnre  berührenden  BrapI* 
kreise,  nnd  «  =  0 

die  Gleichong  des  Hauplkreises,  in  welchem  die  Pmikle  selbst  liegen, 
so  ist  das  Veibtitniss  . 

von  oonstanter  Grosse. 

Das  F.Dreieck  A^B^C^,  anf  welches  wir  zoleiKt  jeden  Pnnkt 
der  Kogelßache  bezogen  mid  durch  tA^  +  «B,  +  vC^  ansdrockten, 
wollen  wir  nun  der  schon  gedachten  Symmetrie  wegen  so  gelegt  an^ 
nehmen,  dass  die  Seiten  des  Dreieeks  mit  den  die  Gurve  in  den 
drei  Wendepunkten  bertthrenden  Hauptkreisen  zussnunenfidlen.  Die 
Gleichungen  dieser  drei  Kreise  sind  alsdann:  1  =  0,  «  =  0,  v  =  0, 
und  es  wird  folglich,  wenn  wir  noch  die  Gleichung  des  Haupikreises, 
weicher  die  drei  Wendepunkte  enthalt, 

«         9  e 


flchreihenT  und  d  eine  Gonstante  bedeuten 

(t+t+t)="" 

die  allgemeine  Gleichung  der  Gurve. 

Enrllirli  Nvollen  wir  zu  mehrerer  Yereinfochung  der  nachfolgenden 
Rechnungen  »Uilt  l,  u,  v  andere  Veränderliche  einfiliiren,  welche  wiederum 
X,  y,  z  heisscn  mögen,  so  dass  t  ~=  ax,  u  =  (y,  v  =  ez.  Hiemach, 
und  wenn  wir  noch  abcd  —  e  setzen,  ist 

0)  («  +  y  +  «)' =  ««ya 
in  Yertunduag  mit  dem  Ausdrucke 

(2)  axA  +  byB  +  czC, 
wo  bei  A,  B,  C  die  jetzt  nicht  mehr  nöthigen  Indices  weggelassen 
worden,  die  allgemeine  Gleichung  einer  Linie  der  dritten  Ordnung, 
welche  drei  Wendepunkte  hat  und  in  diesen  von  den  Seiten  des  F.dreieck» 
bertthri  wird. 
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Letzteres  erfaeüet  auch  ganz  leicht  aus  der  Gleidnmg  (1 )  der  Curve 
aelbst.  Denn  für  die  Punkte,  welche  der  F.kreis  BC  mit  der  Gorve  gb- 
meiD  iuA,  ist  «  s=  0.  ffiennit  redociert  ach  die  Gleicbang  auf 

(y  +  z)»  =  0 

and  giebt  auf  golche  Weise  drei  nSdistfoJgeDde  Punkte,  llir  deren  jeden 
9  =  0  und  f  =s  —  y  ist,  also  einen  Wendepunkt,  welcher  sur  Ta»> 
geilte  hat,  zu  eikennen.  Der  Ansdmck  desselben  ist 

hB  —  ea 

ab  in  welchen  oeh  der  allgeraeine  Ausdruck  (2)  mit  den  Gleichungen 
<r  =  0  und  s  =  —  y  zusammenzi^t.    Und  da  mit  denselben  zwei 

Gleichungen  auch  der  Gleich iinst 

Genut;e  geschieht,  so  ist  dieser  Wendepunkt  zugleich  in  dem  durch  (3) 
dargestetltea  ilauptkreise  enthalten.  —  Auf  analoge  Weise  zeigt  sich, 
dass  cC  —  aA  und  aA  —  bfi 

die  Wendepunkte  sind,  in  denen  die  Curve  von  CA  und  Aß  berührt 
wird,  und  dass  jeder  von  ihnen  irl  irlifaHs  im  Ilauptkreise  (3)  liegt,  dass 
folglich  (3)  die  Gleichung  des  Wendekreises  ist. 

§.  32. 

Mit  derselben  Leichtigkeit  lassen  sich  nun  auch  die  tibrigen  in  §.  §18. 
entwickelten  Eigenschaften  der  Curve  aus  der  symmetrischen  Gleichung  (1) 
ableiten.  Um  dieses  zu  zeigen,  bemerken  wir  zunttchsi,  dass  in  dieser 
Qeichung  die  drei  Veränderlichen  s  beliebig  mit  einander  vertauscht 
werden  können,  und  dass  folglich,  wenn  ax'A  by'B  cz'C  ein  Punkt 
der  Curve  ist,  auch  ax'A  bz'B^  ey'C  ein  solcher  sein  mnss.  Man 
nenne  erstem  Punkt  P\  letztem  P",  und  setze  daher 

p"F  =  üs'A  +  bz'B  ^  ßff'C. 
Bieraus  folgt 

pr^p"?"  =r  (y'  -  z')  HB  -  cC), 
p'P'  +  yP"  =  Sfts'A  +  (y'  +  »•)  {bB  +  cQ, 
tmd  daher,  wenn  man  noch 

hB  —  cC=^fF,  bB^eC=iiI  vnd 
8««'A  +  (y'  +  z')  U=qQ 
Mizl,  WO  milhinFden  in     liegenden  Wendepunkt  und  /einen  anderen 
Itestimiiifen  Punkt  dieses  F.kreises  bezeichnet: 

4* 
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Hieraiis  isl  aber,  wie  in  §.  22.,  za  scUiessen*  dasa  jede  durdi  eioen 
Wend^nkt  F  £|eheiide  Sehne  P'P"  in  F  und  in  ihrem  Durchschnitte  Q 
mil  einem  Haupifcreiae  Ai  von  bestimmter  Lage  harmoniach  getheiit 
wird.  Dieser  flaupllireis«  die  Fohre  des  Wendepunklea  geht»  ttberein- 
stimmend  mit  g.  28.  2).  durch  den  Durchschnitt  A  der  Tangenten  CA^ 
AB  in  den  beiden  andern  Wendepunkten  und  triflt  die  an  F  gelegte 
Tangente  AC  m  /,  weiches  daher  der  dem  F  conjugiefte  Punkt  ist. 
Auch  ersieht  man  noch  aus  den  Ausdrucken  Dir  F  und  /  durch  B,  C, 
daas  BC  m  Fund  /  haimonisch  geachnitlen  wird  29). 

Analoges  gilt  in  Bezog  auf  dfe  beiden  andern  Wendepunkte  und 
die  ihnen  conjugierten  Punkte.  Werden  daher,  wie  in  Fig.  1 4.,  worin 
die  Buchstaben  A,  B,  C,  F,  I  die  jetzt  ihnen  beigelegte  Bedeutung  haben, 
die  beiden  andern  Wendepunkte  mit  G,  H  und  die  ihnen  conjugierten 
Punkte  mit  K,  L  bezeichnet,  so  hat  man  vollstütulitr : 

,fF^bB  —  cC,  gG:=^cC  —  aA,  hll  aA—bB, 
W  !,*/=6ß  +  cC,  kK=cC  -k-aA,  IL  =^aA  ^bß. 

Es  folgt  hieraus  weiter: 

/•F+      +  Ä/F^  0, 
d.  h.  die  drei  Wendepunkte  liegen  in  einem  Huuplkreise ; 

IL  —  kK^  fF.  il—ll  ^  gC,  kK—  il  hU 
d.h.  die  conjugierten  I'unkie  zweier  \\  endepunikle  liegen  mil  dem  dritten 
Wendepunkte  in  einem  Üauptkreise  (§.  28.  4)). 

Setzt  man  femer 

(5)  aA  +  6Ä-f  cC=:t>V, 
sownrd         (6)  t;V=  aA  +  « /  ^  feß  +  JtAf^  cC+ /L. 
d.  h.  die  drei  Polaren  A/,  BK,  CL  haben  einen  Punkt  V,  den  Ceniraipunkl 
der  Curvc  [%  28. 3)),  gemein,  dessen  Ausdruck  daher  aA-(*M^4-cC  ist. 

Die  Gleichungen  der  drei  Polaren  sind: 
y  =:S,  «  =  ar,  x  =  y. 

Denn  mit  y  =  z  z.  B.  venvandelt  sich  der  allgemeine  Ausdruck  (2) 
eines  Punktes  der  KugeUlache  in  asA-^ziftB-^cC),  d.i.  in  den  all* 
gemeinen  Ausdruck  eines  Punktes,  welcher  mit  A  und  +  cC  oder  / 
in  einem  Haopikrdse  liegt.  —  Uebiigens  folgt  auch  unmittelbar  aus 
diesen  Gleichungen,  dass  die  drei  Pobren  einen  Punkt  gemeinsam  haben. 
Denn  es  geschieht  diesen  Gleichungen  zugleich  Genüge,  wenn  man 
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s  =  y=z  setzt.  Hiermii aber  reducieri  sich  der allgemeioe  Ausdruck (2) 
«uf  aA-i-bB^  cC. 

Was  noch  die  in  der  Figur  mit  S,  T,  ü  bezeichneteD  Punkte  an- 
langt, 80  hat  man  in  Folge  der  Gleichungen  (4) : 

gG^  hH  ^  cC  —  bB,  mithin  IB  ■\- gG  =  cC  —  hH 
B  dem  gemeiDScbafllichen  Punkte  S  der  Hauptkreise  BG  und  €lf,  und 
wenn  man  daher  für  ^  G  oder  hü  aus  (4)  ihre  Wertbe  setzt: 
S^hB-^-eG  —  aA^  und  ebenao 
T5«C  +  cl  — V^aA-^-lB  ^  eC, 
Weil  sich  diese  Ausdrücke  mit  neuer  Anwendung  von  (4)  auf 
S^i/— ai,  T^hK—hB,  üslL  —  cC 
reduderen,  so  liegen  S,  T,  ü  in  den  Polaren  AI,  BK,  Cl  (g.  99.). 
Noch  folgt  aus  letzteren  Ausdrucken,  in  Verbindung  mit  (6),  dass 
A/SF,  BKTV,  CLÜV 
drei  Systeme  harmonischer  Punkte  sind. 

Aanarkang.  lei  dar  j«lct  angealalHaii  WaSmkUtaa^  wn  E^enschiltaD 
dorch  die  GMehnng  des  drittto  GndM  (I)  «ugsdrOcktcn  Gm«  wurde  von  dieser 
Gieicbung  Dfdits  anderes,  als  ihre  symmetrische  Besdiiffenheit  oder  der  Cmslend  Jn 

Betracht  gezogpn,  tfass  in  ilir  die  drei  Verändorlirhen  x,  y,  z  beliebig  mil  einnrir^cr  vf>r- 
lauscht  werden  können.  Dieselben  Eigenschaften  müssen  folglich  auch  der  durch  irgeno 
eine  andere  Gleichung  des  dritten  Grades  in  Verhindiing  mit  dem  Ausdrucke  (1)  bestimmten 
Corre  nkonuneD,  daftro  nur  dia  GMcbung  hei  gegenseitiger  Tartauadraog  von  o;,  x 
unvarindert  blettH,  wie  etwa  die  GMdtung 

+  y«  +  ««  =  0.' 

Es  musB  demnach  auch  hier  von  den  drei  in  einem  Haupllcreise  liegenden  Punkten 
bR  —  cC ,  cC  —  aA,  aA  —  bB,  die  man  wie  vorhin  F,  G,  H  nenne,  jeder  derselben, 
z.  B.  t',  die  Eigenschaft  besitzen,  dass  Aet  geometrische  Ort  des  vierten  hanuonischcn 
Panklea  su  den  iwai  Endpunkten  t^,  P"  einer  den  F begegnenden  Sehne  ood  sn  Fein 
Baüplltieitiat;  eamilssen  der  aaneeh  dem  FsiigebBrigeBanplIcrelseder  die  Polare  van  F, 
wie  wir  ihn  vorbin  nannten ,  und  die  Pakfan  van  G  und  H  aidi  in  einem  Pnnkle 
^  aA  •\-  hB      cC  sehneiden;  u.  s.  w. 

Dabei  sind  F,  G,  H  hier  gleichfalls  die  drei  Wendepunkte  der  Curve.  Denn  fnr  F 
oder  bB  —  cC  sind  in  dem  allgemeinen  Ausdrucke  (S)  die  Yeründerlichen  z  =  0  und 
y.  Wird  «bar  in  einer  nach  te,  y,  *  symnelriecliea Oietohong  des  driUen  Gredea 
c  =  0  gaeelil,  «o  eifailt  man  eine  nadi  y  und  «  aymmelriaelie  Gleichnng  deaseibeo. 
OredeS,  «laa  eine  CHeidinng  von  der  Form 

and  dieser  geschieht  Genüge  fiir  5  =  • —  y.  Hitbin  ist  P  ein  Cmrenpunkl.  Ist  nun  P' 
ein  dem  F  unendlich  naber  Curvenpunkt,  und  schneidet  ein  durcii  F  und  P'  gelegter 
Rmptikreia  die  Cnrve  nodnnab  in  and  die  Polar«  von  F  in  0»  m  sind  F*,  P*,  F,  Q 
vier  liannoDiacba  Punkte,  und  es  muss  nach  der  Natur  dar  karmenlacben  Tbeilung,  und 
weil  /dem  Funendlich  nah«  ist»  Funendlieh  nah«  in  dar MiH«  swischm  F*  and  F*  Hegau. 
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Es  sind  fol^ich  P\  F,  P"  drei  itächstroiijeDdB  io  einem  UaupIkreiM  Uegende  Conreu- 
punktet  imd  mühin  P  eiii  WtodapankL  —  AuT  gMcIn  Art  wird  daMelbe  IGr  G  und  H 
bowieMO. 

Dfe  jst^gen  F,  G,  ff  sind  «taaradi  nil  den  whin  eben  m  baaddlnctaa  Punkten 

ganz  idenlisch,  also  auch  die  jetzigen  drei  Polaren  mit  den  Torigen,  und  der  jeteige 
Diirr}i«rhnitt  der  drei  Polaren  mit  dem  vorhin  so  genannten  Centralpunkte.  Nur  darin 
findet  eiß  Unterschied  statt,  duäs  hex  einer  Curve,  welche  durch  eine  von  (4)  ver- 
schiedene symmetrische  Gleichung  des  dritten  Gndi»  AigsitalU  wird,  di«  drei  Haopi^ 
kreis«  BC,  CA,  AB,  «fasclmn  sie  ebenlUli  darch  dto  dM  WeadepoDkle  gelMO,  dl« 
CwT»  nidrt  in  di«ien  Pboktan  betOuw. 

Dass  /*,  C,  ^  stets  die  drei  Wendepunkte  rind,  kann  aiwigtni  «neb  aus  dem  Wehl 
zu  beweisenden  Satrp  srfolpert  werden,  d.isS;  w<>nn  F  V^'m^r  der  Wendepunkte,  son- 
dern irgend  ein  anderer  Punkt  einer  Linie  der  dritten  Ordnung  ist,  der  geomclns«  Ito 
Ort  des  wie  vortiin  aus  F  zu  bestimmenden  Punktes  Q  eine  Linie  der  zt^  eiten  Orduuog, 
nicht  mehr  der  ersten  ist. 

8.  38. 

Der  uilgenic'ine  Ausdruck  (?"  rines  Punktes  geht  in  den  Ausdruck 
(5)  des  Cenlralpunkte.s  V'  Uber  für  x  y  =  z.  Letzterer  wird  daher 
ein  Punkt  der  Curve  selbst  sein,  wenn  ihre  Gleichung  (1),  sobald  man 
:ß=y  =  {i;  setzt,  befiiedigt  wird.  Wie  man  augenblicklich  wahmimnit» 
geschieht  dies  nur  dann,  wenn  die  Gonataute  es=  8*  isl.  Ihe  Gleicltiiiig 
laset  sich  alsdann  schreiben: 

P)  [i(*+y  +  «)]*  =  »y*  oder  ^(«+y  +  «)=^'iJ5 
und  drückt  somit  ans,  dass  das  arithmetische  mid  das  geometrisclie  Mittel 
nvischen        s  einander  gleicfa  sind,  —  wahrend  die  al^emeinere 
Gleichung  (1)  za  erkennen  giebt«  dass  diese  beiden  Mittel  ttberhaupt 
in  einem  oonslanten  VerfaitltDisse,  =     :  3»  su  einander  stehen. 

Bs  Iflsst  sich  aber  in  jenem  specieUen  Falle  der  GleichiiDg  noch 
eme  andere  merlcwttrdige  Form  geben.  Man  selse  m  dem  Ende 

«  —  p',  y  =  g»,  z  =  r* 
Hierdurch  wird  die  Gleichung  (7) 

(8)  p*  +  <7»4.r»_3;)gr=:=0, 

und  der  Ausdruck  2!  ,  auf  welchen  sie  zu  beziehen  ist: 

(9)  afAAf^hn^B^CT^C. 
Es  ist  aber 

(10)      +      _      +       +  +  ^)  0. 

und  es  geschieht  daher  der  Gleichung  (8;  Genüge,  wenn  man  r  —  —  ( P  +  9) 
setzt.  Mithin  ist  p  +  9  4*  ein  Factor  der  iinken  Seite  von  (8),  und  man 
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kann  folglich  die  Gleichung  (7)  als  Ergebniss  der  Rationalisienmg 
von  p  +  q  -\-  r  =  0,  d.  i.  von 

(11)  ^x^  Yy+  y/"z  =  0, 
ansehen.  Diese  letztere  Gleichung,  verbunden  mit  dem  Ausdrucke  (2), 
mussle  daher  die  Curve»  bei  welcher  e  —  ist,  ebenfalls  darstellen. 
Allein  merkwürdiger  Weise  Ist  alsdann  der  Gentjalpunkt  tiicht  mehr  eni 
zur  Curve  gehöriger  Punkt,  indem  der  Gleichung  (Ii)  durch  x  =  y=» 
nicht  mehr  Genüge  geschieht.  Der  Grund  hiervon  kann  kein  anderer 
sein,  als  dass  bei  der  gedachten  RationaUsierung  mp+f  >|*r  ein  Factor 
hinzutritt,  welcher  eben  jenen  Punkt  «ufldrttckt. 

In  der  That  bat  man  eben  so,  wie  (10),  die  identiscbo  Gleichung 

+     +        (!'  +  ?  +  »')*  + 3  (j»  +  j  +  r)  (p  +  ^)r  =  0. 
Addiert  man  hierzu  die  Gleichung  (40),  so  kömmt: 
p*+?*+r*  — 3pgr— (p+7+r)[(p  +  9  +  r)«  — 3(9r+fp+P9)]=:0. 

Hiermit  at)er  reduciert  sich  die  Curvengleichung  (8)  auf 
{ii)  (p  +  g  +  r)  [(^  -  r)«  +  (r  -  p)'  +  (p  -  q)']  =  0. 

Auf  solche  Weise  ist  die  linke  Seite  von  (8)  in  zwei  Factoren  zer- 
legt, von  denen  der  emgekiammerle  nur  dann  Null  wird,  wenn  p  =  q=r 
und  folglich  x  =  y  —  z  ist.  d.  h.  ftlr  den  Centraipunkt  V;  und  es  muss 
folglich  der  andere  Factor  p  +  7  +  r ,  wenn  man  ihn  null  setzt,  alle 
Übrigen  Punkte  der  Curve  geben. 

Um  nodi  zu  zeigen,  dass  Vein  isolierter  Punkt  der  Curve  ist,  setze 
man  die  Exponenten  der  Verhaltnisse  p  :  r  und  q:r  resp.  =  I  und  ti, 
wodurch  die  homogene  Gleichung  (12)  sich  verwandelt  in 

(«*)  (1+1  +  «)  [(I  -!)»+  (1  —  »)»+  (I  — =0. 

P<lr  F  ist  abdann  jede  der  beiden  GrOiBen  I  und  «  =  i;  filr  jedea 
andern  Punkt  der  KugeMäche,  welcher  dem  V  sehr  nahe  liegt,  sind 
folglich  I  und  u  sehr  nahe  ^  i.  Man  sieht  aber  augenblicklidi,  dass 
mit  Werlfaen  von  t  und  m,  welche  von  I  sehr  wenig  unterschieden  aad, 
die  Gleichung  (12^)  nicht  befriedigt  wuti,  und  dass  daher  kein  in  un- 
mittelbarer Nahe  von  V  liegender  Punkt  der  Curve  angeboren  kann. 

Die  GleiGhung  (1 2)  in  Verbindung  mit  dem  Ausdrucke  (9).  oder  (7) 
in  Verbmdung  mit  (2),  gehört  demnach  einer  Linie  der  dritten  Ordnung 
an,  welche  euien  isolierten  Punkt  hat.  Von  (7)  aber  unterscheidet  sieb 
die  noch  einCicfaere  Glmchung  (11)  bloss  dadsrch,  dass  dar  isolierlfi 
Punkt  in  ihr  nicht  mit  begriffen  ist 
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§.  34. 

Die  im  vorigen  §.  angestellte  Betrachtong  des  speciellen  FaHes, 
wenn  in  der  allgemeinen  Gleichung  (1)  die  Constante  e  den  Werth  3*  bat, 
kann  uns  zur  Erforschung  der  Natur  der  durch  ^1)  selbst  ausgodrUckten 
Curven  von  Nutzen  sein.  In  der  That  wird  diese  Gleichuii^j  durch  Ein- 
führung von  p,  q,  r  statt  x, 

(<*)  p»  +  ^3  +  r"'  =  re.pqr, 
oder,  wcmi  wir  r'c  =  3  +  /*  setzen : 

wofUr  nach  vor.  §.  aucli  gcijchrieben  werden  kann: 
oder  mit  Anwendung  der  Exponenten  I  und  n: 

Betrachten  wir  nun  die  Constante  f  zunächst  als  eine  durch  diese 
Gleichung  bestimmte  Fonction  der  Yertfnderlichen  I  and  «,  so  ist,  so 
lange  I  sowohl«  als  u,  positiv  Ist,  auch  f  positiv,  den  Fall  ausgenommen, 
wo  1=1  undtt  =  1,  und  wo/=0  wird.  Blithin  istf  fUr  l=ii  =  l. 
d.  i.  fbr  |»=?g=:r,  ein  Minimum,  =0.  Bs  wird  daher  auch  die  Grosse 
wenn  wir  sie  als  eme  durch  (1*)  bestimmte  Function  der 
Vertmitnisse  p  :  q:  r.  oder  als  eine  durch  (1),  d.  i.  durch 

,        ar  +  y  +  * 


Lestiminte  Function  der  Verhaltnisse  x :  y  :  z  betrachten,  im  erstem  Falle 
(ür  p  q  =  im  Iclztorn  für  x  -=  y  =  z  ein  Miniinuni,  —  3,  sein. 
Es  wird  folglich,  wenn  wir  noch  3:^  setzen,  die  Function 


/4  1 


bei  dereelben  Gleichheit  zwischen  jp,  y,  %  em  Maximum,  =  1,  sem. 

§.  35. 

Weil  fUr  jeden  bestimmten  Punkt  der  Kugdflacfae,  saa;A+ 6yB+<»;C, 
die  zwei  Verhältnisse  x:^:z  bestimmte  Werlhe  haben,  so  wird  jedem 
beslimmlen  Punkte  der  Flüche  ein  bestimmter  Werth  der  Ftoction  $  im 
vor.  §.,  und  nidit  mdkr  als  einer,  zugehifren,  und  alle  Punkte,  llür  wddie 
g  einen  und  denselben  Werth  =  ^'  hat,  werden  eine  Linie  der  dritten 
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Ordnung  biklon,  von  welcher  die  Zahl  y  die  Charactenätik  heissen 
mag,  und  deren  Gleichung 

ist.  Indem  wir  daher  dem  g  nach  und  nach  alle  möglichen  oonstanten 
Werthe  beilegen,  vnrA  sich  die  ganze  KngeUISche  mit  Linien  der  dritten 
Ordnung  ttberziehen,  deren  jede  die  Punkte  F,  6»  E  oder  hB — cC,  u.  s.  w, 
in  Wendeponkten  hat  und  daselbst  von  den  F.kreisen  BC,  CA^  AB 
berOhrt  wird.  Ansser  den  drei  Wende|»anklen  werden  aber  keine  zwei 
dieser  Cnrven  einen  Punkt  mit  einander  gemein  haben,  indem  sonst  die 
Function  g  tdr  dieselben  Werthe  der  YerhUltnisse  x :  y  und  y  :  %  ver- 
schiedene Werfhe  haben  mttssle. 

Um  nun  den  Lauf  dieser  die  Kogelflilche  bedeckenden  linien  und 
damit  die  Fonn,  welche  die  dnrch  (1 3)  ausgedrtldcte  Linie  für  irgend 
einen  gegebene  Werth  von  g  hat,  naher  kennen  zu  lernen,  haben  wir 
uns  vorher  eine  ungefähre  Kenntniss  des  Werlhes  zu  verschaffen,  wel- 
cher der  Function  g  fUr  jeden  Punkt  der  Flache  einzeln  zukommt.  Werde 
deshalb,  wie  in  §.  29..  angenommen,  dass  die  drei  F.  punkte  A,  B,  C  in 
einerlei  Ilülflo  der  durch  den  Wendekreis  FGH  getheüten  Kugelfläche 
liegen.  Indem  wir  uns  den  Wendekreis  horii^uuUii  denken,  wollen  wir 
die  Halde,  welche  C  enthalt,  als  die  obere  betrachten. 

Jede  der  beiden  Hülften  wird  durch  die  drei  F.  kreise  in  vier  Drei- 
ecke und  (irt  i  Vjererko  zerlegt.  Angenommen,  dass  in  den  obern  Hälften 
dieser  Krei sr  lu  e  Durchschnitte  mit  einander  und  mit  dem  Wendekreise 

in  den  Ordnungen  a  ^ 

^       FBCF,  CrCAG,  H'ABH 

auf  einander  folgen  ( Fig.  1 6.),  sind  die  sieben  Figuren  der  obem  Halb- 
kugel ABC.  AGH\  BHF\  CFG\ 

BCG'H,  CAUF,  ABF'G; 
woraus  die  sieben  Figuren  der  untern  Halbkugel  sich  ergeben ,  wenn 
man  die  nicht  accentuierten  Buchstaben  mit  den  glcichnami^^eu  accen- 
luiertcn,  und  umgekehrt,  vertauscht. 

Nun  folgt  aus  F:^bB^cC  (§.  32.)  nach  fc^'.  20.  5.: 
c  .•  6  =  —  sin  BF  :  sin  FC,  =  sin  Fl!     in  FC. 

Ersichtlich  aber  haben  unter  der  gemachten  Voiausüctzung,  dass 
A,  B,  C  auf  einerlei  Seite  des  Wi  rnJ«  kreises  liegen,  die  Sinus  der  nach 
einerlei  Sinne  zu  rechnenden  Bügen  FB  und  FC  cineriei  Zeichen, 
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folglich  auch  h  und  c;  und  gleicherweise  ergiebl  sich,  dass  au^h  a 
mit  b  und  c  einerlei  Zeichen  hat. 

Setzen  wir  nf  tc  h,  dass  das  gemcinschaflliclie  Zeichen  von  a,  h,  c 
das  positive  ist,  und  dass  daher  die  Zeichen  von  ax,  by,  cz  resp.  einerlei 
mit  denen  von  x,  y,  z  sind.  Erstere  drei  Grössen  können  aber  (§.  20.  6.) 
als  die  Coordinaten  des  durch  axA-^-byD-^czC  au^edrückten  Punktes 
betrachtet  werden,  wenn  man  als  pontiv  gerichtete  Axen  derselben 
die  vom  Mittelpunkte  der  Kugel  aus  nach  A,  C  gezogenen  Geraden 
nimmt.  Hiemach  ist  die  Coordinate  ax,  folghch  auch  x  selbst,  Noll« 
positiv  oder  negativ,  jenachdem  der  Punkt  axA  -f  ...  entweder  im 
F. kreise  BC»  oder  mit  A  auf  einer  und  derselben  Seite  dieses  Kreises, 
oder  auf  der  eDlgegengesetzten  Seite  liegt.  Analoges  gilt  Air  y  uid  s  in 
Bezug  auf  die  P.kreise  CA  and  AB,  Bndüidi  ist  die  Summe  « -|-  y  ^ 
nidl  fUr  alle  Punkte  des  Wendekreises  FGE  (g.  31.  (3)},  positiv  flir 
A,  B,  C  einsebi  und  dsher  auch  flir  die  Funkle  der  obeiii  Halbkugel- 
llttche,  negativ  Air  alle  "Punkte  der  untern. 

Hit  Rückblick  auf  die  Gleichung  (1 3)  folgt  hieraus  weiter,  dass  die 
Function  g  fllr  jeden  Punkt  eines  der  drei  F.kreise  nuO,  und  fUr  jeden 
Punkt  des  Wendekreises  unendlich  gross  ist;  doch  sind  hiervon  die 
Durchschnitte  des  tetztem  Kreises  mit  den  drei  erstem  oder  dieWende- 
punkle  auszunehmen,  ffor  welche  g  jeden  beliebigen  Werth  haben  ksnn. 
Da  fiemer  beim  Durchgange  durch  einen  dieser  vier  Kreise,  dafism  er 
mdai  durch  einen  Wendepunkt  gesdiieht«  immer  nur  Eine  der  vier 
Grössen  «,  y,  2,  x  +  y  +  z,  und  folglieb  auch  g,  das  Zeicfaen  wechselt, 
so  hat  fUr  je  zwei  der  vierzehn  von  den  vier  Kreisen  gebildeten  Figuren, 
welche  eine  Seite  gemein  haben,  die  Function  g  entgegengesetzte  Zeichen. 
Nun  ist  nach  dem  Obigen  für  jeden  innerhalb  des  Dreiecks  A  B  C  ge- 
legenen Punkt  jede  der  vier  Grössen  x,...,  also  auch  g,  positiv.  Mithin 
ist,  >vie  der  erste  Blick  auf  (iie  Figur  lehrt,  für  jeden  innerhalb  eines 
der  Dreiecke  (Vierecke)  liegenden  Punkt  die  Function  g  positiv  (negativ). 
Nii(  hstflem  hat  g  innerhalb  des  Dreiecks  ABC,  so  wie  innerhalb  des 
Gegendreiecks  il'Ä'C,  seinen  grössten  Werth  =  1  für  x^^y—z  (§.  34.), 
d.  i.  im  Ccntralpunktc,  und  nimmt  von  da  nach  allen  SeUen  bis  zum  Peri- 
meter des  Dreiecks  bis  auf  Nnü  ah  In  den  übrigen  Drei  -  und  Vierecken 
bat  weder  ein  Maximum,  noch  em  .Ntinimum  statt.  Im  Dreiecke  AGH' 
wachst  g  von  den  Seiten  AG  und  AW  an,  wo  es  null  ist,  ins  Positive, 
bis  es  in  GS'  unendhcb  gross  wird;  im  Vierecke  FCAW  witohsl  y  von 
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den  Seiten  FC,  CA,  AH\  wo  es  null  ist,  ins  Negntive  und  wird  in  Ü'F 
unendlich  gross;  u.  s.w. 

g.  30. 

Nach  diesen  Erörttirunj^en  über  die  Werüio,  welche  die  Function  g 
ftir  die  verschiedenen  Punkte  der  Kugelfläche  hat,  haben  wir  uns  von 
der  Curve,  welche  die  einem  bestinauten  Werthe  von  g  zugehörigen  Punkt« 
in  sich  fasst,  und  von  welcher  wir  bereits  wiss*  n,  dass  sie  die  Durch- 
schnitte des  Wendekreises  mit  den  F,  kreisen  zu  Wendepunkten  hat  und 
daselbst  von  den  F.kreisen  berührt  wird,  folgende  Vorstellung  zu  machen. 

Für  einen  bestimmten  positiven  negativen)  Werth  von  g  windet  sich 
die  Cur\  e  schlangenfünuig  durch  die  abwechselnd  an  der  obem  und  untern 
Seite  des  Wendekreises  liegenden  sechs  Dreiecke  (Vierecke)  und  schliesst 
sich  bei  ihren  sechs  Durchgängen  durch  den  Wendekreis  den  in  die 
F. kreise  fallenden  Seiten  der  Drei-  oder  Vierecke  an.  Ueberhaupt 
nähert  sie  sich  diesen  Seiten  desto  mehr,  je  kleiner  g  seinem  absoluten 
Werthenach  ist;  sie  nähert  sich  dangen  dbsto  mehr  dem  Wendekreise, 
je  grosser  der  absolute  Werth  von  g  ist,  und  Mt  für  ein  unendlich 
grosses  $  mit  dem  Wendekreise  zusanunen. 

Für  einen  W«th  von  ^,  welcher  positiv  und  kleiner  als  1  ist»  treten 
SU  der  «nnlkchen  durch  die  sechs  Dreiecke  am  Wenddtreise  lörlgdienden 
Curve  noch  zwei  isolierte  innerhalb  der  Dreiecke  ABC  und  ABC  be- 
griffene und  die  hi  ihnen  Uegenden  Gentndpunkte  Fond  T  umschliessende 
Curven,  als  Zivillmgscnrve,  hnisu.  Je  mehr  dieses  positive  jr  an  I  heran- 
wuchst» desto  mehr  vermgera  sich  die  zwd  Gnrven,  bis  sie  zuletzt  lllr 
9  1  m  Fund  F  verschwinden.  le  mehr  es  hingegen  abnimmt,  desto 
mehr  nihem  sie  sich  den  Perimetern  der  sie  mnschljessendem  Dreiecke 
ABC  und  A:VC. 

Für  y  =  0  reduciert  sich  die  ganze  Curve  auf  das  System  der  drei 
F.  kreise,  welches  man  sich,  jenachdem  man  g  aus  dem  Positiven,  oder 
auö  dem  Negativen  in  Null  Ubergegangen  annimmt,  entweder  als  die 
einfache  gebrochene  Curve 

GAHB'FCGAHBFCa 

mit  den  zwei  Dreiecken  ABC  und  AB'C\  als  ZwiUingscurve,  oder 
als  die  ein&che  gebrochene  Curve 

GAB  FC  AH  BCGABFCA  HB' CG 
aUetn  vorzustellen  hat.  Die  erstore  einfache  Curve  bildet  mit  dem  Wende- 


Digitized  by  Google 


60 


A.  F.  Ntanity 


kreise  die  sechs  an  ihm  liegenden  Dreiecke,  und  die  letztere  mit  dem- 
selben Kreise  die  sechs  an  ihn  grenzenden  Vierecke. 

wahrend  also  g  von  Null  an,  sei  es  nach  der  positiven,  oder  nach 
der  negativen  Seite  bin,  bis  in  das  Unendliche  stetig  wachst,  verwandelt 
sich  das  System  der  drei  Haoptkreise  BC^  CA,  AB  alfanablig  in  den 
einzigen  Hanptkreis  FGB^  und  es  hat  nach  dem  Voranstehenden  kerne 
Schwierigkeit«  den  doppelten  Weg  su  verfolgen,  auf  wekfaem  diese  Um- 
Wandlung  vor  sich  gehi 


§.  37. 

Die  bisher  betrachtete  Gleichung  (1 3),  oder  die  damit  identische  (1) 
in  §.  34.,  Msst  sich  noch  als  eme  sehr  eingehe  Relation  zwischen  so- 
goianntea  DoppelschnittsverbSltoissen  darstellen.  —  Sei  S  em  Gnrven- 
punkt,  für  welchen  im  allgemeinen  Ausdrucke  (2)  die  VerfaAltnisae  »:jf:ft 
die  spccielleo  Wertfae  s':  ff':  %'  haben,  und  daher 

=  a^A  +  6y  B  +  ciC. 
Hiernach  ist  der  allgemeine  Ausdruck  eines  Punktes,  welcher  mit 
B  und  A  in  einem  Hauptkreise  liegt, 

auk  +  «S,  =  a  (tt  +  x  )  A  +  hy'B  +  cz'C, 
wenn  es  frei  steht,  dem  Verhältnisse  von  «  zu  «  oder      u.  s.  w.  jeden 
beJif  bim'n  WcM  th  beizulegen. 

Setzt  num  «  — -  —  X ,  so  reduciert  sich  der  Ausdruck  auf  by  B-\-czC, 
.ihn  .Uli  dvn  Ausdruck  feines  Punktes,  welcher  zugleich  im  Hauptkreise 
BC  liegt;  und  es  ist  daher,  wenn  man  den  i^emem^iamett  Punkt  der 
üauptkreise  SA  und  BC  m\i  P  (Fig.  17.)  bezeichnet: 
P  =  hy'B  +  cz'C  =  —  axA  +  «S. 
Ferner  ist  für  jeden  Punkt  axA  +  byB  +  czC  der  Kugelfläche, 
welcher  /hi^^Ick  Ii  im  Wendekreise  FGH  liegt,  x -\- y  -\- z  =  0  31. \ 
Da  nun  ftlr  irgend  welchen  Punkt  des  Hauptkreises  SA  sich  x  :  y  :  z 
wie  u  4-  x':  y':  %  verhalten,  so  ist  fUr  den  gemeinsamen  Punkt  von 
SA  und  FGB,  welcher  T  heisse: 

H  +  a;'  +  y'  4-  «'  =  0,  und  folglich 
7,  ^  aiiA s  —  a  (x'  -H  y'  +  z)  A  + 
Es  folgt  aber  an.«;  dieser  Formel  filr  T  und  aus  der  vorhecgehenden 
lUr  i>:  sin  S  T  :  sin  TA  =  —  a  {«'+y'  +  s )  ;  f, 

sin  SP :  sin  PA= —  ü*': ». 
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lo  meinem  barycentrischen  Calcui  {%  183.)  habe  ich  bei  vier  in 
einer  Geraden  liegenden  Punkten  S,  A ,  T,  P  das  Verhttltniss  zwischen 
den  VerfallKnissen,  nach  welchen  die  Lini('  SA  das  einemal  in  T  and  das 
anderemal  in  P  geschnitten  wird,  d.  i.  das  VerhiUtnisB 

CT  Cp 

:         dnroh  (SATP) 

ausgedrürlt  Wenn  wir  daher  analoger  Weise  bei  vier  in  einem  Hauptr 
kreise  liegenden  Punkten  S,  A,  T,  P  daa  VerblÜIniss 

sm  TA     sakPA  ^  ' 

ausdrücken,  so  küount:  / 

Eben  so  findet  sich,  wenn  Q  und  ü die  Durchschnitte  des  Haupt- 
kreises 5JI  nil  den  Hanptkreisen  CA  und  FGH,  und  wenn  R  und  V 
die  Darehschnilte  von  5(7  mit  AB  und  FGH  bezeichnen : 

{SBÜQ)  =  ^'  +  y',-^''  and  {SCVK)  =  JL±yL±L, 

ff  ^ 


aber  verwandelt  sich  die  Gleichung  {i)  in: 
{SATP)  {SBUQ)  {SCVR)  =  e. 

§.  38. 

Die  jetzt  erhaltene  Gleichung  fUr  eine  sphärische  Linie  der  dritten 
Ordnung  mit  drei  Wendepunkten  gilt  in  unveränderter  Form  aucli  für 
jede  ebene  Linie  derselben  Ordnunc;  und  mit  derselben  Zahl  von  Wende- 
punkten. Denn  betrachten  wir,  wie  es  immer  gestattet  ist,  die  letztere 
Linie  als  Centralprojertion  der  erstem  und  bezeichnen  die  den  Punkten 
A. .  F. .  S,  P. .  T . .  auch  der  Bedeutung  nach  entsprechenden  Funkte  in 
der  Projection  mit  A . .  F. .  S,  P. .  T . . ,  so  sind,  weil  S,  A,  T,  P  ia  einem 
Hauptkreise  liegen ,  S,  A ,  T.  P  in  gerader  Linie,  und  nach  §.  25.  An- 
roerk.  ist  (SA  TP)  =  (SATP),  u.s.w.;  folglich 

[1]  (SATP)  fSBUQ)  (SCVR)  -—e. 

Die  hierdurch  dai^steiite  Grundeigenschaft  der  ebenen  Linien 
dritter  Ordnung,  welche  drei  Wendepunkte  luilicn  lüs.sl  sich,  wenn  wir 
noch,  mehrerer  PrScision  willen,  die  (ierade,  m  weiciier  die  Wende- 
punkte liegen,  die  Wendelinie,  und  das  von  den  drei  an  die  Wende- 
punkte gelegten  Tangenten  gebildete  Dreieck  vorzugsweise  das  Tan- 
gentendreiedc  nennen,  folgendergestalt  in  Worte  fassen: 
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Da»  PrüducC  aus  den  drei  D.verhältnissen,  nach  wel- 
chen die  von  einem  belieb!ij;en Curvenpunkte  zu  denBcken 
des  Taugeatendreiecks  gezogenen  geraden  Linien 
(SA,  SB,  SC)  von  der  Wendelinie  'in  T,  U,  V)  und  von  den 
den  Ecken  gegenüberliegenden  Seiten  des  Dreiecks  (in 
F,Q,H}  geschnitten  werden,  ist  von  constanter Grösse (=e). 

§  39 

Die  Gleichung  [i  ]  für  eine  Linie  der  dritten  Ordnung  mit  drei  Wende- 
punkten gewinnt  fUr  den  fall,  wenn  die  Ebene,  auf  welche  man  die 
sphärische  Linie  projiciert,  parallel  mit  dem  Wendekreise  angenommen 
wird,  eine  besonders  einfache  Gestalt.  Weil  nämlich  alsdaim  die  Wende- 
linie  und  folglich  auch  die  in  ihr  enthaltenen  Punkte  T,U,V  uaendlidi  ent- 
fernt nnd,  so  wini  das  Verhaltniss  ST :  XA=  —  1 .  «nd  damit  das D.t«^ 

^öÄir;—  —       gp  —  PS 

ABC 

=  dem  Verbttltaisfl  der  Dreiec1c8lläc]i6&         ,  und  eben  so 

wobei  noch  zu  erinnern,  dass  je  zwei  dieser  Flächen  mit  einerlei  oder 
entgegengesetzten  Zeichen  zu  nehmen  sind,  jenachdem  der  durch  die 
Aufeinanderfolge  der  Ecken  eines  Dreiecks  ausgedrückte  Sinn,  nach 
welchem  man  sich  den  Perimeter  desselben  beschrieben  zu  denken  bat, 
liei  beiden  Flächen  der  nämliche,  oder  der  eine  dem  andern  entgegcn- 
«jMelKt  ist.  Hiemach  istABG=:BGA=CAB  =  ~GBA=^ACB 
^  —  BAG;  €8  haben  ferner,  wenn  S  innerhalb  des  Pterimeters  von  ABC 
die  Fluchen  ABG  and  SBC  einerlei  Zeichen,  i.  s.  w. 
Die  Gleichnng  [1]  geht  auf  sok^  Weise  Uber  in 

ABC«  

$BC.SCA.SAB 

oder,  wenn  wir  statt  e  die  Characlerislik  g  (§.  35.]  gebrauchen,  in 

3V^S^B^.  SC  ATSÄB^ 

 ABC  

Es  ist  demnach  bei  einer  Linie  der  dritten  Ordnuni;  mit  drei  Wende- 
punkten, wenn  diese  unendlich  entfernt  liegen,  das  l*ioiiuf  t  aus  tien 
Flächen  der  drei  Dreiecke,  welche  einen  Punkt  S  der  Gurve  zur  gemein- 
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whiftlkfaen  Eolie  mid  die  Seiten  des  Ton  dee  drei  ( jatil  asymptoÜBchen) 
Tuigenien  in  den  WeBdepnnklea  geliUdeteD  Dreiecki  ABC  »i  gegeii- 
ttberS^genden  Seiten  heben,  yon  constanter  Gittaae.  Es  ist  folglidi 
ihnlieherwetBe»  wie  liei  einer  Hyperbel  der  zweiten  Ordnong,  aoch  das 
Prodoct  ans  den  Abständen  eines  Guryenpnnktes  von 
den  drei  Asynij»toten  von  constanter  Grosse. 

g.  40. 

Die  in  §.  35  und  g.  86  in  Bezog  auf  die  Gnrvengleichang  (1 3)  ange- 
stellte BelrachUing  lllsst  sich  andi  bei  der  zuletzt  erhaltenen  Gleiebnog  [2] 
in  Anwendung  bfiogen.  Indem  wir  nlbnlich  A,  G  als  drei  gegebene 
Pnnhte  einer  Ebene  ansehen,  loMnint  jedem  Punkte  S  der  Ebene  ein 
durch  [2]  bestimmter  Zahlenwerth  g  zu,  dergestalt,  dass  alle  Pmdite, 
tOr  welche  g  einen  und  denselben  Werth  g*  hat,  in  einer  Linie  der  dritten 
Ordnung  liegen,  deren  Characteristik  g  ist,  und  welche  drei  unendlich 
entfernte  Wendepunkte  und  daselbst  die  verlängerten  Seiten  des  Drei- 
ecks ABC  /.II  ai^yrnpiotischen  Tangenten  lial. 

Vm  uns  von  den  verschiedenen  Werthen,  welche  g  fUr  verschiedene 
Orte  von  S  erhalt,  einen  tibersichtlichen  Begriff  zu  verschaflfen,  dtlrfen 
wir  nur  erwägen,  dass  nach  dem,  was  im  vor.  §.  über  die  Vorzeichen 
der DrtMcrk.vflf^chea  bemerkt  worden,  jede  der  drei  Flüchen  SBC,  SCA, 
SAB  einerlei  deichen  mit  ABC  hat.  wenn  S  innerhalb  dieses  Dreiecks 
liesrt  dass  die  Flache  SBC  ihr  Zi  i  lien  durch  Null  wechselt,  wenn  S 
durrfi  du-  Spite  R(]  (»der  deren  VerlängerunjE;  geht,  dass  der  absolute 
Werth  von  SBC  der  Entfernung  des  S  von  HC  proportional  ist,  und 
dass  Analoges  von  den  Flüchen  SCA  und  SAB  gilt.  Hiernach  und  der 
Gleichung  [2]  gemäss  ist  die  Zahl  g  positiv,  wenn  S  innerhalb  ABC 
filUt,  und  ändert  ihr  Zeichen  durch  Null,  so  oft  als  S  von  der  einen  Seile 
einer  der  drei  ins  Unendliche  verlängert  zu  denkenden  Linien  BC,  CA, 
AB  auf  die  andere  tritt.  Es  wird  aber  die  Ebene  durch  diese  drei 
Linien  in  sieben  Theile  zerlegt  (Fig.  18.),  vcm  denen  der  eine,  das  Drei- 
eck ABC  selbst,  endlich,  die  sechs  (Ü>rigea  unendlich  gross  sind.  Von 
dreien  dieser  letslnn  hat  jeder  mit  dem  endlichen  Dreieck  eine  Seite 
gemein,  nad  in  diesen  ist  daher  g  negatir;  sie  entsprechen  auf  der  Kugel 
den  an  den  Wendekreis  grenzenden  Vierecken  (g.  35.).  In  den  drei 
tthngen  Theilen,  wekhe»  zwischen  den  vorigen  liegend,  an  die  Ecken 
des  Dreiecks  Stessen  vnd  den  an  den  Wendekreis  grenzeaden  Dreiecimn 
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entsprechen,  ist  g  positiv.  In  diesen  sechs  unendlichen  IheileB  kann  die 
Zflübl  9  ihrem  absoluten  Warthe  nach  Uber  alle  Grenzen  wachsen;  da- 
gfigen  kann  sie  im  endlichen  Dreiedce,  wo  sie  positiv  ist,  die  Einheit  nicht 
libenchreiten  und  erreicht  diesen  grOesteo  Werth  im  Mitteln  oder  Schwer- 
punkte des  Dreiecks. 

Noch  grossere  Anschaulichkeit  gewinnt  diese  BeCracfatung.  wenn  man 
sich  auf  der  Ebene  ABC,  wekhe  «  genannt  werde,  in  jedem  ihrer  Punkte  S 
em  Perpendikd  errichtet  denkt,  dessen  Llnge  nach  einer  vorher  festg^ 
setzten  Linieneinheit  durch  das  dem  S  zugehörige  g  ausgedruckt  wird. 
Die  Endpunkte  dieser  Perpendikel  werden  eine  krumme  FIttche  bihien, 
und  der  Schnitt  dieser  Flttdie  mit  einer  der  t  paraOeien  und  von  t  um  ^ 
entfernten  Ebene  ,  oder  viefanehr  die  rechtwinklige  Projection  dieses 
Schnittes  auf  s,  wird  die  obengedachte  Linie  der  dritten  Ordnung  sem, 
welche  g*  zur  Cbaracteristik  bat. 

Anlangend  die  Form  dieser  knunmen  Fhl^e,  so  ist  zuerst  klar,  dass 
die  ins  Unendliche  veriangerten  drei  Geraden  BG,  CA,  AB  m  der  Flüche 
seihst  liegen  und  diese  eben  so.  wie  die  Ebene  «,  in  sieben  Tbeile  tbeOen. 
Denken  wir  uns  femer  die  Ebene  §  horizonlal  und  die  Perpendikel,  je- 
nachdem  g  positiv  oder  negativ  ist,  nach  oben  oder  unten  zu  getragen, 
so  erhebt  sich  der  vom  Perimeter  des  Dreiecks  bei^renzte  Theil  der  Flüche 
über  «;  aiu  ineislen.  um  die  Linieneinheit,  über  d<  i  MiUc  des  Dreiecks. 
Von  den  sechs  übrigen  uneudlichcn  Theilen  liei^en  die  an  die  Seiten  des 
Dreiecks  grenzenden  unterhalb  «,  und  die  an  die  Ecken  desselben  stossen- 
den  uix  i  h  iUj  € ,  Li'uliTlei  Theile  aber  entfernen  sich  von  e  ujji  desto  mehr 
—  über  alle  Grenzen  —  ,  je  weiter  sie  vom  Dreiecke  selbst  und  von 
den  veriünserten  Seiten  desselben  abliegen. 

I'iiic  inil  e  parallele  Ebene  e  wird  hiernach,  jenachdeni  sie  unter- 
halb oder  oberhalb  e  ist,  die  drei  erstem  oder  die  drei  letztem  unend- 
lichen Theile  der  Flüche  und  zwar  in  hyperbelartiiren  (^ur\  ( n  schneiden, 
von  denen  die  drei  Geraden  B  C , . . .  die  Asymptoten  sind.  Der  oberhalb 
des  endlichen  Dreiecks  liegende  Theil  der  Fläche  wird  aber  von  einer 
oberhalb  liegenden  Ebene  9  nur  dann  und  zwar  in  einer  geschlossenen 
Curve  geschnitten,  wenn  der  Abstand  g'  der  t  von  «  kleiner  als  t  ist; 
ist  ^'  =  1,  so  wird  dieser  Theil  in  seinem  über  dem  Mittelpunkte  des 
Dreiecks  liegenden  Punkte  von  «'  berührt.  Für  9'=  0  roducierl  sich 
die  Curve  auf  das  System  der  drei  Geraden  BC,,,,,  und  für  |^'=  0» 
fiült  sie  in  das  Unendliche.  —  Die  Uebereinstimmung  aUer  dieser  FAlle 
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mit  dea  auf  iter  Kogel  glatt  findenden  ond  in  g.  36.  erörterten  Ftttten 
springt  in  dicAngen. 

§.  41. 

Dn«  eine  apiulrische  Linie  der  dritten  Ordnung  mit  drei  Wende- 
punkten aoaser  der  ein&chen  Gunre  noch  eine  Zwilfingscorve  haty  ^nn 
ihre  GharacleriBtik  g  zwischen  0  und  I  ftllt«  also  «  >  87  ist,  und  dass  die 
ZwiUin^corve  Air^=4  oder  s— 27  ach  in  einen  isolierten  Punkt  ver^ 
wandeil»  dies  iMsst  sich  aoch  leicht  ans  der  Betrachtong  der  Scheitel  oder 
der  Durchschnitte  der  Linie  mit  den  Polaren  ihrer  Wendepunkte  folgern. 

Die  Gleichong  der  Polare  des  Wendepunktes  If  ist «  ~  i/  (§.  3ä!.). 
Diese,  verbunden  mit  der  GIdchung  der  Linie  (1)«  gtebt  ftar  die  gemein- 
samen Punkte  der  Pohire  und  der  Linie  oder  die  in  die  Polare  von  B 
Menden  Scheitel  :{2x  +  x)*  =  9x*9,  oder  wenn  man  t:x  =p  setst: 

(P)  (2+l>)'  =  «P. 
bt  daher  p'  eine  Wnrzel  dieser  cobiscben  Gioichung,  so  verhalten 

sich  ftir  einen  jener  Scheitel  x:y:z  =  \  :  1  :  p',  und  er  selbst  hat  den 

Ausdruck  (p')  a4  +  6Ä+p'cC. 

Da  nun  jede  der  drei  Polarcu  die  einfache  Curve  der  Linie  in  einem 
Punkte  und  die  Zwillingscurve,  falls  diese  vorhanden  ist,  in  zwei  Punkten 
schneidet,  die,  wenn  die  Zwillincrsrurve  sich  iininer  mehr  verengert,  zu- 
letzt in  einen  isoliorfon  Punkt  zusanuuengohon.  ^(  )  wird  die  Linie  entweder 
bloss  aus  mwr  einfachen  Curve  bestehen,  oder  noch  mit  einer  Zwillinirs- 
curvo.  oder  mit  einem  isolierten  Punkte  begleitet  sein,  jenachdem  von 
den  drei  Wurzeln  der  Gleichung    ),  oder  der  Gleichung 

7'  — C7  +  2c  =  0, 
wenn  man  i-^-p^  q  setzt,  entweder  nur  eine  reell,  oder  alle  drei  reell 
und  verschieden,  oder  zwei  der  drei  reellen  einander  tdeici»  sind.  Ueber- 
einslimmend  mit  dem  schon  Bemerkten  tritt  aber  bei  letzterer  Gleichung 
nach  einer  bekannten  Regel  der  erste,  zweite,  oder  dritte  Fall  ein.  je- 
nachdem e  —  27  negativ,  positiv,  oder  null  ist. 

Zusätze,  a.  Ist  e~tl,  und  hat  folglich  die  Linie  enien  isotterten 
Punkt«  so  reduciert  äch  (p)  auf 

(p-1)'(P  +  8)  =  0. 

Fttr  den  isolierten  Punkt  seihst  ist  daher  p  =  l,  und  fUr  den  in  die 
Pohu«  von  B  feilenden  Scheitel  R  (Fig.  U.)  p  —  —  8.  Zufolge  (p')  ist 
demnach  ersterer  Punkt  5  sA  +  6£  +  cC,  d.  i.  der  Centralpunkt  F 
(§.  28.  7.),  lettterer  saA-^hB^  %eC. 

AUMiril.i.B.S.C«k^WiaHU(k.l.  A 
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k.  Fttr  den  Diirefaflcbmttlr  der  Pdare  von  IT  ml  der  an  Ifgdeg^ 
Tuigeiite  ballen  wir  in  g.  32.  lL  =  aA  +  hB,  wodorch 

Y&ll  +  cC  nnd  RslL-^^eC 
ymd.  Da  ferner  die  Gietchongen  dieser  Polare  und  des  Wendekreises 
c  =  y  und  s    y  +  *  =  0  sind,  so  verhftlt  steh  für  den  DorchschniU 
beider  Kreise mil einander,  wdcher  D  beisse,  x:y  :t  =  ^  :1  :  —  % 
und  es  isl  folglich 

Ans  diesen  Aosdrttcicen  für  T,  A und  D  dnrcfaL  und  C  ergeben  sich 
«fanlicherweise,  wie  in  §.  37. ,  die  D.verbilfnisse 

{CLVD)  =  -  Ä,  {CLVR)  =  —  8, 
wovon  die  erstere  Gteicbung  bei  allen  Werlhen  von  #,  die  letalere  nur 

(Hr  «  =  27  gilt. 

Die  nfimlicben  zwei  Gleichungen  haben  auch  noch  statt,  wenn  man 
unter  C,  L,  Y,  D,  R  die  Projeclionen  dieser  Punkte  auf  irgend  eine  Ebene 
verslebt.  FoOl  dabei  X  in  unendliche  Entfernung,  wie  dies  unter  Anderem 

Lei  den  Newton'scben  Parabela  geschieht,  wo  die  Tangente  ALB  an 
dem  einen  Wendepunkte  H  unendlich  entfernt  ist,  und  damit  die  beiden 
andern  F  und  G  eine  symmetrische  Lage  erhalten ,  so  wird 

("''*)  =  -^  =  -BT-  =  W-("^*)  =  W' 

also  VC      2  CD     29.)  ^HCR  und  VC  :  CR  :  HD  =  8  :  \  :  3. 

c.  Bezeichnet  deuinat  li  N  den  Scheitel  einer  N.Paralwl,  C  den 
geroeinsaraen  Durchschnitl  der  an  die  sjumielrisehen  Weude]iiiiil^i<'  det 
Parabül  gelogton  Tangenten  und  D  den  niil  C  und  iN  in  der  Axe  Hegenden 
Mittelpunkt  von  F(l,  so  ist  bei  der  Parahola  punctata  {Fig.  8.) 
CN~  {CD.  Dagegen  isl  bei  der  parahola  cum  ovali  (Fig.  7.) 
CN  <  I  CD.  wie  sogleich  daraus  erheliel,  dass  die  Characteristik  y  einer 
solchen  Parabel  zwischen  0  und  1  fiillt,  wahrend  für  die  punctata 
g  1  ist,  und  dass  nach  der  Betrachtungsweise  in  §§.  35.  und  36.  von 
je  zwei  zu  demselben  Sy.stem  von  Wendepunkten  und  Tangenton  an 
denselben  gehöi  ig(Mi  untl  aul  einerli  i  Seile  dieser  Tangenten  hegenden 
Linien  die  den  Tangenten  nähere  Linie  die  kleinere  Characteristik  hat.  -— 
Aus  ühnlichem  Grunde  ist  bei  der  parabola  pura,  wo  entweder 
grOs.ser  als  I,  oder  negativ  ist,  CN  >  ]  CD ;  für  ^  >  1  fallt  C N  zwischen 
{CD  und  C D  (Fig.  9. a.) ;  für  ^< 0  ist  C N >  CD  Fig.  9.  b.).  Für  g=  ao 
(folg.  §.)  istCN  =  GD;  C  liegt  dann  im  Unendlichen,  d.h.  die  Tangenten 
in  F  und  6  sind  einander  parallel  (Fig.  49.). 
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§.  42. 

Bei  einer  lime  der  dritten  Ordnung  mit  drei  Wendepunkten  kann 
noch  der  besondere  Fall  eintreten,  dass  die  drei  an  die  Wendepunkte 
gelegten  Tangenten  sich  in  einem  Punkte  schneiden.  Die  Gleichung 
einer  solchen  Linie  wird  sich  am  einfecfasten  mittelst  des  in  §.  31.  er^ 
haltenen  allgemeinen  Satzes  ergeben.  Heissen  nSmlicb,  wie  bisher, 
F,  6,  II  (Fig.  1 9.)  die  drei  Wendepunkte,  zwischen  welchen,  als  drei 
Punkten  eines  Hauptkreises,  eine  Gldchung  von  der  Form 

fF  +  gG-¥hH=0 
besteht;  bezeichnet  C  den  Durdischnftt  der  an  F  und  G  gelegten  Tan- 
genten, und  wird  in  Bezug  auf  FGC^  als  F.dreieck,  der  allgemeine 
Ausdruck  eines  Punktes  der  Kugelflacbe 

fxF  +  gyG  +  ezC 
gesetzt :  so  ist  die  Gleichung  des  Wendekreises  z=0,  und  die  Gleichungen 
der  Tangenten  FC.  GC  an  F,  G  sind  y  =  0,  x  0.  Die  Gleichung 
der  an  //  zu  legenden  Tangente,  weiche  jetzt  gleichfalls  den  Punkt  C 
trefTen  soll,  ist  x  —  y  ir=  0;  denn  <iaiiiil  rcducieri  sich  der  alli^eineine 
Auadruck  eines  Punktes  auf  fxF  (jxG  +  czC,  =  —  hxH  +  czC, 
d.  i.  auf  den  Ausdruck  jedes  beliehlijen  mit  H  und  C  in  einem  Haupt- 
kreiäe  liegenden  Punktes.  Nach  §.  31 .  i^l  daher  die  Gleichung  der  Linie: 

z^  :xy  [x  —  y)  =  einer  conslanten  Grosso 
wt'lche  wir        setzen  wollen;  oder  noch  einfacher,  wenn  wir  iz  statt  z 
schreiben:  z^  —  xy(x — »/  . 

und  der  zugehörige  Ausdruck  wu  d  :  fxF  +  gyGi-cizC,  oder  wenn  wir 
C$=:Ä:  setzen:  [ß]  fxF  +  gyG  kzC. 

Zusätze,  a.  Die  Characteristik  der  Linie,  bei  welcher  sich  die 
Tangenten  an  den  drei  Wendepunkten  in  einem  Punkte  schneiden .  ist 
als  unendlit  Ii  gross  anzusehen.  Dies  erhellet  si^leich  aus  dem  in  37. 
durch  D. Verhältnisse  ausiredriirklcn  AVerthe  von  e.  Denn  wenn  die  drei 
Punkteil,  A,  C,  in  denen  sich  die  Tangenten  daselbst  schneiden,  in  einen 
emsigen  zusanunengehen,  so  fallen  mit  diesem  Punkte  auch  die  dortigen 
P,  0,  R  zusammen.  Hierdurch  aber  wird  jedes  der  drei  D. Verhältnisse 
{SATP),  {SBÜQ),  (SCVR)  ^0,  fol^ch  auch  e  =  0,  und  die 
Characteristik  =  3  :      =s  od  . 

h.  Die  Polare  von  H  trilR  den  Centnüpunkt  C  und  schneidet  die 
durch  H  gehende  Sehne  FG  in  einem  Punkte  /,  welcher  nach  §.  22.  der 
vierte  harmonische  Punkt  zu  F,  6,  H,  und  daher  sfF  —  gG  ist.  weil 
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E^fF-\-gG.  Nehmen  wir  jetzt  H  und  /,  statt  F  und  C,  zu  F.puokteo» 
so  dass  das  F.  dreieck  von  dem  Wendekreise  HJ,  von  der  Polare  CJ  des 
Wendepunktes  H  und  von  der  an  H  gelegten  Tangente  HC  ^'ebildet  wird. 
Weil  fF  gG  —  —  hU,  und  weil  wir  fF  —  gG  —  iJ  setzen  künneii, 
so  wird  2/"^  =  f  /  —  hll,  ^gG  =  —  »V  —  hH,  und  damii  der  Aus- 
druck (/J)      »(i/— Äff)— y(t/  +  Ä£^)  +  2A*C.d.i. 

ir)  ipJ-hhqH  +  kzC, 
iwenn  wir  noch  x  —  y  —  ^p  und  —x  —  y  =  2  j  setzen.  Hiermit  aber 
verwandelt  sich  die  Gleichung  (er)  der  Linie  in 

e.  Schltlssiich  wollen  wir  noch  diese  sphärische  Curve  auf  eine  mit 
dem  F. kreise  HC  parallele  Ebene  projicieren  und  die  Gletchang  dieser 
Projeclion  zu  bestimmen  socheo.  Hetssen  I,  H,  G  die  Projectioiiea  von 
IT,  C,  so  liegen  H  und  G  unendlich  entfernt,  und  es  verhallen  sich, 
wenn  J  zum  AnCuigspunkte  und  die  Geroden  JH  mid  IG  zu  den  Axen 
der  Goordmaten  y  und  x  genoaunen  werden,  die  Goefficienlen  im  Ans- 
drocke  (j^)  tji :  hq  :hz  —  e:ff  : 

wo,  wenn  0  den  Mittelpunkt  der  Kugel  bezeichnet.  e  =  OJ  ist  (g.  81.). 
Die  hieraus  folgenden  Verhalttiisswerthe  von  j),  9,  s  m  (^)  snbslituiert, 
ergiebt  sich  als  die  gesuchte  Gleichung  der  Protection: 

-p-  =  2  4-  (-p-  ^) ,  oder  einfacher ;       =  4  +  -fj. , 

eme  Glmdiung,  die,  wie  zu  erwarten  stand,  einer  parabola  pnra 
(§.  26.)  angehört.  Fttr  den  Scheitel  der  Parabel  ist  s=»s  und  y =0; 
tOr  die  zwei  symmetrischen  Wendepunkte  F  und  6,  als  die  Projeclionen 
von  F  und  ür,  ist  «  =  0  und  y  —  +  b,  und  die  in  ihnen  an  die  Gnrve 
gelegten  Tangenten  FG  und  GG  suid  mit  JG,  d.  i.  mit  der  Axe  der 
Parabel,  parallel. 

Von  den  Linien  der  dritten  Ordnung«  wdche  Knoten  ^  oder 

Spitzen  haben. 

§.  43. 

Es  bleibe  uns  noch  die  sphHrisdton  Lünen  der  dritten  Ordnung 
zn  betrachten  Übrig,  bei  welchen  zwei  der  drei  Wendepunkte  zu  einem 
Knoten,  oder  einer  Spitze  zusammengegangen  sind.  Wir  kehren  deshalb 
zu  der  Gleichung 

[Cy  fyH  +  «J?»  +  kz«*  +  9%*s  +  es»  =  0 
in  %,  23.  zurttck,  welche,  anf  den  Ausdruck      +  yB  «f  sC  bezogen. 
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Curve  darstellt,  bei  welcher  B  ein  Wendepunkt,  AB  die  an  den- 
selben gelegte  Tangente  und  CA  seine  Polare  ist.  Wurde  in  (C)  die  Va- 
riable z  constant  gesetzt,  so  ergab  sich  (§.  24.)  die  Projection  der  Ourv^ 
auf  eine  mit  dem  F.  kreise  A  B  parallele  Ebone ;  und  wenn  dieser  ebenen 
Curve  statt  der  iwei  andern  Wendepunkte  ein  Knoten  zukommen  sollte, 
80  musste  in  ihrer  Gleichung  das  Aggregnt  der  mit  y  nicht  behafteten 
Glieder  in  Bezug  auf  c  einen  rein  quadratischen  Factor  enthalten  (g.  26.). 
Bs  wird  daher  (yeigl.  g.  5.)  avch  die  durch  {€)  ausgedrückte  ^hlirische 
Curve  nur  dann  einm  Knoten  haben,  wenn  (C)  aidi  auf  die  Varok 

ffH  =:  «      —  ßz)  («  —  f  «)• 

reduderen  lagst.  Wie  indessen  schon  aus  g.  86.  bekannl  ist,  reicht  diese 
eine  Bedingung  noch  nicht  hin.  Fuhren  wir  ntbnlich  statt  s  eine  andere 
Veränderliche  — f*,  ein  und  setzen  y  — ß        so  wird  die 

Gleichung:  («)  y^z  =  ux^  (o?,  +  dz), 

und  der  zugehörige  Ausdruck  wird:  [x^  +  72)  >i  +  +  zC,  oder 
wenn  wir      4-  C  =    C,  setzen: 

[ß)  x,A^yB  +  c,zC,. 

Nun  geschieht  der  Gleichung  (a)  Genüge  für  x^  ~  0  und  y  —  0, 
und  es  ist  folglich  C,  ein  Curvenpunkt.  Ist  aber  x,  sehr  klein,  und  mithin 
sdirnahe|f'=a^d;j*,  so  kann  die  Gleichung  nur  dann  befriedigt  wordea, 
wenn  das  Prodnct  ad  positiv;  nicht,  wenn  es  negativ  ist.  Im  letztem  Falle 
ist  d^er  C.  ein  isolierter  Punkt.  Im  erstem  setze  man  ad  Für  ein 

sdir  kleines wird  alsdann  y =  +      ,  welches  die  Gleichungen  zweier 
Haupikrease  änd^  deren  jeder  durch  C^  und  einen  dem  C,  sehr  nahe  lie- 
genden Curvenpunkt  geht,  also  die  Gleichungen  zweier  die  Curve  in 
bembrenden  flaupikreise.  Mitbin  muss  dann     ein  Knoten  san. 

Die  Gleichung  rar  eine  sphärische  Linie  der  dritten  Ordnung  mit 
einem  Knoten  ist  demnach 

y'2  =  ax,^  +  «*x,^  z, 
und  [ß]  der  zugehörige  Ausdruck;  oder,  wenn  wir 

«.  = und  *  = 

sebeo,  y*!,  =x,> die  Gleichung,  iiiid-^i(-t-yü+-^c,>,C, 

der  Ausdruck ;  oder  endlich,  wenn  wir  1  :  «  :  — =  a  :  b  :  c  setzen 

r 

und  die  nicht  mehr  nOtfaigen  Indices  weglassen: 

(2^)  if*z  =  4;*  +  x*z  die  Glefehung  und 
{ä)  axA  -K    B  -I-  ««C  der  Ausdruck. 
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Hierbei  ist  €  der  Knoten,  ß  der  noch  übrige  Wendepunkt,  AB  die 
Tangente  an  B  und  A  C  die  Polare  von  B.  —  Da  die  beiden  andern 
WonrI(  punkte  jetzt  in  C  vereinigt  sind,  so  vertriU  hier  der  HanpUcreis  i^Ci 
die  Stelli»  des  Wendekreises, 

Zusatz.  Wie  aus  dem  Vorii^en  unmiflplbar  folgt,  sind  y  —  x  und 
y  —  —    die  Gleichungen  der  die  Curre  in  C  berührenden  Haupikreise, 
und  daher  die  Durchschnitte  der  lofztom  mit  dem  F. kreise  AB,  dessen 
Gleichung  z  —  O  ist,  =  aA    bB  und  aA  —  bB.  Bezeichnen  wir  da- 
her diese  Durchschnitte  mit  D  und  £  (Fig.  20.),  so  können  mr  Selsen : 
~  2dJ>  =     +  hB,  —  20E=ßA  ^  hB,  woraus 
aA  =  —  dD^  eE,  frB  =  —  dD  +  e£  folgt; 
und  der  Aosdnick    wird,  wenn  wir  D  und  E  statt  A  und  B  zu  F.ponkleik 
wählen:        — « (dD  +  e£)  —  y  (dü ei?)  -f-csC» 
oder,  wenn  wir  »'{•y  =  —'U^  x  —       —  «  setzen  ond  (  Statt  z 
schreiben:  cfC  +  duD  +  «v^' 

Die  Gldchong  {y)  verwandelt  sidi  damit  in 


d.  h.  das  geometrische  Mittel  zwischen  I,  ti,  v  ist  dem  arithmetischen 
zwisdien  itundv  gleich.  (Vei^l.  §.  33.). 

Das  F.dreieck  wird  hierbei  von  der  Tangeule  am  Wcndepuiikt(^  B 
und  den  zwei  Tangenten  am  Knoten  C  gebiklet.  In  Bezug  auf  das^t  llje 
ist  der  Wendepunkt  ^  dD  —  und  dessen  Polare  der  (lur(  h  C  und 
dD  +  eE  zu  Icijendü  lkniptkrt;ia.  i.iu  l'uakt  dieses  Hauplkrcises  ist 
cC  +  rfD  +  cF.  welcher  L  heisse.  Für  ihn  ist  l  =  u  =  v\  und  da 
mit  diesci  Gleicliheit  der  Veränderlichen  der  Cur\eni,'Ieiehung  Genüge 
geschieht,  so  ist  L  i\vr  norhinalix^e  Durchschnitt  der  dui'ch  C  gehenden 
Polare  mit  der  Curve,  also  der  .St  heitel  der  Curvc.  Dass  lofzfero  von 
dem  dur  ch  L  und  D  gelegten  Hauptkreise  in  L  berührt  wird,  ist  achoa 
in  ^.  td.  bemerkt  worden. 


von  y  freie  Theil  rein  riJjisch,  und  daher  in  («)  der  Coeßicient  =0  ist, 
hat  nach  §.  26.  und  mit  Anwendung  derselben  Schlussweisc,  wie  im 
vor.  die  sphärische  Linie  der  dritten  Ordnung  eine  S[Mtze.  Die 
Gleichung  einer  solchen  Linie  ist  daher 

yH  =       verbunden  mit  dem  Ausdrucke  xAi-yB  -^-zC, 
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Bestimmen  wir  noch  drei  Gonstanten  a,  ^,  c  so,  dass  6'c  =  aa*, 
so  verwandelt  sich  die  Gleichung  in 

Jf*  « 

und  es  wiid  nunmehr,  wenn  wir  in  der  lileichung  und  im  Ausdrucke 
ttx,  Oy,  cz  statt  x,  y,  z  schreiben, 

die  erstere  y*z  =  x',  der  letzleic  axA  +  bi/B  +  czC. 
Hierin  ist  C  die  Spitze  und,  wie  vorhin,  B  der  Wendepunkt,  CA  seine 
Polare  und  AD  die  an  ihn  f;o!egte  Tangente;  aA  -f      +  cC  ist  aber  ein 
Punkt  der  Curve,  weil  mit   =  y  =  «  die  Gleichung  i>e(nedigl  wird. 

r 

Von  der  CoUioeationsverwandtschaft  ebener  und  sphärischer  Figuren. 

§•  45. 

• 

Der  Hauptzweck  dieser  Abhandlung  sollte  die  Eintheilung  der 
ebenen  Linien  der  dritten  Ordnung  nach  dem  Princip  der  CoUineation 
aeb.  Weil  alle  einander  collinearen  ebonoa  Linien,  und  wo  nicfal  sä» 
aalbat,  doch  ihnen  affine  Uoien,  als  Gentralprojectionen  einer  und  der^ 
aelben  sphAriachen  Linie  betrachlel  werden  können,  so  unteraucbten  wir 
zunächst  die  verschiedenen  Formen  und  die  daran  aich  knopfenden 
Eigenachaften  der  aphttriachen  Linien  der  dritten  Ordnung.  Nachdem 
dieee  Gegenalande  zur  GenOge,  wie  ich  hoffen  darf,  erörtert  worden, 
wende  ich  mich  jetzt  zu  dem  Versuche  emer  Eintheilung  aelbat,  dem  ich 
noch  folgende  die  CoUineation  ebener  und  aphariacher  Figuren  Uber- 
baupt  betreffende  Sttize  vorausgehen  lasse. 

4)  Wenn  allen  Punkten  einer  Ebene  die  Punkte  einer  andern  Ebene 
deigestalt  entaprechen,  daaa  von  je  drei  Punkten  der  einen  Ebene, 
wekhe  in  einer  G^den  li^n,  die  entsprechenden  der  andern  eben- 
fiills  in  einer  Geraden  begriffen  amd,  so  sagt  man,  dasa  die  Pimkte  bei- 
der Ebenen  sich  nach  dem  Gesetze  der  CoUineation  entaprechen, 
und  nennt  je  zwei  Figuren  der  einen  und  der  andern  Ebene,  welche 
durch  entsprechende  Punkte  bestimmt  sind,  einander  col linear. 

2)  Sollen  die  Punkte  zweier  Ebenen  nach  dem  Gesetze  <ler  Col- 
lineation  auf  einander  bezogen  werden,  so  kann  iiuin  die  vier  ersten 
Paare  sich  entspreclaiuli r  Punkte,  sie  heissen  A  und  A,,  B  nnd  H,,  C 
und  C,,  D  und  D,,  nach  Willkuiir  anneinnen,  nur  dass  kcint^  drei  der 
vier  Punkte  der  einen  oder  der  andern  Ebene  in  einer  Geraden  liegen. 


n 


A.  F.  Möbius, 


Der  jedem  fünften  Punkte  S  der  einen  Ebene  entsprechende  Pnnkt 

der  audcni  ist  dünn  vollkommen  bestimmt. 

Die  Bestimmung  dos  Punktes  S,  au:>  den  gegebeoeu  A..  D,  Aj. .  D, 
und  S  kann  unter  ander  n  tl  idurch  bewerkstelligt  werden,  dass  man,  was 
immer  möglich  ist  (Bar.  Calc.  §.  230.),  die  beiden  Ebenen  in  eine  solche 
Lage  gegen  einarider  bringt,  dass  sich  die  vier  Geraden  A  A , ,  BB,,  CCj, 
DD,  in  einem  Punkte  X  schneiden.  Der  Punkt  S,  wird  alsdann  der 
Durchschnitt  der  Ebene  A,  B,  C,  mit  der  Geraden  XS  sein.  Denn  es 
ist  von  selbst  klar,  dass  bei  eincin  s  Irin  n  Knlspreeiien  der  Punkte  beider 
Ebenen  drei  Punkte  der  einen  jederzeit  in  einer  Geraden  liegen,  WCQO 
die  ihnen  entsprechenden  der  andern  in  einer  Geraden  sind. 

Zwei  Ebenen,  deren  Punkte  einander  colhnear  entsprechen,  können 
demnach  immer  in  eine  perspectivische  Lage,  d.  i.  in  eine  solche  ge- 
bracht werden,  bei  welcher  alle  die  Geraden,  welche  einander  ent- 
sprcchench^  Punkie  verbinden ,  sic^  in  einem  Punkte  schneiden. 

3)  Sind  F,  G,  H,  J  vier  Punkte  der  einen  Ebene,  F,,  Gj,  H,,  J,  die 
ihnen  entsprechenden  in  der  andern,  nnd  liegen  die  vier  erstem,  also 
auch  die  vier  letztem,  in  einer  Geraden,  so  sind,  weil  bei  der  per- 
apectivischen  Lage  der  beiden  Bbenen  die  vier  Geraden  FF,, 
HH,,  JI,  in  einer  Ebene  liegen  und  sich  in  einem  Punkte  admeiden, 
nach  einem  bekannten  und  bereils  in  §.  38.  angewendeten  Satxe  die 
D.verhidtnisBe 

(FGHJ)  und  (F,  G,     J,)  einander  gleich. 

4)  Eben  ao,  ym  die  Punkte  zweier  Ebenen,  kann  man  auch  die  Punkie 
iweier  Kngelflttehen  in  coUineare  Beztehnng  aelaen,  hidem  man  nimhch 
aOe  Punkte  der  einen  Flache  denen  der  andern  dergestalt  entsprechen 
Ulsst,  dass  je  dreien  Punkten  der  einen  Fittche,  welche  in  einem  Haupi- 
kreise  liegen,  drei  in  einem  Hanpfkreise  liegende  Punkte  der  andern 
Flüche  entflpredien.  Man  gewahrt  augenblickliGh.  dass,  wenn  die  Punkte 
beider  Fluchen  in  dieser  Besiehung  xu  einander  stehen,  die  Cenlrsl- 
projectionen  dieser  Punkte  auf  zwei  beliebig  gelegte  Ebenen  einander 
colhnear  sind,  nnd  dass  umgekehrt,  wenn  man  die  Punkte  zweier  Ebenen 
sich  collinear  entsprechen  lösst,  man  durch  Projection  derselben  auf  zwei 
Kugclflychen  zu  jedem  Punkt{>  der  einen  Flüche  einen  ihm  nach  dem 
Gesetze  der  sphärischen  Collinr  Miion  ents[)rech(?nden  in  der  andern  erhalt. 
Beides  aus  dem  einlachen  Grunde,  weil,  wenn  drei  Punkte  einer  Kucel- 
flache  in  einem  Hauptkreise  hegen,  die  Centralprojeclionen  derselben  auf 
eine  Ebene  in  einer  Geraden  ümd ,  und  umgekehrt 
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5)  Es  folgt  hieraus  leicht  weiter,  dass,  wenn  die  Punkte  zweier 
£ugelflachen  einander  entsprechend  gesetzt  werden  sollen,  eben  so,  wie 
vorhin  bei  zwei  Ebenen,  vier  Punkte  der  einen  Fläche  und  die  vier  ibnea 
entsprechen  sollenden  der  andern  beliebig  genominen  werden  kOonen, 
dafem  nur  keine  drei,  weder  der  vier  erstem,  noch  der  vier  letztem, 
in  einem  Haopdireise  liegen;  mid  diss  hiermit  Itlr  jeden  Punkt  der  einen 
Fluche  der  entspfechende  in  der  andem  vollkommen  bestimmt  ist 

6)  Sind  Ft  6,  /  vier  In  einem  Hanpdcreise  Kegende  Punkte  der 
einen  Flüche,  f 6,,  ff,,  /,  die  ihnen  oollinear  entsprechenden  nnd 
daher  gWchfelb  in  emem  HauptkreiBe  liegenden  Punkte  der  andern 
Flache,  so  sind  die  aphttrischen  D.veiliallnisse 

(FGEJ)  nnd  {P,G,H^J,) 
einander  gleich.  Denn  bezeichnen  F,  6,  H,  I  die  Projectionen  der  vier 
erstem  Punkte  auf  enie  Ebene,  and  Pj,  G, ,  H , ,  J,  die  Projectionen  der 
vier  letztem  auf  efaie  zweite  Ebene,  so  ist  (§.  25.  Anmerk.) 

(FCHJ)  =  (FGHJ)  und  (FjG,H,/J=(F,G,H,JJ. 
Weil  aber  die  Punkte  beider  Ebenen,  welche  Projectionen  sich 
entsprechender  Punkte  der  beiden  Kugelflachen  sind,  sich  nadi  dem  Ge- 
setze der  Collineation  entsprechen,  so  ist 

(FGHJ)  =  (F,  G,H,Jj);  folglich  u.  s.w. 

7)  Der  eben  bewiesene  Satz  gilt,  wie  von  selbst  einleuchtet,  auch 
urogekehri.  Hai  man  nSmlich  die  Punkte  zweier  Kugelflikhen  in  col- 
lineare  Beziehung  gebracht,  und  entsprechen  dabei  drei  in  einem  Haupt- 
kreise  liejiende  Punkte  F,  G,H  der  einen  Flache  den  Punkten  F,  ,G^,Ü^ 
der  aruliMTi.  vvelchc  daher  ebenfalls  in  einem  Uauptkreise  liegen  werden, 
so  werden  zwei  in  denselben  zwei  Kreisen  liegende  Punkte/ und  ein- 
ander enliiprechendp  sein,  wenn  FGIIJ)  —  fF,  G,  //,  /,)  ist. 

8)  Werden  vier  Punkte  A,  Ii,  C  und  M,  ~  aA  b B  ■{•  cC.  einer 
KugeiflUche,  von  denen  keine  drei  in  einem  Hauptkreise  hegen,  vier  be- 
liebigen, nur  derselben  Bedingung  unterworfenen  Punkten il, ,  B^ ,  C^  und 
ifj,  —  fl,  A,  b^B^  +  c,  C,,  einer  zweiten KugelflAche  collinear  ent- 
sprechend gesetzt,  80  entsprechen  sich  nach  diesem  Gesetz  auch  die  Punkte 

beider  Flachen. 

Beweis.  ZuFoige  der  Ausdrücke  ftir  Jf  und  S  kann  man  schreiben: 

oA  -f  6JI  +     =  mir  nnd  asA  +  bfB  +  cs€  ==s  tS. 
Man  setze  hiemach      •!>  cC     uiJf  —  aA^J  und 
byB  -f.  czC  sssmS  —  assA  5  P, 
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Es  sind  daher  J  und  P  die  Punkte  des  Hauptkreises  BC,  welche  er 

mil  den  Hauptkn  iseii  MA  und  SA  gemcm  hat  (Fig.        und  es  veriiftii 

eich  sin  c      sin  BP        et     *  ,  . 

— T — Yn  =  T  '  ^-    D/.  =  1—  ;  lOlglldl  Igt 

{BCJP)  =  ^- 

Eben  so  ündet  sich,  wenn  K  und  Q  die  Diircbschnitte  des  Uaapt- 
kreises  CA  mit  If £  und      bezeichnen : 

{CAKQ)  =  ± 

fTnbon  ferner  auf  der  zweiten  Kugelilttche  die  Punkte  J^^P^^K^^Q^ 
(Ii(  .selbe  Bedeutung,  wie  die  gleichnamig»  auf  der  ersten,  so  dass  /, 
den  Dun  hscbnitt  voni),     mit  lf,A,  ii.8.w.  ausdruckt,  so  ist  auf 
gleiche  Weise 

(ß,C,/.P,):-|  and(C,4,/r,0.)-^,  folglich 

{BCJP)  =  {B,C^J,P,)  und  {CAKQ)=^{C,A,K,Q,). 

Nach  derVorausaetKung  und  nach  der  gemachten  Gonstruction  enir 
sprechen  aber  den  Punkten  B,  C,  /,  £  die  Punkte  A^,  B,,  C,,  /|i  iT,. 
Zn  Folge  der  zwei  letzterhaltenen  Gleichungen  entspreche  sich  daher 
auch  die  Punkte  P  und  P,,  so  wie  Q  und  Q,;  mitbhi  sind  auch  die 
Durchschnitte  von  AP  UütBQ  und  von  Ag  Pg  wulB^  Q^t  d. h.  5  und , 
einander  entsprechende  Punkte. 

9)  Sind  die  vier  Punkte  A,  B,  CmAM,^aA^bB -\- cC,  einer 
Kugelflache»  also  auch  die  Yerhltltnisse  a:b  und  b :  c,  gegeben,  sind  aber 
nicht  die  Verhältnisse  x  :  y  und  y  :  z  einzehi,  sondern  eine  Gleichung 
zwischen  ihnen  oder  eine  homogene  Gleichung  zwischen  x,  y,  z  gegeben, 
und  ist  daher  der  Ort  voü  S,  :n  axA  -\-  byü  czC,  eine  sphärische 
Curve,  :sü  .siiui  djesc  Curve  und  die  mit  tlerselben  Gleichung  in  Bezug 
auf  den  Ausdruck  n^  tA^  +  yH ^  4-  ^^C',  construierte  Curve  nach 
vorigem  Satze  einander  colhnear.  l'l.s  entsprechen  sich  nümhch  je  zwei 
Punkte  der  einen  und  der  andern  Curve,  für  welche  x,  y,  z  in  den  näm- 
lichen Verhaltnissen  zu  einander  stehen.  NlUhsldi m  sind  nnclivl,  /?,  CM 
und  ^1,,  C,,  M^  einander  cntsprecheude  Punkte,  mögen  sie  zu  den 
Cur\'eu  selbst  gehören,  oder  nicht. 

Zwei  Curven,  die  mil  zwei  nicht  identischen  Gleichungen,  die  eine 
in  Bezug  auf  den  Ausdruck  a orA  + . . . ,  die  andere  in  Bezug  auf  o,  xA , 
•f ... ,  eonstruiert  worden,  sind  etnander  nkht  coUinear,  wenigstens  nicht 
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dergestalt,  dass  dabei  den  Punkten  A,  B,  C  und  aA  +  ...  die  Punkto 
A^,  ß,,  C,  und  a,  A,  +  ...  entsprttcheii.  Deshalb,  und  weil  durch  An- 
nahme anderer  F.  punkte  die  Ordnung,  zu  welcher  eine  Gurve  geh<krt, 
nicht  gettndert  wird,  können  zwei  Curven,  weldie  von  verschiedener 
Ordnung  sind,  auf  keine  Weise  einander  collinear  sein. 

4  o;  Bedeute  («,  y,  z)  eine  homogene  Function  von  y>  Die  durch 
die  Gleichung  {x,  y,  2)  =:  0 

und  den  Ausdruck  axA  -^byB  +czC  bestnnmte  Gurve  heisse  I, 

Btemach  sind  /  und  /|  zwei  einander  coUineare  Gurven»  und  es 
entsprechen  dahei  den  Punkten  B,  C  und  «ii  4>  -|-  «C,  =  IT,  die 
Punkte  0t,  C|  und«iil|-|-fr|0|-}>Ci0|,  sjf|.  Desgleichen  sind 
l  und  emander  collinear  und  dabei  A,B,C,M  und  B^^A^^C^, 
entsprechende  P^inkte.  Im  Allgemeinen  werden  nun  die  eben&Jls 
ehiander  collmearen  Gunren  i|  und  von  einander  verschieden  sein. 
Nehmen  wir  aber  an,  dass  (x,  y,  z)  eine  nach  x  und  y  symmetrische 
Function  ist,  so  können  wir  alsdachmig  für  I,  audi  schreiben :  {y,x,  z) 
=  0;  und  diese  Gleichung,  verbunden  mit  dem  Ausdrucke  OiyAi 
-i-  b^xU^  c^zC^  für  l^,  giebt  eine  mit  ganz  identische  Curve.  Ist 
daher  die  Function  (x,  y,  z)  nach  x  und  y  symmetrisch,  so  sind  die  Curven 
i  und  /j  aucli  doryoslalt  in  colliucarcr  Beziehung,  da&s  A,  B,  C,  M  uud 

A|,  6\,  Ml  oiiuincicr  culsprechen. 

Wenn  folglich  [x,  y,  z)  eine  liach  x,  y,  z  zugleich  symmetrische 
FiMu  I  on  iüt,  so  können  die  Curven  /  und  auf  sechs  vorschiedeue 
Arton  einander  entspreeliend  gesetzt  werden,  indem  man  alsdann  den 
Punkten  A,  B,  C  die  Punkte  Ai,  B C^,  letztere  in  jeder  beliebigen 
Folge  genommen,  entsprechen  lassen  kann.  Dabei  a!)er  entspricht 
stetä  dem  M,  weil  die  Coeflicienlen  a^,  6|,  C|  resp.  mit  den  Punkten 
A|,      C|  stets  verbunden  bleiben. 

Von  der  Coilioeationsverwiindtscbaft  zwischen  Lioieo  der  dritten 

Ordnung, 

§.  40. 

Mit  Ufllfe  des  Voranstehenden  wird  es  nun  keine  Schwierigkeit 
haben,  die  Bedingungen  zu  bestimmen,  unter  denen  zwei  spbllrische 
Linien  der  dritten  Ordnung  einander  collinear  sind,  sdiald  wir  nur  nodi 
die  leicht  erweislichen  Sfttze  berttcksichtigen.  dass  bei  swei  einander 
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collmearen  sphärischen  (oder  ebeoeii)  Curven  jedem  Wende[)unkto, 
Knoten,  oder  Spitze  der  einen  Curve  ein  gleichartiger  merkwürdiger 
Punkt  in  der  nndf  m  entspricht,  und  dass  zwei  an  zwei  einander  enir- 
sprechende  Punkte  beider  Curven  gelegt  fiertthningjBkreise  ach  gleich- 
felis  «ifsprechen.  Vei^.  §.  5. 

Wenn  deouiacli  v«m  iwei  einander  coUinearen  Linien  der  dritten 
Ordnung  die  eine  drei  Wendepunkte  hat»  so  müssen  der  andern  gleich- 
lyis  drei  Wendepnnkte  znkommen.  Da  die  auf  den  Ansdniek  ««A  4- 
hifB-^czC  sich  besiehende  Gleichnng  einer  solchen  lim'e,  den  in  g.  42. 
betrachteten  Fall  ausgenommen,  immer  auf  die  Fonn  {^«y»=  }  $  (dr+y +s) 
gebracht  werden  kann  (§.  35.),  so  sind  je  zwei  solcher  Union,  wenn  sie 
einerlei  Characterisük  g  und  damit  eine  gememscbalUiche  Gleichung 
haben,  einander  coUinear.  Dabei  entspricht  der  Ceniralpunkt  üA  -|-  bB 
•f  eC  der  emen  dem  Geotralpimkle  der  andern,  und,  wie  gehörig,  die 
Punkte  bB  —  eC,  eC  nA,  «A  —  bB,  d.  i.  die  Wendepunkte  (g.  34.) 
der  einen,  den  Wendepunkten  der  andern,  die  F. kreise  BC,  CA,  AB, 
d.  i.  die  an  die  Wendepunkte  der  einen  Linie  gelegten  Berdhrungskreise, 
denselben  Kreisen  bei  der  andern,  u.  s.  w.  Weil  übrigens  die  Gleichung 
nach  X,  y,  z  symmetrisch  ist,  so  kann  man  die  Punkte  A,  B,  C  bei  der 
einen  Linie  den  gleichnamigen  Punkten  bei  der  andern,  oder,  was 
auf  (lasseihe  hinauskommt,  die  drei  Wendepunkte  der  einen  den  drei 
Wendepunkten  der  andern,  in  jeder  beliebigen  Folge  entsprechend 
setzen ,  und  es  sind  daiicr  die  beiden  Linien  auf  sechs  verschiedene 
Arten  einander  collinear. 

Da  ferner,  wenn  ?\vei  l  inien.  deren  jede  drei  Wendepunkte  hat, 
einander  collinear  .-(  in  solli  n,  die  Wendepunkte  der  einen  und  die  der 
andern,  al^o  ntirh  dio  beiderseits  von  den  Tangenten  in  den  Wendt^ 
punkten  gcbildeii  n  Dreiecke  (ABC  und  A^  C,}  einander  entsprechen 
müssen,  so  können  die  Linien ,  wenn  sie  verschiedene  Characterisliken 
haben,  und  foiglidi  ihre  auf  jene  Dreiecke  bezogenen  Gleichungen  nicht 
identisch  sind,  auch  nicht  einander  collinear  sein. 

Zwei  Linien  der  dritten  Ordnung,  deren  jede  drei  Wendepunkte 
hat,  sind  daher  nur  dann  und  dann  immer,  und  z\var  auf  sechserlei 
Weise,  einander  collinear,  wenn  ihre  Cliaracteristiken  einander  gleich 
sind.  Insbesondere  sind  es  daher  alle  die  Linien,  welche  eine  Gha- 
racteristik  =  i  uid  damit  einen  isolierten  Punkt  haben  (§.  36.). 

Das  jetzt  von  Linien  mit  drei  Wendepunkten  im  Allgemeinen  Ge- 
sagte gilt  aber  anch  für  den  speciellen  ing.  48.  erörterten  FaO,  wenn  die 
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an  die  drei  Wendepunkte  F,  H  gelegten  Tangenten  sich  in  einem 
Punkte  C  schneiden.  Denn  die  auf  den  Ausdruck  fxF^  9yG  kzC 
sich  hesiehende  Gleichung  einer  solchen  Linie,  z^=xy  [x  —  y),  ist  frei 
von  einer  erst  noch  zu  bestinunenden  Constante;  mithin  sind  alle  diese 
Linien  einander  coIUoearmwaDdi.  Und  da,  wie  ans  §.  42.  erbellel,  die- 
selbe Gleichung  hervorgehl,  wenn  statt  Fand  G  ein  anderes  Psar  Wende- 
punkte sn  F.ponkten  genommen  wird,  so  können  auch  je  xwei  dieserLinien 
anf  sechs  verschiedene  Arten  emander  coUineur  gesetzt  werden.  Bndlich 
folgt  rnimtUelbar  aus  dem  Princip  der  Golhneation,  dass  keine  dieser  Linien 
einer  andern,  bei  welcher  die  Tangenten  in  den  drei  Wendepunkten  sich 
nicfat  in  einem  Punkte  schneiden,  ooUinear  sein  kann. 

Was  die  mit  einem  Knoten  versdienen  Linien  der  dritten  Ordnung 
anlangt,  sp  sind  diese  msgesammt  einander  collinear,  weil  in  ihrer  auf 
den  Aiisdruck  eiC-^duD-^tvB  bezogenen  Gleicfaung  Btnv  =  (u  +  v)' 
(§.  43.)  kefaie  erst  noch  sn  beslunmende  Constante  voikommt. 

Weil  die  Gleiciiong  nach  ii  und  t;  symmeliteifa  ist,  so  konnrai  je  zwei 
dieser  Linien  anf  doppelte  Weise  anf  efaiander  bezogen  werden.  Hat  man 
namüch  die  eine  Linie  mit  den  vier  Punkten  C,  D,  E und  L,  =  cC  -\-dD 
+  eE,  und  die  andere  mit  den  vier  ihnen  resp.  entsprechenden  C, ,  D^, 
E^  und /v ,  roiislruieiL,  so  kann  man  am  Ii  £,  dem  Ü  und  ß,  ihm  K 
entsprechend  setzen;  d.  h.  die  zwei  Taugenlen  CD  und  LA  am  Kn  oten 
C  der  einen  Linie  können  willkührlich  den  zwei  Tangenten  am  Kn  oten 
der  andern  entsprechend  gesetzt  werden.  Je  zwei  .solcher  l.iaieii  können 
aber  nicht  noch  auf  eine  dritte  Art  einander  collinear  sein ,  weil  der 
Knoten  C  und  der  Wendepunkt  U  der  einen  Linie  und  die  durch  diese 
Punkte  vtn  die  Lmie  gelegten  Tanus  tu-m  CD  und  CE,  DDE  und  ßL 
denselben  Stucken  bei  der  and»  tu  entsprechen  mUssen. 

Kben  so,  wie  alle  Linien,  welche  einen  Knoten  haben,  sind 
endlieh  auch  je  zwei  mit  einer  Spitze  versehene  Linien  einander 
collinear;  denn  in  ihrer  auf  den  Ausdruck  axA  byB  +  czC  sich 
beziehenden  Gleichung  y*z  =  x*  (§.  44.)  ist  keine  wilikllhrliche 
Constante  enthalten.  Dabei  entsprechen  der  Spitze  C,  dem  Wende- 
punkte B  und  dem  Durchschnitte  A  der  an  C  und  B  gelegten  Tangenten 
der  einen  Linie  die  gleichnamigen  Stucke  bei  der  andern.  Je  zwei  sol- 
cher Linien  können  aber  auf  unendlich  viele  Arten  einander  collinear 
gesetzt  werden;  denn  der  Punkt  aA  +  cC  ist  ein  beliebiger  Punkt 
der  einen  Lmie,  und  für  den  ihm  entsprechenden  S|  A|  -f  i|  Bg 
kann  man  jeden  hehebjgen  Punkt  der  andern  wdileo. 
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§.  47. 

Sind  zwei  sphärische  Linien  einander  coUioear,  so  sind  es  auch  die 
Ceolnilprojectionen  derselben  auf  Ebenen,  und  umgekehrt:  sind  zwei 
ebene  Linien  einander  collinear,  so  sind  es  auch  ihre  sphärischen  Pro- 
jectionen.  Alles,  was  im  vor.  ttber  die  collineare  Beziehung  zwischen 
sphttriscben  Linien  der  dritten  Ordnung  bemerkt  worden,  miiss  mithin 
wörtlich  auch  bd  den  eb«ien  dieser  Ordnung  gelten«  Jenadidem  dabo* 
von  zwei  solchen  Linien  die  eine  drei  Wendepunkte,  oder  statt  zweier 
derselben  einen  Knoten,  oder  eine  Spitze  hat,  .muss  auch  die  andere, 
wenn  sie  der  erstem  coDinear  heissen  soll,  im  ersten  Falle  drei  Wende- 
punkte, un  zweiten  einen  Knoten,  im  dritten  eine  Spitze  haben.  Im 
zweite  und  dritten  braucht  kerne  anderweitige  Bedingung  erftallt  zu 
werden.  Im  ersten  Falle  dagegen  muss  noch,  jenachdem  steh  die  Tan- 
genten an  den  drei  Wendepankten  der  einen  Linie  in  einem  Punkte 
schneiden,  oder  nicht,  das  eine,  oder  das  andere  bei  der  entspreche 
sollenden  Linie  gesch^en;  und  wenn  beiderseits  die  dm  Tangenten 
sicli  nicht  in  einem  Punkte  schneiden,  so  muss  noch  die  Characteristik 
der  einen  Linie  der  Characteristik  der  andern  gleich  sein. 

In  §.  iü.  Lünslruierleu  wir  eine  krumme  Flache,  weUhc  die  Eigen- 
schaft besass,  dass  jeder  Schnitt  derselben  mit  einer  El)en(\  welche 
einer  f^cwissen  Grundebene  [)arallel  war,  eine  Linie  der  (Iritlou  Onlnuni; 
mit  drei  unendlich  entfernten  Wendepunkten  und  mit  einer  dem  Ab- 
stände g  der  schneidenden  Ebene  von  ilti  (iiun{lel)ene  j)roportionalen 
Characteristik  gab.  Diese  Flnche  kann  (l;)lier  als  ReprJlsentantin  aller 
ebenen  Linien  der  drillen  Oidnuny;  mit  drei  Wendepunkten  angesehen 
werden,  indem  jede  dieser  Linien  einem  gewissen  mit  der  Gnmdebcue 
parallelen  Schnitte  der  Flache  eollinear  ist. 

Selbst  die  Linie,  bei  welcher  die  Tangenten  der  drei  Wendepunkte 
sich  in  einem  Punkte  tretfen,  kann  man  als  einen  Schnitt  dieser  Fläche 
betraclilen.  Denn  je  grösser  der  Abstand  g'  der  schneidenden  Ebene  von 
der  Grundebene  nach  der  einen  oder  der  andern  Seite  ist,  desto  mehr 
liegen  die  dem  Centralpnnkte  nächsten  Punkte  der  drei  hyperbolischen 
Curven  des  Schnittes  vom  Centraipunkte  entfernt;  desto  mehr  vcr^ 
schwindet  also  das  von  den  Asymptoten  der  auf  die  Grundebene  recht- 
winklig projicierten  drei  Curven  gebildete  und  den  Centraipunkt  als 
Mittelpunkt  enthaltende  endliche  Dreiedi  gegen  die  Curven  sdbst,  wie  ein 
blosser  Punkt;  so  dass  bei  einem  unendlidi  grossen  $'  der  Schnitt  sich  als 
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eine  der  in  §.  42.  betrachteten  Linien,  nur  in  nnendlicber  VergrOssening, 
ansrhen  I^sst.  Auch  stimmt  damit  die  dortige  Bemerkung  ttberan,  dass 
die  Cbaraclerisük  {$')  einer  sotchea  Linie  unendlida  gross  ist. 

Eintheilung  der  Linien  der  dritten  Ordnung  in  Gattungen. 

§  48. 

Der  in  |.  8.  gemachten  Bestimmung  zu  Folge  sollten  die  Lioieii  der 
dritten  Ordnung  nach  dem  Princip  der  Collineation  in  Gattungen  ver- 
theilt werden,  so  dass  je  zwei  dieser  Linien,  jenachdem  sie  einander 
GoUioear»  oder  nichl  collinear  sind,  zu  einerlei  Gattung,  odßr  zu  ver- 
schiedenen gdiürten.  Eine  Gattung  worden  hiemadi  die  Linien,  weldie 
einen  Knoten  haben,  ausouichai ;  eine  zweite  Gattung  die  mit  einer  Spitze 
versehenen  Linien.  Die  tibrigen  Gattungen  würden  aOe  mit  drei  Wende- 
ponlclen  versehenen  Linien  enthalten.  Die  Anzahl  dieser  Gattungen  aber 
würde  unendlich  gross  sein,  da  jeder  Charscteristik  eine  besondeie 
Gattung  entspräche,  und  die  Characteristik  jeden  beliebigen  positiven 
oder  D^ialiv^,  raHonalen  oder  irrationalen  Zahlenwerth  haben  und 
selbst  unendlich  gross  sein  kann. 

Wenn  mm  andi  durch  Angabe  der  CharadetistSc  etwas  der  Linie 
EigenthttmKcbes  ausgedrückt  wird,  und  sie  dabei  noch  unzahlig  ver- 
schiedene Formen  haben  kann,  so  würde  doch  eine  solche  Unterscheidung, 
wo  der  Uebergang  von  einer  Gattung  zur  andern  nach  dem  (Gesotz  der 
Stetigkeit  durch  uncndlioh  viele  andere  geschähe,  nicht  eine  ClasMli(  ation 
zu  iu  iiiien  sein.  L'ntei  diesen  Umständen,  und  wenn  wir  die  Collineation 
als  oberstes  Eintheilungsprincip  nicht  aufgeben  wollen,  scheint  es  am 
angemusüCiiHten,  folgende  Bestimmung  Uber  die  Eintiieilung  iu  Guilungen 
festzusetzen :  dass  je  zwei  Linien  zu  verschiedenen  Gattungen  gerechnet 
werden,  wenn  Ii  ohne  erst  eine  Messung  vorzunehmen,  erkennen  lässt, 
dass  sie  einandt  i  nieht  collinear  sind.  Kann  man  aber  oline  vorher  an- 
gestellte Messung  dieses  nicht  erkennen,  so  zahle  man  sie  zu  einerlei 
Gattung. 

Dieses  festgesetzt,  werden  nach  §.  36.  die  Linien,  welche  drei 
Wendepunkte  haben,  in  fünf  Gattungen  zerfallen.  Legen  wir  niimlich, 
zunächst  nur  die  sphärischen  Linien  berücksichtigend,  an  die  Wende- 
ponkle  einer  solchen  drei  Bertthrungskreise,  und  nehmen  fürs  Erete  an, 
dass  sich  dieselben  nicht  in  einem  Punkte  schneiden.  Durch  sie  und 


durch  dea  WQodekraifl  'wird  die  KugelflHehe  in  acfat  Dreiecke  und 
sechs  Vierecke  xerlegt,  von  denen  die  sechs  letztem  and  sechs  der  acht 
erstem  an  den  Wendekreis  grenzen  (§.  35). 

Zu  der  ersten  Gattung  rechne  man  nun  alle  diejenigen  Linient 
welche  bloss  aus  einer  sich  durch  die  am  Wendekreise  liegenden  sechs 
Dreiecke  wmdenden  Cunre  bestehen.  Die  Charakteristik  g  jeder  dieser 
Linien  ist  grösser  als  1  und  von  endlicher  (kOsse. 

Kommt  zu  einer  also  gefonnten  Cnnre  em  isolierter  Punkt  hinzu, 
so  rechne  man  die  Linie  zur  zweiten  Gattung;  ftar  sie  ist  9  =  I. 

Bei  Lmien  der  dritten  Gattung  hat  sich  der  isolierte  Punkt  zn 
einer  isolierten  Corvo  erweitert,  und  es  fiilii  y  zwischen  i  und  0.  — 
Aus  §.  36.  virissen  wir,  dsss  sowohl  jener  Punkt  und  sein  Gegcnpunkt« 
als  diese  Curve  und  ihre  Gegencorve,  stets  in  den  zwei  nicht  ao  den 
Wendekreis  grenzenden  Gegendreiecken  zu  suchen  sind. 

Die  vierte  Gattung  umfasst  alle  die  Linien,  welche  aus  einer  sich 
durch  die  scclis  Vierecke  ziehenden  Cur\e  besteheu.  Für  diese  Linien 
hat  g  einen  ne^rativen  endlichea  Wcrüi. 

Die  fünfte  (iattung  wird  von  den  Linien  i^ebildet,  bei  welchen 
dir  :in  du'  drei  Wendepunkte  gelegten  Taugcuien  sich  in  einem  Punkte 
schneiden,  und  wo  g  unendlich  gross  ist. 

Von  diesen  fünf  Gattungen  kann  man  die  zweite  und  tlie  lünüe 
auch  bloss  ah  Uebergangsgattuogcn  betrachten ;  die  zweite  als  den 
Ueberf^ang  von  der  ersten  zur  dritten;  die  fünfte  als  den  Ueberyane  von 
der  vierten  zur  erstf-n  Galfune  da  (las  nnoncJIich  £?msse  g  bei  der  fünften 
ebensowohl  positiv  als  nei<ativ  i^enoramen  werden  kann.  —  Den  hier 
nicht  mit  gerechneten  üebergang  von  der  dritten  zur  vierten  Gattung 
bildet  ein  System  von  drei  Hauptkreisen,  als  in  welches  sich  die  Linie 
tOr  g  =  0  verwandelt.  (§.  36.) 

Zu  diesen  fünf  Gattungen  von  Linien  mit  drei  Wendepunkten  kom- 
men als  sechste  und  siebente  Galtung  der  Inbegriff  alier  der 
Linien ,  hei  welchen  an  die  Stelle  zweier  der  drei  Wendepunkte  dss 
einemal  ein  Knoten,  das  anderemal  eine  Spitze  getreten  Ist. 

§.  49. 

Auf  gleiche  Art,  wie  die  sphsrischen.  mttssen  mm  auch  die  ebenen 
Lhiien  der  dritten  Ordnung  in  sieben  Gattungen  zeiftllen,  und  es  wird 
lewht  sem,  die  Meikmale  anzogeben,  an  denen  jede  Gattung  eintebi 
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erkannt  wird.  Hat  nttmlich  die  zu  beurüieilcnde  Linie  hur  einen  Wende- 
ponkt  und  statt  der  beiden  andern  einen  Knoten,  oder  eine  Spitze,  so 
gehört  sie  im  erstem  Falle  zur  sechsten,  im  letztem  zur  siebenten 
Gattung.  Hat  sie  dagegen  drei  Wendepunkte,  so  lege  man  an  diese 
Punkte  drei  Tangenten-  Schneiden  sich  dieselben  in  einem  Punkte,  m 
ist  die  Linie  zur  filnften  Gattung  zu  rechnen.  Im  entgegengesetzten  Falle 
wini  die  Ebene  von  den  drei  Tangenten  und  von  der  die  drei  Wende- 
punkte verbindenden  Gera  li'n  im  .\I!irenieinen,  d.  Ii.  wenn  keine  zwei 
<lie.<?er  vier  Geraden  einaiKift  j»ar;ilk'i  sind,  in  zwei  endliche  Dreiecke, 
ein  «'iKlIiclies  Viereck  und  acht  unendliche  Thcile  zerlegt  [V'ig.  22.). 
Wirt!  diese  Figur  mif  dn*.  Kugel  projiciert.  so  geben  die  zwei  ebenen 
Dreiecke  zwei  .^phiinsclu!  Dreiecke  und  das  ebene  \  icnck  ein  .-«phHi  ischos 
Viereck:  den  acht  unendlichen  Tlieilcn  aber  enlspicchcn  auf  der  Kugel 
abwechselnd  Drei  -  nn*l  Vien'cke,  so  dass  an  die  Seilen  lier  Dreiecke 
bloss  Vierecke,  und  uiiii^ckelirt,  grenzen*).  Da  nun  eine;  spliJlri.sche 
binic  der  \  ierten  GaUuni^  sich  durch  alle  Vierecke  windet,  so  wird  zu 
«lerselben  Gattung  auch  die  ebene  Linie  zu  zahlen  sein,  wenn  ein  Theil 
derselben  innerhalb  des  endlichen  Vierecks  enthalten  ist.  Findet  sich  im 
Vierecke  nichts  von  der  Linie  vor,  so  gehört  sie  zu  einer  der  drei  ersten 
Gattungen,  and  zwar  zur  zweiten,  wenn  sie  einen  isolierten  Punkt  hat; 
in  Ermangelung  desselben  zur  ersten,  oder  dritten  Gattung.  Um  hierüber 
zu  entscheiden,  untersucbe  man  auf  die  in  §.  14.  ang^bene  Weise,  ob 
die  Linie  aus  einer  einzigen  Curvc  besteht,  oder  aus  zweien  zusammen- 
setzt ist.  Denn  im  erstem  Falle  ist  sie  eine  Linie  der  ersten,  im  letz- 
tem der  dritten  Gattung. 

Bin  anderes  Verfahren,  um  die  erste  und  die  dritte  Gattung  von 
einander  zn  unterscheiden,  ist  folgendes.  Ulan  sehe  zu,  ob  die  ebene 
Urne  eine  Cnrve,  sie  heisse  A,  enthlUt,  welche,  sich  ununterbrochen 
(durch  mit-i-  bezeichnete,  also  dreieckige  Bttume)  fortziehend,  zwei  nach 
entgegengesetzten  Richtougen  sich  erstreckende  unendliche  Aeste  hat. 
Beim  Dasein  einer  solchen  Curve  unterschddet  sich  nun  eine  Linie  der 
ersten  Gattung  tou  einer  der  dritten  dadurch,  dass  erstere  aus  X  allein 
besteht.  Ist  aber  eine  Curve,  wie  A,  nicht  vorhanden,  so  zeichnet  sich  die 
dritte  Gattung  vor  der  ersten  dadurch  aus,  dass  sich  bei  ihr  eme  end- 


*)  In  der  Figur  sind  die  den  spiiäriscben  Drei-  und  Vierecken  entsprechenden 
nbuM  iwp.  mit      und  besdohnel. 
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liehe  in  sieb  zuinckkittfende  Curve  vorfindet.  —  Der  Gnrnd  hiervon  ist, 
dass  sich  die  nur  mit  Einem  Paare  unendlicher  Aeste  versehene  Curve  X 
auf  die  Kugel  als  eine  einfiidie  Curve  projiciert,  die  vom  Hauptkreise  v 
(§.  i  3.),  welcher  mit  der  Ebene  von  %  parallel  ist,  nur  in  Einem  Punkte 
geschnitten  wird«  und  dass,  wenn  eine  Curve,  wie  1,  fehlt,  der  Haupi> 
kreis  p  mit  der  einfochen  zur  spblirischen  Projection  der  Linie  gehören- 
den Curve  drei  Punkte  gemein  haben  muss  und  folglich  nicht  auch  noch 
die  Zwillingscurve,  dafem  diese  vorhanden  ist,  treffen  lomn. 

Es  waren  jetzt  noch  die  Modificationen  huizuzufltgen,  welche  die 
voranstehenden  Regehi  erleiden,  wenn  einer  oder  etliche  der  merkwür- 
digen Punkte  der  Linie  oder  eine  der  durch  diese  Punkte  bestimmten 
Geraden  in  die  Unendlichkeit  rficken.  Da  aber  die  Entwickelung  dieser 
Modificationen  durchaus  keine  Schwierigkeit  hat,  so  genüge  es,  den  Blick 
noch  einmal  auf  die  ftinf  Newton'schen  Parabehi,  als  ein  hierher  gehöriges 
Beispiel,  zu  lenken  und  zu  bemerken,  dass  die  parabola  pnra,  je- 
nachdem  die  an  ihre  zwei  symmetrischen  Wendepunkte  gelegten  Tan- 
genten nach  dem  Scheitel  zu  convergiercn,  oder  divergieren,  oder  mit 
einander  parallel  sind,  eine  Linie  der  ersten,  oder  vierten,  oder  fünften 
Gattung  reprliscnliri ,  wahrend  die  vier  (ibrii^en  Ptirabeln  als  Slell- 
vcrtreterinnen  der  vier  übrigen  <iaüungcn  sich  betrachten  lassen. 

Noch  wenigt'i  kami  liier  die  Entwirkeinnc;  der  versi hicdenen  Arten 
von  Linien,  welche  tu  jeder  der  bieben  (i;iitun.«en  tiehören,  eine  Stelle 
finden.  Ich  bemerlve  nur  iii  dieser  Hinsicht,  dass  auf  der  Kugel  die  ver- 
scluedenen  zu  einer  und  derselben  Galtung  gehörenden  Arten  sich  durch 
die  Lage  unterscheiden,  welche  der  mit  der  Projectionsebene  parallele 
Ilauptkreis  gegen  die  die  Gattung  repröscntirende  sphärische  Linie  hat, 
und  (!ass  man  sich  daher  schon  dadurch  einen  nnpefahren  Begriff  von 
den  Formen  der  verschic*  Im  in  ArtcMi  derscIlM»n  Gattung  verschaffen  kann, 
dass  man  i'ine  Kn^r!  mit  iU^r  darauf  verzeichneten  die  Gattung  vor- 
stellenden Linie  in  weiter  Entfernung  aus  verschiedenen  Gesichtspunkten 
betrachtet  und  dabei  sich  jedesmal  die  den  scheinbaren  Rand  der  Kugel 
treflienden  Linientheüe  in  unendliche  Aesle  verwandelt  denkt. 


Berichtigung.  Seile  &S,  Zette«:  nicht  mehr  Geniigp  fMobiehl.  Man  tttM0  kkuu: 
weoig^M  80  lang»  nioht,  alt  ümb  den  GabflcvniiMlB  ans  f,  s  Uns  die  fMNCti 
W«rttM  iMrickAieMfst.  Der  Gfond  Uenwn  u.  f.  w. 
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ALLGEMEINE  AUFLÖSUNG  KINKS  BEIJKIHGILN*  SYSTEMS  VO*N 
LINEARISCHEN  GLEICHUNGEN. 

Die  Auflflsung  eines  beliebigen  Systems  von  Unearischen  Gleichungen 
isl  langst  gegeben  und  wird  in  Gast  allen  Lehrbttcbem  vorgetragen;  allein 
das  Verfthren,  welches  man  dafUr  entwickelt»  wird  unobersicbtlicb,  sobald 
die  Zahl  der  Unbekannten  etwas  gross  ist,  und  verliert  iäst  schon  bei  drei, 
und  vielmehr  noch  bei  vier  oiter  mehr  UnbekamiteD  seine  Anwendbnr^ 
keit;  dies  Verilriiren  verlangt  uberdtes  fUr  jede  grOssoie  Anzahl  von  Un- 
bekannten die  besondere  Gonstruction  der  anzuwendenden  Formeln. 
Bezeichnet  man  die  gegebenen  Gleichuqgen,  wie  folgt: 
ax    bx'    etc.  +  9  =  0 
«^x  +  5V  +  elc.  +  9'  =  0 
etc.  etc. 
dann  ist  bekanndich  für  zwei  Unbekannte  und  eben  so  viele  Gleichungen 
der  Nenner  der  Ausdrucke  der  Unbdcannten  = 

ab'  —  ba' 

und  hieraus  kann  man  nicht  unmittelbar  den  Nenner  der  Unbekannten 
berechnen,  wenn  man  deren  drei  und  eben  so  viele  Gleichungen  hat, 
sooderu  uian  inu.ss  im  Voraus  die  CoelTicicnten  der  drillen  Uiüjekannlen 
und  die  der  t'istcn  und  zweiten  Unbekannten  in  der  dritten  Gleichung 
\eriiiiüel.sl  .t,'CNvisser  Versetzungen  in  den  obigen  Ausdruck  einführen,  und 
dadurch  die  foli^ende  Fonn  consU  uieix  ii : 

abc  —  bac  aco  —  oca  +ca6  — cba 
weiche  nun  der  Nenner  ist.  Diese  Fonnei  kann  man  eben  so  wenig  un- 
mittelbar anwenden  \vefin  vier  oder  nieiir  Unbekannte  durch  eben  so 
viele  Glcichuni4;eii  i^ei^eljcn  sind,  sondern  niu.s>  iii  iiier  von  Neuem  die 
anzuwendende  Formel  ;uis  der  nächst  vüi'lieri;ehendcn,  für  die  um  Eins 
geringere  Anzalil  von  Unbekannten  g(>I(en(Ien,  abieilen. 

Dieser  Umstand,  so  wie  die  oben  erwähnte  Unübersichtüchkeil  die- 
ser Formeln  fUr  eine  grossere  Anzalil  von  Unbekannten  hat  veranlasst, 
dass  man  sich  in  der  Praxis  selten  oder  nie  derselben  bedient,  sondern, 
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wenn  das  gegebene  System  von  Glcirlumgen  weht  etwa  nühcningswcisc 
aufgelöst  werden  kann,  auf  meGbanische  Weise  eine  Unbekannte  nach  der 
andern  eluninfeii. 

Es  schtVn  mir  daher  nützlich  ein  Verfahren  zu  suchen,  welches 
grössere  Uebersicht  gewührt  wie  j&aes^  und  nicht  fUr  jede  Anzahl  von 
Unbekannten  ^rst  die  besondere  Construction  der  anzuwendenden  For- 
meln verlangt,  sondern  die  dir  einige  wenige  Unbekannte  vollständig 
au^gesehriebenen  Fonneb  ohne  Weiteres  auf  Jede  grossere  Anzahl  der- 
selben anzuwenden  gestattet.  Idi  fiind  bald  die  AuflOsong,  die  in  den 
folgenden  Bltttlem  enthalten  ist,  und  die  die  Eigenschaften  besitzt,  die  ich 
so  eben  als  wttnscbenswerth  angeftdirt  habe.  I>iese  Auflösung  ist  dei^ 
jenigen  analog,  welche  Gauss  schon  vor  Jahren  fUr  das  specielle  System 
von  Unearischen  Gleichungen  g^eben  hat,  auf  welches  man  bei  der  An* 
Wendung  der  Methode  der  klehisten  Quadrate  hingefllhrt  wird,  und  die 
sich  nun  als  ein  specieller  Fall  dieser  fUr  jedes  System  von  lineariscfaen 
Gleichungen  gültigen  darstellt.  Diese  Anfldsung  zerfilllt  durch  eine 
Aenderung,  d^  man  mit  einigen  der  HoIi^rOssen  vornehmen  kann,  in 
zwei,  die  in  der  Anwendung  sich  merklich  von  dnander  unlersdi^ten. 
Die  erste  derselben  ist  die  allgemeinere,  indem  sie  nicht  nur  die  Werthe 
der  Unbekannten,  sCHMkm  audi  die  Goeffictenlen  der  unbestimmten  Auf- 
lösung explicite  giebt.  Die  zweite  empfiehlt  sich  durch  kürzere  Rech- 
nung wie  die  erste,  wenn  es  sich  hlos^  um  (\\v  Ermittelung  der  Werüie 
der  Unbekannten  handelt,  friebt  jeilooh  am  h  (iic>  Coclficienten  der  unbe- 
stimmten Auflösung  (lur(  h  eine  Rechnung,  die  nicht  Irtn^er  ist  wie  die, 
welche  die  erste  Aulldsung  hicfUr  verlangt,  wenn  man  aiie  auüzuliiiirenden 
Rechnungen  in  Helracht  zieht. 

Nach  der  Ablfitunü  dieser  beiden  Auflösungen  berücksiehfigp  irh  den 
Fall,  wo  alle  Gleicliongeu  des  j?egebenen  Systems  von  Gleichungen  nicht 
von  einander  unabhängig  sinr!  htk!  wo  man  also  die  Werthe  d<'r  linbe- 
kannten  nicht  berechnen  kann.  I  ii  i:  l>o  das  Kennzeichen  hiefiir  an,  und 
zeige,  wie  man  die  Hedingungsgloichung  selbst,  die  dann  zwischen  den 
gegebenen  Gleichungen  nothwendig  statt  finden  muss,  auf  eine  einfache 
Art  direct  erhalten  kann.  Hiefur  zeigt  sich  die  erste  Auflösung  etwas  ein- 
facher wie  die  zweite,  uidem  gewisse  darin  ohnehin  voricommende  Hiü£b- 
grOsscn  zugleich  die  Coedicienten  dieser  Bedingung^leichung  sin«l. 

Endlich  habe  ich  die  AnNN  cndung  der  Auflösung  und  di»'  Itemerkens- 
werthen  Einzelheiten,  die  dabei  vorkommen,  durch  Beispiele  erittutert 
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Seien 

{aa)  X  +  [ah)  x  +  (ac)  x"  +  (ad)  dr"  +  etc.  +  9  =0 

(ba)  X  +  {bh)  x  +  (6c)  x"  +  [bd)  x"  +  etc.  +  9'  =  0 
(ca)    +  [cb)  x  +  (cc)  x"  +  (crf)     +  etc.  -f  /  =  0 
{da)  X  +  [db)  x  +  (<ic')  j;'  -f  (Jd)  a;'  4.  etc.  +  ^"  =  0 
Ott*.  cKc. 
ein  beliebiges  S;j.s(«'iii  von  liuearisicheü  (ileicliungi^n,  in  wclrlion  x,  x,  etc 
die  iinbckanalen  Cirüssen  bedeuten,  und  die  (Ic^Liru  iciitcn        {ah),  {ba), 
etc.  von  einander  unabhängig  sind.  Mau  niultiplieiere  die  erste  (lleieluing 
mit  der  unbestimmten  GrüstMi  o,  und  addiere  sie  hierauf  zur  zweiten. 
Hierdurch  entsteht 

[(«a)is+(H]«+[(fl6)a+(6^)]«>[(«c)«+(^]»+[(«i)«+(W^ 

Selzen  m  nun 
(oa)  «  +  (6a)  =  0 
(ab)  «  +  {hb)  =  (66,1) 
(«)«  +  (6c)  —  (6M) 
{ad)a  +  (bd)  =  {bi,i) 
etc. 

80  eijjjiebt  sich 

{bb,\)  x  +  (6t;,  1)  x"  +         i  +  etc.  ^  Q'  —  0, 
in  welcher  x  eliminiert  ist. 

Multiplicieren  wir  femer  die  erste  Gleichung  mit  «',  die  zweit«  mit/?'» 
und  addieren  beide  hierauf  zur  dritten,  so  bekommen  wir,  wenn  wir 
(o^i  i  a  +  [ha)  ß'  +  (ca)  —  0 
(60)  a  +  (66)  ß'  +  [cb)  =  0 
(ca)  o'  +  (6c)  ß'  +  (ce)  =  (<»,2) 
(ito)«'  +  (6d)^  +  (crf)  =  (crf,2) 
etc. 


(2) 


(3) 


aetzen, 


(cc,2) «  +  («<.2)  d;"  +  etc.  4  0"  =  0. 

wo  »  and  d?'  elimimeii  sind.  Dorch  ForlselKOiig  dics|$  Verfiiliröns  er- 
giebt  sich  feiner 
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(M)  a-  +  (te)  f  +  M  f  •  +  (ifci)  =^  0 . 
(oft)  «-  +  (W)     +  (et)  /  +  (*)  =  0 

(«)  «•  +  (k)    +  (««)  /  +  W  =  0 
(4)   \  (od)«  +(W)^ +  (««)/  + W  =  W3) 

etc. 

;(W,3)  aT  +  etc.    +  (T  =  0 
und  so  fort,  bis  alle  vorgcgubenen  Gleicfauagen  erschöpft  siiid.  Das  iir<> 
sprungliclie  System  von  Imearischen  Gleichungen  wird  also  durch  dieses 
Yerfahren  in  folgendes  verwandelt: 

(aa)  X  +  [ah]  x  +  (ac)  x  +  (ad)  j;"  +  etc.  +  9  =  0 

(6fc.l)    +        «•  +  (6d,1)  a:"  +  etc.  +  0'  =  0 
JH)  »•  +         j;"  +  etc.  +     =  0 
(<«.3)  x"  +  etc.  +  (t—  0 
etc. 

wo  in  jeder  nachfolgenden  Gleichung  immer  eine  unbekannte  Grosse 
weniger  vorkommt^  wie  in  der  vorhergehenden,  so  dass  die  letste  der- 
selben nur  Eine  Unbekannte  enthSH. 

Diese  Gleichungen  haben  demnach  dieselbe  Form,  welche  Gauss 
zuerst  dem  spedellen  System  von  linearischen  Gleichungen,  auf  welches 
die  Methode  der  kleinsten  Quadrate  hinftlhrt,  gegeben  hat.  Gleichwie  m 
diesem  Falk)  kann  man  in  dem  hier  behandelten  allgemeineren  die  vor- 
stehenden Gleichungen  weiter  entwickeln  und  voHstttndig  auflösen. 

Die  eben  entwickelten  Gleichungen  zeigen,  dass  man  jedenfalls 
setzen  kann: 


(5) 


  1*6,1)       T   (jp^^  -  -r  ^jj^g, 


etc. 

wo  A\  etc.,  B^t  etc.  unbestimmle  Grossen  sind.  Substituieren  wir  nun 
diese  Werthe  der  Unbekannten  in  die  vorhei^henden  Gleichungen,  so 
bekommen  wir  identische  Gleichungen,  die  in  eben  so  viele  zerfallen, 
wie  unbestimmte  Grossen  vorhanden  sind,  und  also  diese  bestimmen. 
Wir  erhalten  dad|ytA  die  folgcndon  Gleichungen,  aus  wefchen  A,  A\  etc., 
IT,  etc.  bestimmt  werden  müssen. 
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(gg)  A  -Ka6)  ^  0 

{aa)  A  +  (ab)  B'  +  [ac]  _.  0 

jbbj)  D'  -f  iVI)  ^  Q 

(oa)  -A'+  (fl*)  Ä"  +  (ac)  6"'  +       =  0 

(W.4)JB''+(k,1)6'  +  (6(i.i)=:0 
 (cc.2)  C  +  (cd.2)  =  0 

 etc^^  

Diese  Gleichungen  sind  denen,  von  welchen  wir  au^^angen  sind, 
ähnlich,  und  die  Unbekannten  haben  dieselben  Coefiicienton,  nur  igt  die 
Zahl  aller  Unbekannten  hier  saooessive  von  unten  an  gerechnet,  immer 
um  Bins  kleiner,  und  die  bekannten  Glieder  sind  die  Coefficienten  der 
zuletzt  w^ggefollenen  Unbekannten.  Wir  kiftmen  hier  ebenfiüb  aetzen  : 

—  r= 


(ee.t) 

jcd.t) 

(cc,i] 

(CC.8) 


und  ebenso  fUr  die  andern  der  v<»stehenden  Syeteme  von  Gldchungen. 
Die  Substitution  dieser  Gleichungen  giebt  zur  BesÜmmong  von  6,  G\  ff 

die  folgenden  Gteichungen: 

(flfl)  G  +  {ab)  =  0 
{aa}G'+  iah)  H'  +  (a<^  =  0 

(hb-]]  ir  -f  \hc.  1 )  ^  0 

welche  mit  den,  dem  System  für  A\  li\  C.  vorangehenden  obigen 
Systemen  identisch  sind.  Hierdurch  wird  also  ofTc  nbar,  dass 

C  =  A,  G  =A\  H'=:B,  etc. 
und  \vir  haben  daher  sofort  zur  Bestimmung  von  A,  A',  etc.,  die 
folgenden  Ausdrücke: 


  ä'        M.  + 

—  zr^ 

^  ■-  (oa)  + 

—  C'  = 


A  + 
+ 


(cc,»l 


A' 


etc. 


(«) 
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welche  wiedenmi  den  Ausärttcken  (5)  zur  Bestimimiiig  der  Unbelaniiiteii 
selbst  analog  smcl. 

2. 

Um  durch  Anwendimg  der  Ausdrucke  (6)  und  (5)  die  Werthe  der 
UnbeJEBnntMi  berechnen  zu  können,  müssen  durch  Hülfe  der  AusdrUdte 
(2),  (3),  (4),  etc.  die  Goefficienten  (66,4),  {hc,i),  etc.  (ee,2)»  etc.  (T,  etc. 
berechnet  werden.  Hier  zeigt  sich  ein  wesentlicher  Untersdiied  zwischen 
der  vorli^jend^  Aufgabe  und  der  Auflösung  des  qpecieUen.  Systems 
von  Gleichungen  t  worauf  die  Methode  der  kleinsten  Quadrate  fUhrt. 
Wir  haben  hier,  zufolge  der  Ausdrücke  (2),  (3),  (4),  etc.  die  folgenden 
Systeme  von  tineariscben  Gleichungen  aufzulösen: 
(aa)  g  «f  (6a)  =  0 

{aa)  a  +  [ba]  ß'  +  [ca]  ^  0 
jab)  a' jbb)  ß' +  leb)  0 

(fla)«'+(ia)/J"+(ca)/  +  (dfl)  =  a 
(06)  «•+  (66)  ß'  +  {cb)  y  +  ((i6)  =  0 
(sc)  « -i-  (6c)  f  4-  (cc)  /  H>  (de)  =  0 
etc. 


die  sich  von  flfm  ursprünglichen  Systoni  darin  unterscheiden,  dass  die 
Cocfficionten,  die  dort  in  liorizontaler  Reihe  stehen,  sich  hier  in  verticalcr 
befinden,  und  umgekehrt.  Bei  der  Auflösung  der  Gleichungen,  die 
die  Methode  der  kleinsten  Quadrate  giebt,  haben  im  Gcgentheil  die  den 
vorstehenden  corresponrlircnden  Hülfsgleirhungen  die  nämliche  Form 
wie  die  g^iebenen,  welches  man  leicht  erkennt,  wenn  man  (6a)  =  (a6), 
etc.  macht. 

3. 

Um  die  Auflösung  der  eben  angeführten  Gleichungen  zu  bewerk- 
stelligen, wollen  wir  im  Allgemeinen  ein  System  von  Gleichungen  be» 
trachten,  in  weichem  die  Coeflicienten  der  horizontalen  Reihen  denen 
der  verticalen  im  ursprUnghchen  System,  und  umgekehrt,  gleich  sind, 
und  dieses  System  in  Bezug  auf  das  ursprünghclu;  das  reciproke  System 
nennen.  Sei  daher  das  reciproke  System  das  folgende: 

(aa)  y  +  (6a)  y'  +  (co)  y  +  (rfo)  +  etc.  +  r  =  0 
(a6)  y  +  (66)  f^'  +  (c6)  y"  +  [db)  y  +  etc.  +  r'  =  0 

[ac)  y  +  (6c)  y'  +  [cc)  y  +  {de)  y"  +  etc.  +  r  =  0 

(ad)  y  +  (6<^y'  +  (ed)y''  +  (dd)  y"  +  etc.  -f  f^=  0 
etc.  elc. 
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Zur  Auflfisung  dieses  Systems  haben  wir  dem  Vorhergehenden  zu 
Folge,  wenn  wir  die  betreffeudea  Yerwandluogea  vornehmen,  die  fol- 


genden  Gleichungen: 

{aa)  a,  +  {ab)  = 

0 

[ha)  a,  +  [bb]  ^ 

(66,1) 

[ca)  a,  +  [cb)  ~ 

{cb,i) 

{da)  a,  +  (db)  = 

{db,i) 

etc. 

ro,  +  r'  — 

R' 

[aä]  a\  +  [ab]  ß\  +  [ac]  =  0 
\ba)  «;  +  {bb)      +  {hc)  =  0 
[ca]  a;  +  [cb]  ^,  +  [cc)  =  (cc,2) 
{da)  «;  +  (dt)  ^,  +  (de)  =  (d0,2) 
etc. 

r«J  +  r'/j;     +  r"  =  ir 

(<m)  a[  +  (a6)  -f  [ac)  y\  +  (fl/f)  =  0 

(6a)  «;'  +  (66)  +  (6c)  y\  +  i  6<i  :=  0 

(ca)  a,"  +  (c6)  +  (cc)  y,'  +  (cd)  =  0 

(da)     +  (d6)  +  (de)     +  (dd)  =  (dd.3) 
etc. 

n<+rÄ  +rV;[    +f"'  =ir. 
u.  8.  w.  Femer 


—  («ö  ^ 


(cfe,<) 
(46.4) 


+ 
+ 


(«fc.») 


etc. 


(*•) 


(3-) 


{*') 


(«■) 


-»•= 


+ 

^1,'  +  etc. 


^  +elc. 


etc. 


(«') 
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Bevor  ich  weiter  gehe,  mache  ich  darauf  aufmerksam,  dass  ich  im 
vorhergehenden  Artikel  Gruppen  von  Grössen,  die  äusserlich  von  den 
correBpondirenden  in  Art.  1.  verschieden  sind,  dioselben  abkürzenden 
B<»eichnungen  {bb,\),  (cc,T,  [dd,Z),  etc.  gegeben  habe.  £s  ist  daher  zu 
beweisen,  dass  diese  in  der  That  identisch  sind.  Nehmen  wir  die  beiden 
Ausdrücke  für  {dd,3)  vor;  diese  erfordern,  dass 

(«Iii)  «;  +  (db)  ß;  +  {de)  rl  =  («i)  «  +  {bd}  ß'  +  id)/ 
sei.  Um  zu  zeigen,  dass  diese  Gleichung  in  der  That  in  allen  Fallen 
statt  tndet^  sobtlitnieiie  ich  die  Werthe  von  {da),  (d6),  (d!i;).  welche  sich 
aus  den  drei  ersten  Gleichungen  (4),  so  wie  die  von  (od),  (6d),  ed).  welche 
sich  aus  den  drei  ersten  Gleidnmgen  (i')  eigeben. 
Hierdurch  entsteht  ohne  Weiteres: 

{m)  a"  ^  +  {ha)     i<  +  (es)  /  «I 
+  [ab]  a  ßl  +  (66)  ß'  ßi  +  (c6)  y  ß", 
+  (oc)  a  y[  +  {hc)  ß-  r\  +  ('^'V  Y  K  ^ 
(oa)  a\  a    +  {ab)  ß[  a    +  [ac)  y'[  a 

+  (6a) «;  ß"  +  bb  ß;  ß'  +  (6c)  y;  ß' 
+  (cfl;  o;'  /  +{ci^ß,  r  ■^{cc)r\  r 

welches  0  =  0  isl.  Eben  so  beweist  man  die  Identität  tk  t  uhr  igen 
Ausdrucke,  welche  mit  demselben  Zeichen  bezeichnet  worden  sind. 

5. 

Aus  dem  Vorhergehenden  eigiebt  sich  nun,  dass  man,  um  sur  Auf> 
lösnng.  des  ursprünglichen  Systems  von  n  Unbekannten  zu  gelangen, 
eine  Reihe  von  redproken  Systemen  auflösen  muss,  von  welchen  das 
ausgedehnteste  « —  4  Unbekannte  enthalt  Um  diese  au&ulOsen,  muss 
man  eine  Rdhe  von  ursprunglichen  Systemen  auflösen,  von  weldM»  das 
ausgedehnteste  n —  2  Unbekannte  enthalt.  Dann  wieder  eine  Reihe  von 
reciproken  Systemen ,  von  welchen  das  ausgedehnteste  n  —  3  Unbe- 
kannte enthalt,  und  so  fort,  bis  luaii  (  ndlich  auf  Eine  ursprüngliche  und 
Eine  recipi  oke  Gleichung  konnut,  lUiiulich  auf  die  beiden  Gleichungen 
{ad\  a  +  (6a)  =  0  und  (ao)  o,  +  (a6)  =  0. 

Man  k  Ulli  daher  mit  diesen  anfangen  und  succcs.sive  zu  den  aus- 
gedolinli  I  (  11  Systemen  aufsteigen.  \vodiir(;h  man  endlich  die  vollständig 
ausgeiutirtc  Auflösung  des  vorgegel)enen  Systems  erhult.  Vemiuge  der 
llelaliouen,  die  zwischen  den  Unbekannten  der  aufzoltitienden  Systeme 
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statt  finden,  reduciert  sich  diese  Arbeit  sehr«  und  fUhrt  darauf  lun,  dass 
man  erst  die  beiden  vorslehendm  Systeme  v(m  Biner  Unbdmnnten,  dann 
zwei  Systeme  von  zwei  Unbekannten,  und  so  fort,  bis  endlich  zwei 
Systeme  von  n  —  f  Unbekannten  anfenlOsen  hat,  welche  letztere  als- 
dann unmittelbar  die  Aulldsung  des  vorgegdienen  Systems  gjeben.  Bs 
enthalten  femer  in  diesen  Reiben  von  Systemen  immer  die  vorbeigehen- 
den die  Voibereitungen  zur  Auflösung  der  beiden  zunächst  folgaiden. 

6. 

Gohen  \vir,  um  dieses  zu  zeigen,  zu  den  Gleichungen  (Sl)  zurUclt. 

Die  erste  dieser  giebt   (te) 

«  —  ^(i.) 

und  wenn  a  hieraus  berechnet  worden  ist,  geben  die  üJjrigon  Gloi- 
cbungen  (2}  die  Coeftirionten 

^,1  ,  (bcA\  (6rf,1),  etc.  Q, 
die  Gleichungen  (6')  geben  ferner  zu  erkennen,  dass 

^,  =  a 

ist.  ^^  II  kutiuncn  nun  zu  (Jen  Gleichungen  (3).  Hier  haben  wir  zuvördor^jt 
ein  reeiprokes  System  von  zwei  Unbekannten  aul/iilOsen.  Wir  müssen 
also  in  der  im  Art.  3.  gegebenen  allgemeinen  Auflösung  eines  reciproken 
Systems  die  Unbekannten  und  die  Zalil  der  Gleichungen  auf  die  beiden 
ersten  beschranken,  und  diese  sowohl  wie  die  bekannten  GHedcr  den 
Gleichungen  (3)  gemäss  abändern.  Wir  müssen  daher  in  (5') 

o',  ß\  (ca),  {eb) 
resp.  für  y,  y',  r,  r 
setzen.  Hierdurch  und  durch  Zuziehung  der  Gleichungen  (2  )  erhalten 

«I = — y- 

(6tt)  «,  +  (66)  =  (66,1) 
jr  =  (öi)ai +  (<*)  =  (€*,!) 
und  endlich,  wegen  A^=a, 

(«•)      .  ^ 



worauf  die  übrigen  Gleichungen  ;3 

(«J,SI).  K2),  etc.  (T 
geben.  Durch  die  Gleichungen      und  6)  erkennt  man  femer,  dass 

A\  —  a' ;  F,  ~  fi' ;  A    -  «, 
isL  Wir  gehen  Jetzt  zu  den  Gleichungen  (4)  Ober.  Um  das  in  diesen  ent* 
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halteno  reciproke  System  von  drei  Unbekanolen  aufisolOseii,  selieii  wir 
in  die  aUgemoine  Auflösung  des  Art.  3. 

a,  /J",  /.  {da),  (d6).  {äc) 
resp.  für  y,  y\  y",  r,  r',  r". 
Hierdarch  bekonuDen  wir  aus  (2')  imd  (3') 
Jr  =  {di)a,  +  (Ä)  =(A,1) 

jr  =  (dl) «;  +  WA  +  (<fe) =(dfe,8) 

und  faiermit  ans  (6') 

"  —  -  M         -Ifib.i)  »  ^  -{«.»)  « 

ät  —  4.       (de,«)  ^ 

P  —  -(»,«)      ^  -(cc.i)  P 

•   (<fc,«) 

T  —(«.«)  * 

Um  die  Ausdrücke  filr     und  ^ ,  die  hier  gebraucht  werden,  zu 

finden,  müssen  wir  uns  an  das  ursprungliche  System  halten,  und  darin 

nur  X  und  x,  so  wi(!  die  beiden  ersten  Gleichungen  beibehalten.  Wir 
müüseu  also  iu  Uiesi'm  System,  in  Folge  der  beiden  ersten  Gleichungen 
(3')  X,  x,  q,  q 

resp.  in       ßi,  {ac),  {bc) 
verwaodohi.  Hiermit  ergiebt  sich 

Q  =(«c)a  +  (6c)  =  (6c,1) 


und 


—  —  («a)  "T  —(66,4) 


Wir  erkennen  ferner  durch  die  Gletcbungen  (6)  und  (6'),  dass 
Al  =  a'';  Bl  =  fir;  C;  =  /;  A!  =  ^;  5»  =  ^ 
ist.  Diese  Identificierungen  können  ohne  Grenze  fortgesetzt  wenien, 
und  wir  gelangen  dadurch  zur  ausgeführten  Auflösung  eines  l)eiieb%en 
Systems  von  lüiearischen  Gleichungen.  Die  bereits  abgeleileten  Aus- 
drucke geben  durch  ihre  regefanSssige  Form  schon  zu  erkennen,  wie  alle 
folgenden  zusammengesetzt  sein  mttssen,  und  wir  können  daher  jetzt 
schon,  wenn  wur  sie  in  der  Folge,  wie  sie  zur  Anwendung  kommen,  hin- 
schreiben» daraus  die  filr  jede  beliebige  Anzahl  von  Unbekannten  erfor- 
derlichen Ausdrucke  ableiten. 

7. 

Es  ergiebt  sich  somit  durch  die  vorhergehenden  Ableitungen ,  dass 
matk,  um  das  unter  (1)  aufjgestelUe  beliebige  System  von  linearischen 
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Gleirluingpn  voUsUndig  auficokteeii,  die  fierechnong  der  folgenden  Aus- 
drücke auszuführen  hat: 


•*          —  [aa] 

iab}a+ {bb)  =  {bb,i) 
(flc)a  +  (6c)  ^{bci) 
(«(f;«  +  (6<i)  =  (6<i,1) 
etc. 
+  ^    ~  Q 

(AaW, +(fe6)  =  (66,1) 
(ca)  a,  4  (c^)  =  (^^.  ^) 
(<ia)a|  +  (rf6}={d6J) 
etc. 

'           («»)  ,      (cft.M  „ 

«  —  ~(aa)       -{66.1)  « 

A'  ~ 

^  _       {«)  . 

-1».«) 

(ac)  «' +         +  (cü)  =  (cc.2) 
elc. 

9"  +  VP      +  ¥    —  " 

(ca)  «;  +  {cb)  Ä  +  («ß)  =  («j,2) 

(d»)«;+(iÄ)/j;  +  (&)  =  (ifc,2) 

etc. 

{da)           (d6,M  „  ,  ' 

^    .                      {db,i)  t 

P  —              -ZT^w^i)      +  P 

y  "                             —  (cc.ai 

„"  —  («*.•) 

—  («.«) 

(«i)«+(6cO^'+(«<)/+(«W)=(dd.3) 
otc. 

{da) «;  +  W  Ä[  +         W  =(<W,3) 

elc. 

u.  s.  vv.  bis  zur  Abtheilung,  in  welcher  der  Index  der  Grössen  rechter  Hand 
=  n  —  1  ist,  wenn  die  Zalil  der  Unbekannten  »  genanut  wird.  Hierauf 
hat  man 


^il^  +etc. 

etc. 

Diese  Ausdrucke  geben  zu  erkennen,  dass  die  Endfünuelo  ftlr  die 
Unbekannten  denen  fur  die  Hulfsgrössen  «,,«,,  (f^,  etr.  analog  sind, 
und  dass  die^u  IcUlcren  eudÜdi  iu  die  ünbekauutcu  bt-ii>sl  übergehen. 
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Hat  man  nilniliVh  nur  zwei  fj|(M(-hun!4:(ni  mit  eben  so  vieleo  UnbekaDoteD, 
so  eriiaJl  mau  die  Werthe  dieser,  wenn  man 

Ä 

macht,  und  ia  den  obigen  Ausdrücken  Dir  diese  Hulisgrössea 

q  für  (ac) 
lind  Q'  fUr  {bc,\) 

substituiert.  Sind  drei  GJeichuDgeii  mit  drei  Unbekannten  gegeben,  so 
wird  «!  =  « 

r;  =  «' 

wenn  man  in  die  betreffenden  Ausdrücke 

q  fbr  (otf) 
(T  für  (6d;<) 
(T  ftlr 

subsliCuierl,  u.  s.  f.  ftlr  mdir  Gleicliungen  und  Unbdmnnte. 

For  die  Grossen  (6^,1),  etc.  enthAlt  die  vorstehende  Auflösung 
doppelte  Ausdrucke,  von  wichen  man,  strenge  genommen,  nur  die  einen 
anzuwenden  braucht,  berechnet  man  aber  beide  Ausdrucke  einer  jeden 
dieser  Grossen,  so  erhlllt  man  eme  schätzbare  Controtte  ober  die  Rieh- 
tigiceit  der  vorhergehenden  Rechnung. 

fch  bemerke  femer,  dass  m.der  vorstehenden  Auflösung  eines  be- 
Uebigen  Systems  von  linearischen  Gleichuiigen  die  Gaussische  Auflösung 
des  in  der  Methode  der  Ueinsfen  Quadrate  voriraimnenden  Systems  von 
linearischen  Gleichungen  als  specieller  Fall  enthalten  ist.  Macht  man 
nämlich  {ba]  =  (ab),  etc.,  so  sieht  man  ohne  Weiteres,  dass  die  Grössen 
der  zweik'ü  Coluinuc  mit  denen  der  ersten  identisch  werden,  und  diese 
werden  alsdann  milden  IhUsi^rOssen  identisch,  welche  in  der  genannten 
Gaussischen  Auflösung  voikummen,  obgleich  in  der  äusseren  Form  eine 
kleine  Verschiedenheit  statt  findet,  die  darin  besteht,  dass  Gauss  die 
Grossen  cc.'i).  (cd,^),  etc.  ffW.3i,  etc.  von  dcti  (.i 'isson  f5c,1),  ibd,\),  etc. 
{cd,2),etc.  abhängig  i^eni  u  hl  hat,  \sahrend  slall  d(.^^^cn  hier  dicisO  Grössen 
in  Function  der  Coeflii  itMiten  (6c},  (6(f),  elc.  {cdj,  elc.  der  gegebenen 
Gleichuügeu  durgestellt  sind. 

8. 

Es  triin  sich  zuweilen,  dass  man  ein  vorgegebenes  System  von 
linearischen  Gleichungen  unbestimmt  auflöt^en  mus«,  sei  es,  um  den 
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Einfluss  der  einzelnen  bekannten  Glieder  auf  die  Werthe  der  Unbekannten 
zu  ermessen,  oder  aus  andern  Ursachen.  Die  luibestimmte  Auflösung 
ergiebt  sich  fast  unmittelbar  aus  der  vorstehenden  bestimmten,  indem 
die  darin  vorkommenden  HtllfsgrOssen  « ,  ß\  etc.  o, ,  ,  /f, ,  etc. 
die  CoefBcienten  der  unbestimmten  Auflösung  auf  eine  einfache  Weise 
bilden  helfen.  Die  Berechnung  der  Q',  0",  etc.  genannten  Grössen  wird 
nun  Überflüssig  und  braucht  also  nicht  ausgeführt  zu  werden.  Die  Sub- 
fltilalion  der  vorstehenden  Ansdrttcke  dieser  GrdMen  in  die  Ausdrucke 
für        etc.  giebt  sogieich 

m  ={ü)?  +  (ilJI)g'  +  (AC)^'+(iiD)g''  +  elc. 

«r  =  (M)  q  +  {BB)  q  +  (ßC)  q"  +  {BD)  q"  +  etc. 
s'  =  {CA)  q  +  (CB)  q  +  {CC)  q'  +  (CD)  q"  +  etc. 
^  =  {DA]  q  +  {DD)  q'  +  {DC)  q"  +  [DD)  q'  +  ete. 
etc.  etc. 

wo 

{BA)  = 

(AB) 
(££) 

e»c  etc. 


-{cc,a)  Ä  +  tz^jj-Ä  +etc. 
■  ~(*6,i)  «I  +  -  (er,«)  «i  +  ::rrdd:iy  «i'  +  ete. 


etc.  etc. 
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-  (<«,») 

+  etc. 

m = 

+  clc. 

m= 

« 

-  idd,S) 

f J  +  clc. 

{DD)  = 

+  etc. 

etc. 

elc. 

wodurch  die  iiiibestiimiile  Auflosiiiig  aiuigeAlhrt  ist.  Wenn  man  in  diesen 
AiuKlrttcken  die  Bedingungen 

«  =  o, ;  «  =  aj  ;  ß  =  ßt;  elc. 
einführt,  die,  wie  man  gesehen  hat,  unmittelbare  Folge  der  Be- 
dingungen (6a)  =  (oft),  elc.  shid,  so  eigeben  «eh  sofort  die  Gausaiscben 
Ausdrucke  flir  die  Gewichte  der  Unbekannten,  bei  Anwendung  auf  die 
Methode  der  kleinsten  Quadrate. 

9. 

Die  im  Voiiiergehenden  enthaltene  Auflösung  unserer  Aufgabe  ist 
60  allgemein  wiemfiglich,  indem  sie  die  ausgeführte  unbeslimmle 
Auflosung  des  gegebenen  Systems  von  Gleichungen  enthalt.  Will  man 
aber  von  dieser  letzteren  absehen,  und  nur  die  bestimmte  Auflösung 
haben,  dann  lassen  sich  die  Ausdrücke  des  Art.  7.  noch  vereinfiiehen. 
Man  kann  nflmlich  alsdann  statt  der  HolfiggrOasen  o,  a,  ß",  etc.  c^,  a\,  ß^, 
etc.,  deren  Ausdrücke  mm  grössere  Tbeü  aus  mehreren  Gliedern  be- 
stehen ,  andere  einführen ,  die  durch  eingliedcrige  Ausdrücke  gegeben 
werden,  und  deren  logarithmische  Berechnung  daher  wenige  Mülio 
erfordert. 

Wir  könnten  die  nun  zu  entwickelnden  Ausdrücke  mit  weiiitr  Miilu' 
aus  denen  des  Arl.  7.  erhalten,  allein  da  ihre  tlirt'cte  Ahleitung  aus  dcii 
gegebenen  Gleichungen  auch  wenig  Arbeit  verursjiclit.  und  kurzer 
wie  die  obige  Ableitung  der  allgemeineren  Ausdi n  k(  des  Art.  7..  so 
will  ich  wieder  von  dem  gei;el>enen  System  von  (^ieu  liungen  ausgehen, 
und  diese  hier  zu  mehrerer  Deutlichkeit  wiederholen. 

(oa)  X  +  [ab]  x  [ac]  x  -H  {ad)  x"  +  vXc.  +  9  =  0 
{ha)  X  +  (66)  X  +  (6c)  x  +  [bd)  x"  +  etc.  +  q  =  i) 
[ca]  X  +  [cb]  X  +  [cc]  X  +  [cd)  x  +  elc.  +  9"  =  0 
(<ia)  X  +  (<ö>)  X  +  (<fc}  X  +  {U)  X  +  etc.  +  g '  =  0 
etc.  etc. 
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Mulüpliciercn  wir  hier  die  orsic  Gleichung  mit  und  addieren  sie 
zur  zvv(ntcn;  multiplicicron  wir  fcmor  die  erste  mit/,  und  addieren  sie 
zur  dritten;  mulüplicieron  wir  f(;mcr  die  erste  mit  ^,  und  addieren  sie 
zur  vierten,  u.  s.  f.,  bis  alle  gegebenen  Gleichungen  erschöpft  sind. 
Selzen  wir  nun  in  jeder  der  so  erhaltenen  Gleichungen  den  Coefficionten 
von  «  gleich  Null,  so  ergeben  sich  zur  Bestimmung  der  unbestimmten 
Factoren  ß,  f,  d  etc.  folgende  Gleichungen : 

(fla)/?  +  (te)  =  0 

(oa)  y  +  (ca)  =  0 

(041)«+ W  =  0 
etc. 

Fahren  mr  ausserdem  die  folgenden  HttUsgrOssen  ein : 
(a6)/?  +  (66)=(6M);  (oft) y +  (<*)=  (c6,l);  {afc)<>+(*)  =  (dft,fj; 
(«5)'^  +  (5<j)=(*c,l);  («:)/  +  (<»)  =(c«,l);  («)  a+(rfc)  =  (iic1);  etc. 
(«rf)/y+(M}=:(W.4);  (ad)y  +  (cd)=(«l.1);  («l}d+(<W)  =  (d(l,|); 
etc.  '      etc.  etc. 

qß  +  q  =  a  i  qr-  +  ^ "     (?',   :  qd   +  ?"  =  Qiv 
so  erhalten  wir  folgende  Gleichungen  ohne  x: 

{bbX)  X  +  (6c,  1)  X  +  [hd^)  x"  +  etc.  +  Ö'  =  0 
{c6.t)  X  +  (cd)  X  +  (c*i,l)  x"  +  etc.  +  O;  ==  0 
[db,\)  X  +  ;dc,1)  X  +  (rf(i,l)  +  etc.  +  (?;,=  0 
etc.  etc. 

deren  Anzahl  n  —  1  ist,  wenn  das  gegebene  System  aus  n  Gleichungen 

besteht. 

Multipliciercu  wir  nun  die  erste  dieser  Gleichungen  mit  der  unbe- 
stimmten Grösse  und  iuldii  ren  sie  zur  zweiten;  multiplicieren  wir 
femer  du*  erste  mit  (d,  Ij.  und  addieren  sie  zur  dritten;  u.  s.w.,  so 
ergeben  sich,  nachdem  luan 

(66,l)(y,1)  +  (c6,1)  =0 
(66.1)id.l)+((i/»,1)  =  0 
clc. 

gemacht,  und 

[bcA)  [yA]  +  (cd)  ^  (cc.i);  (6d)  iß  I  i  -f  (dc,1)  =  (rfc,2); 

+  Kt)  =  (cd.2};         (d, Ij  +  (<W.l;  ^  (iW.2}; 
etc.  clc. 

gesetzt  hat, 

AMiaa41.  d.  K.  S.  tics.  d.  WiMeDwh.  1.  ^ 
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(cc.2)  X  +  x"  +  o(c.  +  0"  ^  0 
(iic.2)  «  +  (<i<<.2)     +  elc.  +     =  0 

etc. 

die  weder  x  noch  x  enthalten ,  und  deren  Anzahl  n  —  2  ist.  Durch 
Fortsetzung  dieses  Verfahrens  erhält  man  femer 
{ce,%)        +  (iiß,2)  =  0 

ofc. 

etc. 

0"       +  (?;  =  (T; 

(d(i,3)  X '  +  etc.  +  0"'  =  0 
elc. 

u.  8.  w. ,  bis  man  ziilcl/t  auf  Eine  Gleichuni.;  mit  Einer  Unbokannion 
kommt.  Hieniiil  liabeu  wir  die  verlangte  Auflösung  schon  erhalten. 

10. 

Durch  einfache  Substitution  der  Werthe  von  fcc.1 ).  kdA).  etc.  'dc,\)t 
[dd,\),  etc.  etc.  in  dir  betreffenden  Aiisdi  lickc  können  wir  diese  Grössen 
eliminieren,  und  dadurch  die  Zahl  der  ühnlieli  hezeielineteti  Cirüssen  auf 
die  uu)i,'liclist  geringe  reducieren.  Ks  ergeben  .sich  somit  für  die  be- 
sliiumle  Auflösung  eines  lidicbigen  Systems  von  lineansehen  Gleichunfzen 
folgeode  zu  berechnende  Furmeki,  die  die  zweite  Auflösung  ausmachen. 

P —  — (M)  '  f —  -(M)  »  ^  —  -m  ♦ 
(•6)/»+(66)  =  (W.I) 

{9C)  ^  +  (fcc)  =       ;    («6)  y  +  (c*)  =  (c6.1) 
(«i)/f+(M)  =  (M,1);  («6)iH-(iifc)=(<».l) 
etc.  etc. 

(y'^)=^:i  =  (^.^)=-;S;^;etc. 

(flc)y  +  (6c,1){y.1)  +  (cc)  =  (cc,2) 

(oii) y  +  (6rf,1)  (y.  1 )  +  icd)  =  (cd,2);  {«c)  a  +  (6c.1)  (d.l)  +      =  (<ic.2) 
etc.  etc. 

etc. 
etc. 
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«=^::  ^+d:f '-+^22- +«*>•+ ^ 

ir=elc.  +  ^^l^j 
elc. 

Man  erkennt  leicht,  dass  alle  mit  /.wei  Buchstaben  und  einer  an- 
gehängten Zahl,  so  wie  Q\  Q",  etc.  bezeichneten  GrOsaen  mit  den 
gleichbeKeichneten  Grdasen  der  ersten  Auflösung  identisch  sind.  Man 
sieht  femer,  wie  im  Art.  9.  angezeigt  wurde,  dass  die  in  der  ersten  Auf- 
lösung mit  o,  ,  etc.  «i,  «4,  ^,  etc.  bezeichneten  HttlfsgrOssen,  hier 
durch  ß,  etc.  (;r,1),  etc.  ersetzt  sind,  die  durch  lauter  eingliedrige 
Ausdrucke  g^ben  sind.  Wenn  man  hi  den  Fonneln  der  vorstehenden 
Auflösung  die  Bedingungen  (6u)  =  (oi),  etc.  einfuhrt,  so  werden  diese 
mit  der  oft  erwähnten  Gausaschen  Auflösung  völlig  identisch. 


Obgleich  in  der  eben  abgeleiteten  zweiten  Anflösung  einps  be- 
liebigen System?;  von  linearischen  Gleichuniren  die  unbeHfuuujle  Auf- 
lösuni;  mihi  ausdr  ücklich  euUialten  ist,  .so  kunacn  die  <l()efticienten  der- 
selben docli  daraus  berechnet  werden,  ohne  da^s  man  die  Htllfsgrössen 
a,,  aj,  ß\,  etc.  zu  beredinen  n^ithig  hat.  Dieses  werde  ich  jetzt  zeigen. 

Es  ist  an  sich  War,  dass  tuan  die  Cocfdcienteu  von  q  der  unbe- 
slinnnlen  Auflösung,  d.  i.  in  Z«'ichen  des  Art.  8.  [AA],  [BA],  {CAi,  etc. 
durch  die  bestiiimite  AuflOsuni;;  bekommen  musi>,  wenn  man  in  dieser 
q=si,  q'  =  0,  q"  —  0.  etc.  nmcht.  Ferner  muss  man  die  Coeflicient(  n 
von  q\  d.  i.  [ABl,  lili ,  CD),  etc.  bekommen,  wenn  man  in  der  be- 
stimmten Auflösung  q  0.  q'  -  1,  7"  ^  0.  de.  macht,  u.  s.w. 
Wenden  wir  diesen  Satz  auf  die  .Vuflusung  des  vor.  Art.  an.  so  sielit  man, 
dass  bloss  q.  Q .  Q\  vir.  and*  re  Wcrthe,  wie  die  dort  angegebenen, 
annehmen,  wahrend  alle  anderen  Htllfsgrössen  unverändert  bleiben. 
Setzen  wir  daher  nach  und  nach  q  =  i,  q'  =  i,  q'  —  \  .  etc.  und  zu- 
gleich alle  anderen  q  gleich  Null,  so  bekonuncn  wir  fUr  die  uuiietiiiounle 
Auflösung  folgende  zu  berechnende  Ausdrücke: 
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B!  =  r  +  fy  ^}  ^ 

jr  =  d  +  (aj)ii  +  (a,2)ii' 

etc. 

=  (C4)  +  — (BA)  +  ete.+^ 

(CA)  =^:^  (DA)  +  etc. + 


Femer 

S'  =  (a,1)  +  (d,2}S 
etc. 


(cir)=^;::::i(j)H)+eic.+:^ 

etc. 

Ferner 


Ferner 
P  =  elc 


(fl) 


(«*)=^  (<»)  +       im  + 


elc. 
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Es»  liisst  sich  leicht  zeigen,  dass  iliu  hier  eingeführten  Gröä.sen 
R.  /f ,  R",  etc.  resp.  mit  o,  a,  a,  etc.  S,  S',  etc.  resp.  mit  ß\  etc. 
r,  etc.  resp.  mit  /,  etc.  identisch  sind. 

Fiüirt  man  hier  die  Bedingungen  (6a)  =  [ab],  etc.  ein,  so  wird  man 
auf  das  Verfahren  hingeltihrU  welches  ich  in  Nr.  der  Astron.  Nachr. 
zur  Berechnung  der  Gewichte  gegeben  habe.  In  diesem  Falle  wird  die 
Beredinung,  wie  ich  am  angef.  Orte  gezeigt  habe,  bedeutend  ein&chm*, 
wie  in  dem  hier  behandelten  allgemeinen  Falle,  Bs  wird  nSmlich  die 
Berechnung  der  HulfsgrOssen  if,  JT,  etc.  S  etc.,  T,  etc.  ttberfhtesig. 
Um  dieses  hier  zu  zeigen,  werden  vrir  annehmen,  dass  die  Zahl  der  Un- 
bekannten vier  sei;  die  Folgerungen,  die  wir  hieraus  ziehen,  gelten,  wie 
leicht  einzusehen  ist,  fUr  jede  beliebige  Anzahl  von  Unbekannten. 

Nehmen  wir  nun  das  vorstehende  System  von  Gleichungen  (D) 
zuerst  vor.  Dieses  gicbt  uns  ungeandert  die  Werlhc  der  Grössen 

{DD),  [CD),  {BD)  und  (AD). 

Da  aber  nun,  wie  die  Ausdrucke  des  Art.  8.  nach  Einriüirung  der 
Bedingimgen  {ba)  =  {ab),  etc.  zeigen.  {DC}  =  {CD)  ist,  so  brauchen  wir 
die  letzte  Gleichung  des  Systems  (C)  nicht  zu  berttcksichtigen,  sondern 
können  sogleich  den  eben  gefundenen  Werth  von  {CD)  Dir  (DQ  in  die 
drei  ersten  Gleichungen  {€)  substituieren.  Diese  geben  somit  unabhängig 
von  den  Httlfsgrttaseu  T,  etc.  die  Coefficienten 

{Cq,  {Bq  und  {Aq. 

Da  uui)  aber  {CD)  =  (UC)  und  (DB)  —  {BD)  ist,  so  können  wir 
diese,  deren  Werthe  wir  schon  edialU  n  haben,  resp.  für  {CD)  und  [DB) 
in  die  beiden  ersten  Gleichungen  [B]  subölituieren,  welche  uns  imu, 
ohne  dass  wii-  S,  S\  etc.  zu  kennen  hrauchen,  die  CoefBcientcu 

{BB^  und  -AB] 

geben  werden.  Endlich  giebt  die  Substitution  von  den  schon  gefun- 
denen Werthen  von  {AB),  (AC)  und  {AD)  resp.  Oir  {BA),  {CA)  und  {DA) 
in  die  erste  der  Gleichungen  (A)  den  Werth  des  Coefficienten 

ohne  die  Kennlniss  von  B,  R,  R',  etc.  vorauszusetzen. 

Das  Verhalten  <lie.ser  beiden  Auflösun.m n  /.u  i  iUttnder  bei  der  An- 
wcnilinii,'  derselben  wird  mau  am  sicl»er&leu  aus  dem  dieser  Abhandlung 
zuzulUjjCndco  ausrululichuu  uumeribcUcn  Beispiel  erkcuueu. 
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18. 


Es  ist  noch  der  Fall  zu  erörtern  übrig,  wo  in  dem  gegebenen 

System  von  Gleichungen  Eine  Gleichung  oder  mehrere  in  den  übrigen 
enthalten  ist,  oder  diesen  vvidcrsprichl,  und  es  also  uninüfilit  li  ist.  die 
Unbekanntrn  nns  diesem  System  von  Gleichungen  zu  bt^stinuni'ii.  Es 
kommt  dniaul  an,  die  Kennzeichen  anzugeben,  wodurch  dieses  in  den 
beiden  vorstehenden  .Auflö.sungen  sich  ausspricht,  so  wie  die  Bodiagimgs- 
gleichungen  selbst  zu  linden. 

Bezeichnen  wir  die  n  Gleichungen  (I)  zur  Abkürzung  mit  v  =  0; 
»'  =:  0;  =  0  ;  v"  ~  0,  etc.  und  n  von  den  l'nliokannlen  unabhängige 
Facloren  mit  f;  f  ;  f";  f ;  etc.,  so  besieht  bekanntlich  das  aoalytigche 
Kriterion  des  Umstandes,  dass  eine  der  gegebenen  Gleichungen  in  den 
übrigen  enthalten  ist,  oder  ihnen  widerspricht,  dann,  dass  sich  für  die 
Factoren  /*;  /";  etc.  ein  System  von  Werlhen  finden  lOsst,  wodurch 
fr^fv'^  fv'  +  /V  +  etc.  =  (T  oder  =  constante ....  (f) 

wird,  und  wenn  keine  der  gegebenen  Gleicbiingen  in  den  ttbrigen  ent- 
halten ist,  oder  ihnen  widerspricht,  so  ist  eine  GIdchung  wie  [F)  un- 
möglich. Wenn  zwei  oder  mehrere  dßr  geg(^benen  Gleichungen  in  den 
übrigen  enthalten  sind,  oder  ihnen  widerspieclien,  so  lassen  sich  eben 
so  viele  Systeme  von  Werthen  von  f;  f;  etc.  finden,  deren  jedes  eine 
Bediiigungsgleichung  wie  (F)  bildet. 

Da  das  Vorhandensein  \on  mehi(M(Mi  Redingunc:s!.'loichungon  'F) 
die  Sache  in  Bezug  auf  die  l'nauilushaikeit  der  gegebenen  Gleiehiniuen 
nicht  ändert,  so  brnuchen  wir  im  Folgenden  nur  den  Fall  zu  betrachten, 
wo  eine  Bedingungsgleichung  vorbanden  isl. 

Nehmen  wir  zuerst  an ,  dass  von  den  Factoren  f ;  f  ;  etc.  keiner 
=  0  ist;  substituieren  wir  für  v\  v;  etc.  die  Gleichungen  {ij  in  und 
setzen  die  Coeffieienten  einer  jeden  I  inl)ekannlen,  wie  fUrdas  Erfillilscin 
von  F  nolhwendig  ist,  gleich  Null.  Dadurch  erhallen  wir  die  folgenden 
n  Gleichttiigen: 


(m)  fi-      f  +  («i)  f  +  (du)  f  +  etc. 

(«6)    (w}f  +  («6)  r + (*)  r  + 
(«)/•+ (6c)  r  +  {«?)  r  +   r + euj, 

(ad)  f  +  (M)  ^'  +  (c^r  +  (dil)  r  +  etc. 


0 
0 
0 
0 


,  (G) 


etc.  etc. 
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Verfifleirhen  v,\v  diese  mit  den  Gleichungen  (2).  (3),  (4),  elc. ,  so 
sehen  wir,  da.s.s  die.  ersten  n  —  I  dcrselbfn  mit  dem  (n —  0**™  oder 
letzten  System  von  Ilulfsglcichungen  identisch  sind,  die  in  der  ersten 
obigen  Auflösung  der  Gleichungen  (i)  vorkommen.  Die  Verhaltnisse 
yi^T"'  /-n^" '  S'"^  daher  identisch  mit  den  Hiilfsgr^jssen  a'"^*', 
etc.  und  werden  ilun  ii  den  Gang  der  Auflösung  unzweideutig 
bestimmt.  Die  linke  Seite  der  vorstehenden  oder  letzten  Gleichung 
wird  aber  nun  mit  der  linken  Seite  des  Ausdrucks  für  qq,  n — 1)  identisch, 
wenn  wir  hiermit  dit?  letzte  der  Grössen  (66.1);  fcc,2);  (rfrf,3);  etr  be- 
zeichnen. Wir  erhalten  also  (qfj,n — 4^^0,  und  da  die  so  bezei(  lineten 
Grössen  in  beiden  obigen  Auflösungen  identisch  sind,  so  ist  die  Gleichung 

*/7.  tt — i)  ~  0 

in  beiden  Auflösungen  das  Kennzeichen  des  Falles,  den  wir  hier  i>e- 
trachten. 

Wenn  aber  einer  oder  mehrere  der  Factoren  f  ;  f  ;  etc.  gleich  Null 
aod,  so  kann  sich  ereignen,  dass  nicht  qq,  n — 1),  sondern  irgend  eine 
der  vorhergehenden  Grössen  dieser  Gattung,  Ja  selbst  die  erste  derselben 
{bb,\)=0  wild. 

Seien  z.  B.  ausser  f  und  f  alle  f  gleich  Null,  dann  geheo  die  Gteichungen 
(6)  in  folgende  Ober: 

[aa)  f  +  (ba)  f  :=  0 
{ab)  f [bb]  r  :=  9 
!ac)  f+  [bc]f^O 

(fld)  f  +  ibd)  r  =  0 

etc. 

durch  deren  Vergleirhnng  mit  den  Gleichungen  (2)  man  erkennt,  dasa 

a=:jr,  (66.1)  =0,  (6c,1)  =  0.  (6d,1)  =  0,  etc. 
Waren  statt  dessen  f,  f,  f  die  einzigen  Factoren,  die  nicht  Null  sind, 
80  Würde  man  eben  so  linden,  dass  die  vorstehenden  nicht  statt  finden, 
dagegen  aber  > 

«'  =  -J^,  ^=-^,  (aj.2)  =0,  (€rf,2)=0,  cic. 
wäre,  U.S.  w.,  wenn  von  einem  gewissen  f  an  alle  folgenden  fNull  änd. 

Bs  bleibt  nocb  der  Fall  zu  betrachten  übrig,  wo  in  der  Reihe  f,  f\  etc. 
einer  oder  mehrere  Null  sind,  ohne  dass  alle  folgenden  auch  Null  sind. 

Seien  alle  auf  Z*^  folgenden  f  gleich  Null,  und  ausserdem  ein  be- 
liebiger Factor,  z.  B.  =  0,  dann  geben  die  GleichoDgen  (6)  In  die 
folgenden  ober : 
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(Ä) 


iaa]  f  4-  {ha)  f  +  {da)  f  +  etC.  +  [ka]  =  0 
(ab;  f  +  [bb]  f  +  {dh)  f  +  etc.  +  (W)  P  =  0 
[ac)  f  +  /-  +  (de)  r  +  etc.  +  [kc)  —  0 
(at/)  /•  +  (W)  f  +  {dd)  r  +  etc.  +  [kd]  f  ■>  =  0 
etc  etc. 

deren  Anzahl  wie  immer  n  ist.  Die  HiilfsgleichuriL^CM  der  ersten  Auf- 

Irtsiing.  niii  welchen  die  obigen  Gleichungen  verglichen  werden  mlLsäen, 

sind  nun  die  Ibigenden: 
(aa)        +  'ha'  ß"-''  +  (ca)y"-'>  +  (d«)^"-'»  +  etc.  +  (Jka)  =  0 
iah]  a"-''  +  [bb:        +  {cb)Y"-''  +  (dfe)  etc.  +  (kb) 

iac)  a^'-'*  +  (6c)  i?"""  +  (cc;y"-'>  +  [de]  r(r.  +  (fec) : 

{ad)         (64) /8<'-»'  +  (cd)^*-"  +  (<W)       +  etc.  +  {kd). 
etc.  etc. 

deren  Anzahl  i  isl.  wozu  noch  die  folgenden  kommen : 
{ak)       +  (6*)  ^<^'>  +  (dfe)y +  (lÄ)^«'-*»  +  etc.  +  (M)  ^ 
(«/)       +  {hl)       +  (rf)  y     + (Ä)  a«-«  +  etc,  +  («) : 
etc.  etc. 

deren  Anzahl  n  —  i  ist. 

Da  diese  beiden  Systeme  von  Gleichungen  (K)  und  (L)  neben  ein- 
ander stall  finden  müssen,  so  dividiere  ich  die  Gleichun«en  (K]  durch  /'"' 
und  ziehe  sie  einzeln  genommen  von  den  Gleichungen j^L;  ab;  hierdurch 
ergeben  sit  li  lolgende: 


0 
0 
0 


(« -  -^or  J  +  -     \+[^)r +  idc)  1<J*'-'*  -      }  +  etc.  =  0 

etc.  etc. 
(«*)(«<"'  -  -;ij}  +  («)b»<«—;^  }+(*),<"•+(*)  (*^—P)+ete.=(tt.i) 

(«<;  I«'"'-  -  Jr., )  +  Ii»"-"— ^  1+  Wr-''  +  m  [r-"-  P 1  +etc.  =(W.i) 

etc.  etc. 

welche  .sogleich  zu  erkcimcn  geben,  dass  gleichwie  in  den  vorher  bc- 
trachteten  Fällen 

»O-l»  _f     .  Ä«-0         f',  -(•'-»)  A  Xl_.  A<'-*>  .C_.  Ali» 


(jkM)  =0;  (A/,t)  =0;  etc. 
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und  es  ist  aus  dieser  Analyse  zugleich  ersichtlich,  dass  wir  auf  dasselbe 
Resultat  kommen  müssen,  wie  viele,  und  welche  der  Factoren  /  auch 
vor     gleich  Null  seien. 

13. 

Die  Aiisoinandcnsotzungcn  des  vorii^on  Art.  crschOpfon  alle  mög- 
lichen Fälle,  die  die  Bedingungsgleichung  [F)  darl)iolen  kian,  und  entr 
halien  somit  den  Beweis  der  folgenden  drei  SäUe. 

1""  Satz. 

«Wenn  man  bei  der  Auflösung  irgend  eines  Systems  von  lincarischen 
t  Gleichungen  nach  einer  der  beiden  hier  vorgetragenen  Methoden  findet, 

«dass  in  irgend  einer  der  folgenden  Gruppen 
{bb,i),  {6c,1},  (Hl),  clc. 

oder 

{«.2).  (cd;«),  etc. 

oder 

(da,3),  etc. 

oder 

etc. 

«alle  vorhandenen  Grossen  gleich  Null  werden,  so  ist  eine  der  Glo- 
«chongen  des  g^ebenen  Systems  von  Gletchungen  in  den  übrigen  ent- 
«halten,  oder  widerspridil  ihnen,  und  die  Ermittelung  der  Unbekannten 
«aus  diesem  System  daher  unmöglich.* 

2'"  Satz. 

«Wenn  in  der  Bcdin?:iin.2[sglcichung 

/ü  +  f  v  +  . . .  +  ^  =  0  oder  -  coustanle, 

«wo  die  gPü;ol)('t)on  Gleichungen  i>— 0,  t?'  —  0.  nie  in  derselben Roihen- 
«folge  aulijfsicllt  Miiid,  wie  bei  der  Ain\(  ii  liiiii;  der  Auflösung,  alle  auf 
«f    folgenden  / gleich  Null  siud,  so  ist  cb  unmer  die  ji**  der  Gruppen 

{bb,\},  (6c.  1),  etc. 
{cc,^)  etc. 
etc. 

«welche  verschwindet,  es  mögen  vor  f^'^  einer  oder  mehrere  dieser 
«Factoren  Null  sein  oder  nicht.» 

3»"  Satz. 

«Wenn  es  die  f "  Gruppe  ist,  in  welcher  alle  Grossen  gleich  Null 
«werden,  so  ist  immer 
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«wodurch  «»an  also  allo  /  l>i.s  aul  einen  derselben  erhält,  welcher  der 
cNahir  der  Sache  iiacli  willkührlich  bleibt.» 

Es  kann  zuweilen  lüloressc  haben,  die  Bedinsrungsgleicliun,?.  wenn 
solche  statt  findet,  kennen  zu  lemon.  um  eine  der  darin  concurrirendon 
Gleichunpfen  nuszuschlioi5;.scn,  und,  wo  möKlirh.  durch  eine  andere,  un- 
abhängige zu  ersetzen.  Durch  den  dritten  Salz  kann  man  die  Bedinguugs- 
gleichung  ohne  Weiteres  aufstellen,  wenn  man  sich  der  ersten  Auflösung 
bedient  hat ;  hat  man  aber  die  zweite  angewandt,  so  niuss  man  die  Hulfs- 
grösseo  a'^~*Kfi"'~'\  etc.  nach  den  betreffenden  Formeln  der  ersten  Auf- 
l<teung  besonders  berechnen. 

44. 

Durch  die  in  dem  gegebenen  System  von  Gleichungen  grade  statt 
findenden  nomenschen  Werthe  der  CoefTicientcn  kann  sich  ereignen. 
dasB  eine  oder  mehrere  der  Grossen  {bc,i),  {bd,i),  etc.  (c(2,2),  etc.  Null 
werden.  Dieses  hindert  den  Fortgang  der  Auflösung  nicht  im  Geringsten. 
Es  kann  sich  aber  auch  ereignen,  dass  eine  der  GrOSlsen  (66,1),  (ee,i), 
(dd,3),  etc.  Null  wird,  ohne  dass  alle  ttbrigen  Grössen  derselben  Gruppe 
Null  werden.  Da  in  diesem  Falle  der  eben  bewiesene  1*^8812  nicht  er- 
fhlU  ist,  so  bleibt  vor  der  Hand  unentschieden,  ob  eme  der  gegebenes 
Gleichungen  In  den  Übrigen  enthalten  ist,  oder  nicht.  Das  Verschwinden 
von  emer  der  Grossen  (66,1},  (cc,2),  etc.  widil  aber  hemmend  auf  die 
Fortftthrung  der  Auflösung,  weil  diese  Grössen  m  den  Nennern  vor- 
kommen. Es  ist  In  diesem  Falle  nichts  weiter  zu  thun,  wie  die  an* 
genommene  Reihenfolge  der  Unbekannten  zu  verilndem.  Die  einiachBie 
Versetzung,  di^  man  vornehmen  kann,  ist  die,  dass  man  die  Unbekannte, 
welcher  irgend  eine  der  in  der  betreffenden  Gruppe  nicht  verschwis^ 
denden  Holfsgrössen  angehört,  in  allen  Gleichungen  an  die  Stelle  der 
Unbekannten  setzt,  weteher  die  erste  verschwindende  Hid&grösse 
kommt,  und  diese  Unbdoumte  an  den  Platz  jener.  Dadurch  braticht  bi 
der  bereits  ausgeführten  Rechnung  nichts  geändert  zu  werden,  sonders 
bloss  die  Bezeichnung  der  vorher  berechneten  Httlfsgrössen  und  ihre 
Reihenfolge  wird  analog  geändert.  Z.  U.  wenn  man  gefunden  hat 

(cc,2)  =  0 

icd,i}  ^  0 

{ce,2]  k 
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WO  k  und  l  numerische  Wertho  hcfleutcn,  die  von  Null  vcrsRhieilcMi  sind, 
so  kann  man  entweder  e  an  den  l'latz  von  c  und  iinii^'okehrt,  und  also 
auch  x'*  an  den  Platz  von  x"  und  unifiokehrt  rUckcn,  oder  man  kann  diese 
Versefzunir  mit  fund  c,  sowie  mit  x^und  vornehmen.  E.s  müssen  femer 
die  analogen  \ crsetzuni^en  mit  \  bc\V  und  'he.  )'''  f»d('r  resp.  (6/ii)t  SO  wie 
mit  [ac]  und  [ae)  und  resp.  (a/*;  \  oi  i.'eiionniien  werden, 

TrifR  man  im  weilen*n  Verlaufe  der  Rechnung  wieder  auf  denselben 
Umstand,  so  nimmt  man  w  ieder  die  (>l)cn  erklärte  Versetzung  vor,  und 
so  ferner.  Gelangt  man  nun  durch  diese  Verwechselung  der  zuerst 
angenommenen  Reihenfolge  der  Unbekannten  dahin,  dass  keine  der 
betreflendeD  Hulfsgrössea  verschwiudra,  80  ist  keine  der  gegebenen 
Gleichungen  in  den  idsrigen  entlialten, '  und  man  bekommt  die  Werthe 
der  unbekannten  Grossen.  Findet  sich  aber  nach  diesen  Versetzungen, 
dass  endlich  alle  Hulfsgrössen  Einer  Gruppe  verschwinden,  dann  ist  dem 
im  vorigen  Art.  abgeleiteten  1*^  Salze  gemäss  wenigstens  eine  der  ge- 
gebenen Gleichungen  in  de&  obrigea  entlialten,  und  es  wtlre  vergebliche 
Mtthe,  die  Auflösung  durch  die  Vcnmalmie  anderer  Versetzungen  der  Un- 
bekannten weiter  fortitahren  zu  wollen.  Man  muss  im  GegentheO  die 
Bedingungsgleichung  dem  3***  Satze  gemäss  suchen,  eine  der  darin  voi^ 
kommenden  Gleichungen  ausschliessen,  und  durch  eme  andere,  unab- 
hängige zu  ersetzen  suchen. 

Schliesslidi  bemerke  ich,  dass  es  sich  von  selbst  versteht,  dass 
auch  (oa)  nicht  gleich  Null  sein  darf.  Wenn  man  daher  em  System  von 
Gleichungen  aufzulösen  hat,  in  welchem  Ein  Goefficient  oder  mehrere 
derselben  gleich  Null  sind,  so  darf  man  die  Beihenfolge  der  Gleichungen 
oder  dßr  Unbekannten  nicht  so  wühlen,  dass  die  erste  Unbekannte  in  der 
ersten  Gleichung  nicht  vorhanden  ist,  denn  dadurch  wäre  (aa)  =  0. 

15. 

Es  scheint  mir  dienlich,  die  in  den  beiden  zunächst  vorhergehenden 
Arlt.  vorgetragenen  Umstände  durch  einige  Beispiele  zu  er  lautem. 
Seien  als  erstes  Beispiel  die  gegebenen  Gleichungen  folgende : 
j:  -f      +      +  x"  —  4  0 
«  +  j'  —  J-"  +  x'  —  i  0 
X  +  X  4-  X  — X  —  2  =  0 
X  —  X  —  X  +x  =0 
auf  welches  ich  die  zweite  Auflösung,  d.  i.  die  Fonuelu  des  Art.  10. 
anwenden  werde. 


1 10  P.  A.  Euimt,  kuemamR  Aim/iwm 


Wir  hokommcu  hier 

ß  =  —U  r  =  — 1;  d='-ii 
und  hiermit  ergiebt  sich 
{bb,i)=  0 
(6c,1)  =  — 2 
(hdJ)  =  0 

Da  nicht  alle  Gt-usseu  dieüer  Gruppe  gleich  Null  geworden  sind,  so 
isi  n(>()i  unentschieden,  oh  alle  i;es;eb<»nen  GleichurigOD  von  uiiiaiultT 
unabhiliigi:^  sind,  oder  nicht.  Vorsetzen  wir  nun,  den  Vorschrillen  des 
vorigen  Art.  f^emüss,  die  zweite  und  dritte  ünbekanoie  oebst  den  dazu 
gehörigen  Uulfsgrössen,  so  hüben  wir: 

X     x"  +  x  -\-  x"  —  4=0 

X  —  x  +  x  +  x"  —  2  —  0 

X  +  X  +  a;  — X  —  2  =  0 

X  —  X  — X  +  a;  =0 

ß=  —  \-         y  =  —  \id  =  —  i 

—  2- 

_  0;(c6,1)^0; 


(6t;,  1) 
{bd.i) 

Q 

Uicmll  findet  sich 

(cc,2) 
(c<i.2) 


=  2 


0 

Wir  mOssoi  also  jetzt  die  dritee  und  vierte  Unbdkaniite  nebst  den 
darauf  sich  beziehenden,  bereits  berechneten  HulfsgrüsseD  in  der  Cotomne 
Unker  Hand  verwechseln.  (Die  Ilulfsgrössen  in  der  Colnmne  rechter  Hand 
bleiben,  wie  leicht  einzusehen  ist,  unverändert,  wenn  nicht  lUe  Reihen- 
folge der  Gluie Illingen  verändert  wird.)  Wir  haben  al&o  jetzt 


ferner 


X  —  X  +  a;  +  X 
»  +  a?  —X  +  » 
» — »'  +  «"  —  x' 


—  1  ; 

r 

—  2; 

(6c,i)  = 

0; 

(c6.1) 

{hd,\)  = 

0; 

(d6.1) 

0  = 

2 

2  =  0 
2  =  0 
=  0 

=  0; 
=  — 2i 
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(y.1)=      0;  (d.l)  =  — 1 
(cc.2)  =  —2; 

{cd,2)=      0;(dc.Ä)=  0 

(r=  «; 

die  mit  den  schon  berechneteD  Hüll^grOssen,  abgesehen  von  der  Ver- 
wechselong  der  Bezeichnungien,  idenlisdi  sind.  Ferner  ei^ebt  sich 

(<y.2)  =  0 
(<i(l,3)  =  -  2 

(T  =  2 

und  hicmit 

«  =  —  «*  —  a?"  —  »'  +  * 

also 

ar=i 

«•=1 
0  =  4 

Als  zweilcä  ütiispicl  seien  die  gcgcboncn  Gleichungen  folgende : 
»+4x'+  X    +  2a;"  —  8  =  0 
»  +  4  «'  +2»'  _  18  «-^  -»  5  =  0 
—  X  +40     +     —40  aT  =0 
S  «  +  4     — 2j;'  +        —  5  =  0 

die  ich  durch  die  erste  Auflösung,  oder  die  Formeln  des  Art.  7.  be- 
handeln werde. 

Bier  bekommen  wir  zuerst 

«  =  —  4 
(M,4)  =  0 
{fcc,4)  =  4 
(H4)  =  — 4 

Hier  sind  zwei  Versetzungen  möglich ,  weU  zwei  Grössen  dieser 
Gruppe  nicht  gleich  Null  sind. 

Ver^tzen  wir  die  zweite  und  vierte  Unbekamile,  weil  da- 


4  f  8  '    '    "1^  #«  niMMfr,  ALLGBNEfNE  AoFLÖSCRQ 

durch,  abgesehen  vom  algebniiscbea  Zeichen,  (66«1}  möglichsl  gross 
wird*).  Wir  bekommen  somit: 

«  +  2  dT  +  a-"  +  4x'  —  6  0 


ff —  2 

ar 

4-2x"  +  4/  —  6  =  0 

■                               1            •  ^^^^^ 

^  *  40 

X 

4-  ^"  +10ar'  0 

2  £ 

m 
X  • 

 4,  ix'  5  =  0 

a  =  — 

■  1 

«1  =  —  2 

=  - 

-4 

=  _  4 

(W)  = 

1 

0 

=  — 3 

3 

a  — 

3 

«4  =  — i 

ß^  =  - 

-2 

Ä=  +  i 

(cc,2)  = 

0 

(crf,2)  = 

U 

Wir  müssen  also  nochmals  die  dritte  und  vierte  Unbekannte  nebst 
den  dazu  geliorigen  liitli.Ngrüsjjeu  versetzen,  wodurch  wir  erliallen: 


X  +  2 

X 

^  i  X 

+    X  —  8  = 

X—  2 

w 

X 

+  4  x' 

+  2  X  —  5  = 

—  x—ii) 

X 

+10      +    X  = 

ix  + 

MI 

X 

+  4  x' 

_2j;—  5  = 

a  —  — 

-  i 

a,  =  —  2 

(66,1)=- 

-  4 

(66,1)  =  -  4 

(6c,  1}  = 

0 

(c6,1)  ^  —  8 

(W.l)  = 

1 

(ii6,4}  ==  —  3 

0  = 

3 

a  — 

3 

«;  =  -4 

2 

{cc,2)  = 

44 

(cc,2)=  44 

M,2)  = 

0 

(dc2)  =r  —  4 

<r=— 44 


*)  Die  Divisoren  (66,1),  (c€,i),  etc.  möglichst  gross  zu  machen,  int,  wenn  aach 
nidit  in  dfeMB  Beispiel,  doch  In  den  «d  UtufigrtaD  vofloiniiiendeo  FMlIeo,  wo  die 
Coefficienten  der  gegebenen  Gleichungen  durch  DecimelbrQcbe  euagedräckte  Irrational^' 

zahlen  sind,  von  wesenUichem  VorlhoU  für  die  sichere  AasRibraDg  der  Reclmiuis.  Man 
kann  diesen  Vorilu-il  imnior  durch  Versetzung  der  UDbelcanntoQ  Wlhraad  der  BiOChimilg 
erlaogen,  ohne  diese  dadurch  zu  vcriäogera. 
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y '  =-  +  ^  y;  ^  0 

=  +  V 

QDd  hierauü       «=8  —  |  —  4  — 

»"=        ^  +  0  +  i=:  1 

x'  =  1+0  =  1 

x"  —  4=1 
Die  Ursaclie,  weshalb  in  diesen  und  ähnlichen  Fällen  eine  oder 
mehrere  der  Grössen  {bb,\),  (cc,2),  etc.  verschwinden  muss,  obgleich 
alle  giegebenen  Gloirhungen  von  einander  unabhängig  sind,  ist  leicht 
einzusehen,  und  liegt  darin,  dass  im  Verlaufe  der  Auflösung  die  ge<- 
gebenen  Gleichungen  abgokurzt  wenlen,  und  partielle  Systeme  von 
Gleichungen  bilden,  die  aufgelöst  werden  mU«;5;on.  Nun  kann  es  sich 
aber  immerhin  ereignen,  dass  diese  abgekürzten  Gleichungen  nicht  von 
einander  unabhängig  sind,  wenngleich  dieses  in  Bezug  auf  die  voll- 
standigen  Gleichungen  statt  6ndet.  Durch  Versetzung  der  Unbekannten 
verändert  man  aber  diese  partiellen  Systeme,  und  muss  nothwendig  auf 
unabhängige  kommen,  wenn  die  gebenen  Gldcbungen  selbst  alle 
von  einander  unabhilngig  sind. 

Ich  iiverde  dieses  am  nUcbst  vorbeigehenden  Beispiel  naher  er- 
läutern. Bffl  der  zuerst  gewählten  Reibenfolge  der  Unbekannten  hatten  wir 
zu  Folge  der  Gleichungen  (3)  das  folgende  partielle  System  an&ulasen: 

«'+  1=0 
4ci'  +  l/f+10  =  0 
aber  man  sieht  ohne  Weiteres,  dass  diese  beiden  Gleichungen  tinander 
widersprechen,  daher  musste  nothwendig  {bb,i)  =  0  werden.  Durch 
die  vorgenommene  Versetzung  der  Unbekannten  wurde  die  zweite  dieser 
Gleichungen  in  folgende  umgewandelt: 

— 10  =  0 

die  von  der  ersten  unabhingig  ist«  und  daher  den  Fortgang  der  Auflösung 
nicht  hemmte.  Weiterhin  hatten  wir  nun  aber  zuFolge  der  Gleichungen  (4) 
das  folgende  partielle  System  aufeuUtoen: 

«+   jST—   /  +  2  =  0=  « 
8« —2^  —10/  +  1  =0=:«' 

«+2/»"+    /  — 2  =  0  =  «" 
und  fonden  =  —  i ,  fi^^z:=^  \,  (cc,2)  s=:  0. 


lU  P.  A.  UAitm,  Allgbnbirb  AuiLOtmw 

Setzen  wir  nun  *)  a'^  —  —^  ,     —       ,  wodurch 

-c:  r  -  +  r  =  * 

wird,  da  wir  f  willkuhrlich  iinnchmcn  künnen,  so  crgicbt  sich 

—  6  r  +  v'  +  4  ü"  =  —  19 
welcher  in  der  That  die  vorstehenden  drei  Gleichungen  i^t  iniiren,  wes- 
halb noth wendig  (cc,2)  =  0  worden  musste.  Durch  nocluiiiilige  Ver- 
set'/uiiK  (1(M  Unbekannteo  erhielten  wir  statt  der  obigen  Gleichnng  iii'=0 
die  folgende:       .   -  .  i^-.  in  -  .  i  n 

weicht'  N  oii  V  und  v  unal)liaiii;ig  ist,  weshalb  nun  die  Auflösung  ohne 
Weiteres  zu  Ende  geführt  werden  konnte. 

Nehmen  wir  mit  diesem  Beispiel  die  Veränderung  vor,  dass  wir  in 
der  dritten  Gleitliuug  —  4  r  statt  +10  x'  schreiben.  Behalten  wir  nun 
die  zuerst  aufgestellte  Reihenfolge  der  l  nhckannfen  bei,  so  finden  wir 
a,  (66, V.  ihcX].  [bd,\]  wie  vorher.    Vei.sc  i/  n  wir  daher  wieder  die 
zweite  und  vierte  Unbekannte.  Hi(Tiiiif  heküinnien  wir  nun 
X  +  i  r  +     x"  +  4  j;'  —  8  =  0 
ar  —  2  x"  +  i  x'  +  4  x'  —  ö  =  0 
—  X  — 1 0  x"  '  +     x"  —  4  x'  =0 
2  j;  +     «  '  —  2  «  +  4    —  6  =5  0 

Ferner 

«  =  — <  «1  =  —  2 

(6M)  — —  4  {66,1}  =  — 4 

(6c,1)  :=  +  I  icb,\)  =  —  8 

{bd,\)=      0  {db,\)^—'A 
Q  =  3 
a  =  +  3 
'  =  -  2 
wie  vorher,  aber  jetzt  ergiebt  sich 
(cc,2)  =  0 
(cd.2)  =  0 

Alle  ürtissen  dieser  (iruppe  sind  verschwunden,  und  wir  sehen 
hieraus,  dass  die  drei  ersten  unserer  Gleirhunucn  nicht  von  einander 
unabhängig  sind,  und  folglich  die  Üubekannlcn  nicht  daraus  bestiniml 


•|  Da  wir  liiermit  rcciproken  Gleichungen  zu  Ihun  haben,  so  sind  es  nicht  a'tind  ß", 
die  den  <)uotienten  aus  den  Factureu  der  Bcdiuguugi>gleidiun|$  gleich  werden,  sondern 
a'i  und  ß'i. 
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werden  kr)nncn.  Um  dio  Bodini^uiiirsijloirhiHiü;  zu  linden,  die  zwischen 
ihnen  sl<iti  hat,  bczeicliiu;  ich  sie  mit  v  =0,  v  =Q,  »*  =  0,  und  setze 
zu.  Folge  des  3'*»  Satees  des  Art,  13. 

woraus  wir 

erhalten.  Durch  die  Sobfilitation  dieser  Wertbe  ergebt  sich 

3«  —  ^v'  +  v'^O  oder  =  constante, 
welcher  in  der  That  die  ersten  drei  der  gegebenen  Glejchnngcn  Gnugc 
leisten,  da  sie  für  die  rechte  Seite  dieser  Gleichung  —  19  geben. 

Da  die  vierte  Gleichung  nicht  in  dieser  Bedingungsgleichung  vor- 
kommt, so  wurden  schon  (ce,2)  und  [cd,2)  =  0.  Hatte  aber  die  vierte 
Gleichung  Theil  an  der  Bedingungsgleichimg,  dann  wjBren,  dem  Art.  43. 
KU  Folge,  (cü,2)  und  {ed,^)  nicht  Null  geworden,  sondern  statt  dessen 
(M^B),  und  dieses  würde  unabhängig  von  der  Anzahl  der  vorhergehen- 
den Gleichungen  stattgefunden  haben,  die  zurBedingungsfi^eichung  con- 
currieren.  Um  dieses  auch  an  einem  Beiqiiele  zu  zeügen,  will  ich  die 
obige  vierte  und  clritte  Gieidiung  mit  einander  verwechseln.  Also 


a?  +  S  sT  + 

+  4  «^  —  8=^0 

+  4  aT  — 5  =  0 

Ä  «  +      x"  — 

2  x" 

+  4  X  —  5  0 

—  *— 40  x"  + 

m 

X 

—  ix'  =0 

c  =  —  1 

=  —  Ä 

==  —  4 

(66,1)=^  4 

(6c,1)  =  +  4 

(c6,1)  =—  3 

(6d.4)  0 

(d6,4)  =  —  8 

/?;  =  +  * 

(ec.2)=-Y  ' 

(cc,2)  =  —  V 

(ed,2)  =  -  4 

(dc.Ä)  =  0 

«"=  +  3 

^  =  —  % 

0 

{dd,3)  =  0 

Setzen  wir  nun  /  —  a  f  ,  f  ß  'f  \  f  ~  yT^  so  bekomnion  wir 
und  hiermit 

3  V  —  %v'  'ir9  =  ooostante, 

wie  vorher. 

MmM, 4.  K.8.  G«.  d. WliMMdi.  I.  * 
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16. 

Um  durch  die  hier  gegebeneD  Aufldfiimgeii  in  zusammongesetslereD 
FttUen,  \vic  die  eben  behandelten,  ein  System  von  lineartscheD  Gleichungen 

mit  möglichst  wenigem  Zeitaufwand  aufzulösen ,  muss  man  sich  an  ein 
festes  Rechnungsschema  halten.  Es  wini  sich  zwar  jeder  leicht  ein 
solches  entwerfen  können,  aber  ich  glaube  dennoch,  diesem  oder  jenem 
einen  Gefallen  zu  erzeigen,  wenn  ich  das  Schema,  womach  ich  die  Auf- 
lösung bewerkstellige,  hier  an  einem  Beispiel  ausAlhrUch  darlege.  Ich 
wähle  dazu  das  folgende: 

3  X  +  4  x'  —  3  .r"  +  5      +  2  X"  —  2  —  0 
—  5  X  +  2  x'  +  G     —  7  r  —  2  X"  +10  =  0 
2  T  +  3  .r  +  8  r  +  7  x"  +  3  x"-  —  27  =  0 
2  X  —  a  X  —  7  X  _  4  x™  —  3  X"  +  12^0 
5  X  +  8  x'  +  2  x"  —    x"  +  5  X"  +  17  =r-  0 
Behandeln  wir  <lieses  System  von  Gleichungen  zuerst  nach  der 
ersten  Auflösung,  so  erhalten  wir 


log  a 

— 

0,22185 

't>g  a, 

0,12494  a 

(66,1) 

+  8,6667 

(66,1) 

+  8,6667 

(6c,1) 

+  1. 

(c6,1) 

+  0,3333 

(M,1) 

•1*  1,3333 

{db,\) 

—  5,6667 

-1-  4,3333 

{eh,\) 

+  1,3333 

Q 

+  6.6667 

—  0,73077 

«; 

+  1,15385 

8,6850311 

9,06815» 

(cc,2) 

+  9,9615 

+  9,9615 

(c(i,2) 

+  3.6  toi 

(dc,2) 

—  4,3461 

(cc,2) 

+  1.0154 

(sca) 

+  6,8468 

—  25,9231 

• 

+  0.1042G 

«; 

—  1,88031 

/»; 

+  Ü.(J3708 

—  0.11197 

log  / 

9,63977 

»og  f ;' 

9,55983» 

(ii,3) 

—  4,8843 

(cW,3) 

—  4.8841 

2,7568 

(eci.3) 

—12,0233 

+  6,3829 

a 

—  1,67751 

< 

+  0,41205 

f 

—  1,69568 

—  0,07194 

f 

-  1,76183 

rr 

+  0,04269 

0,39188» 

los 

9,75161» 

+  7,1373 

(«.4) 

+  7,1375 

0- 

+81,413 

Digitized  by 


BMBS  BBUBn«BN  SlBTENS  VOlt  URBABUCHBR  GuMHONGEII.  447 


Anmerkung.  Die  ünterschiedo  in  der  letzten  Stelle  der  doppellen  Werthe  von 
(<U^3)  und  {e€,i)  sind  nnveniieidliGli,  und  rühren  von  dem  Fehler  der  letzten  Stelle  der 
adgewsndlen  Logarillunen  her. 


CD  — 

t'  = 

—  1,0000 

II 

X  = 

+  1,9999 

Hl 

X  — 

-f  3,0001 

Werth« 


staid: 


=  +  * 

=  +  3 


und  diese  GritaMo  sind  durch  dte.  wie  folgt,  gestellte  Bechnung  erhalten  worden. 


[ab) 
0,6020S 
0,*771S»i 

0,47744« 
0,4771t« 

{ad) 
0,8*897 
0,4771t« 

0,80188 
0,477481^ 

9 

0,80108  n 
0,47712  n 

Ifta) 
0,69897n 
0,47749n 

[ca] 
0,30403 

0,477  Ii 

Ida]  1 
0, 30(03  ' 

(<«) 

0,69897 

.iin 

0.8S394 
•f  6,C667 

+  a, 

0,69R97  n 
—  5,0000 

0,92082 
+  8,3333 

0,52288 
+  3,3333 

0,n2?8Sri 
—3,3333 
+♦•» 

0,.Si391 
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+  4,8989 


+8,9994 


0,4771  3  nij 
0,09271  n'i 
9,33410  ll 


X  a, , 
X  fi 

»,«7604»  8,4 07^6  «  x/. 


9,88874 


—8,9001 


xi- 


n  1 

.  r 


—8,9904  1^«,«', 


ele. 


Htonctt  koammi  Doeh  di«  folgenden  Logarithmen  d«r  Pbcloreii  «i,  </,  «Ic. 


UIWS  BBUEBIGBM  SiSTfiMS  TOM  UMEARISGBEN  GlUCHUHCBN  .  419 


a 

m 

r" 

9,8  637811 

8.S8603II 

9,0I8IS 

9,80410 

9,63977 

r 

r 

0,St«66n 

0, 22931» 

0.2i582n 

0,39lltn 

«. 

«'. 

y  > 

0,06215 

0,274:^3  n 

9,049i0n 

9,35983  n 

Pi 

yr 

9,ft4658 
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die  nach  und  n.ich,  so  wie  die  Reclinung  sie  ergeben  hatte,  auf  den  untem  Rand  eines 
Streifens  Fapier  geschneb  ^n  %vtirden,  uni  durch  Daniberbalten  dessellMO  die  erfordei^ 
iicheu  Additionen  der  Loganibmen  ausführen  zu  können. 

üm  aaeh  die  anbesfinunle  Aaffibmiig  za  zeigen,  werde  ieh  die  Formeln  des  Art  8. 


auf  dasselbe  Beispiel  anwenden. 
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Fuhrra  wir  nnn  die  Auflösung  derselben  Gleichutti^cu  uacü  dem  zwcilcu  Vcriahrcu, 
d.  i.  nach  den  Formeln  des  Art,  10.,  aus,  so  steKt  die  Recbnnng,  wie  folglr 
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wozu  noch  die  folgenden  Logariliituen  der  Uülfägrösäeii  ß,  /,  etc.  kotunien,  die,  so  wie 
in  der  vorigen  Auflösung,  auf  den  untern  Rand  eines  Slnifens  Papier  geschrieben 
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diese  BeduMing  mit  der  nicb  der  enien  Avfldsimg  ▼en^eichc,  «o  wird 
-mmm  irenigilene  fliir  die  beetimmle  AufUeung  eines  beUdiigen  Sfstami 

von  linoarischen  Gleichungen  die  zweite  Auflösung  auf  eine  merklich  kürzere  Rechnung 
führt  wie  die  erste.  Doch  ist  hi>ri)ci  auch  zu  beiiftiken,  d:iss  mnn  bei  dieser  kürzeren 
Rechnung  die  ConlroUeu  entbehrt,  die  die  erste  Auflösung  im  Laufe  derselben  darbietet. 

Fahren  wir  Jetzt,  um  etoe  VergleielnmB  meeben  in  ktonen,  die  imbeslinunle  Auf» 
Ueung  naeh  der  sweiten  Methode,  oder  den  Formeln  dee  Art.  H. 
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—  0,t^:lC.^:. 

-f  v).«u<).:i6 
-xO,4475< 

m 

—  ü,«:is:.3 
+  0,00(88 

—  ö.0,(3:ij 

kCB. 

+"()',  1  30 

—  0,1  .^loy 

—  •.00865 

DB 

+  0,23757 

«,0S7B6il 
S,I4QS( 

8,9iOS« 
7,88568 
845887 

»,S40S«il 
8,57988« 
8,0OlS4  N 
9,448891« 

4 

—  'cc,i. 

T 

~  :dd,3 

r 

—  ,t<.4; 
9,8Ü^ 

—0,46454 
■f  0,08Sf5 

—  O.liiix 
_J_  0 ,0i  1  ."iß 

— o,i»»'jir 

.-IC 

—0,08796 

-j-  cum  1 

—  «,0<6(7 

{BQ 

-0,40089 

.-  O.fHOÜ« 
+  0,lilsl3 
—  ü.liiin' 

+  0,08988 

■  OtTOiS 

—  0,04990 

7,uta» 

S,ii"i:i(  n 
7,&e3iUll 

y,:f'j(  5y  n 
s ,  7  i  4  7  7  Fl 
'H,74i6ai» 
«,t69«B« 

— 

y,.'ttiii 

—(••»»> 

9,.^.1768 

8^97087" 
8,88855 

8,aM4t 
8,89806 

—  «,:'.i^tn  :i 

—  t),01f>xO 

—  u  ,ii.".y.".'j 
0,06ä6i 

0,24268 

[AD; 

—  *i,avMi 
+  0,00<S< 
—0,04778 
iBD) 

—  (t,ti:,:)'t:i 

—  Ü.UOiit»!'. 

—  «,05859 

(CÖ) 

-1-  Ü.i0i74 

—  o.i'.tjnr, 

0,0  UWH 

+  0,344i(» 
(KD) 

7,7767011 

6,sas85 

9,14994« 
8,0854511 
8,4578»it 

1 

-{»,♦} 
0,14646» 

+  0,09484 
—0,48480 

— 0,00598 

—  o  ,«M  :uri 

— ^U.OiiOi 
1  {dK\ 

+  0,08158 
—0,0191'; 

+  O.OOOfi".> 

+  U.iM  u«9 
1  ^BE} 

+  0,09979 

—  0,OäSTO 

[CÄ) 

+  0,0790H 

—  o,(*ini4 

\t'rpkM  lit  man  dicso  Ilorccliiumi,-  di-r  Cucftirir  nlen  der  unbestiomiten  Aaflöming 
mit  <k'r  iKH  h  der  itsIcu  Älotlioilo,  so  ^iclit  tii;iii,  d.iss  .su>,  für  sicli  iMMi.iclilt'l.  iiiiilir 


Arbüil  vütLUi>acbt  wie  jeue.  i^aiilt  ni.iti  ihor  in  h.'ulrii  Mitliodon  den  Mieil  der  he- 
«ÜOUIiteQ Auflösung  hinza,  der  OOthweiidjg  für  dicAusfuhruuK  dci  unboiliuimtcu  vorun- 
geliMi  mos«,  80  ochoint  mir,  dass  beide  Molliodim  sehr  nahe  dieselbe  Arbeil  verlanBen. 
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II. 


ÜBER  DIE  ENTWICKBLUN6  DER  GRÖSSE  (4  —8  a  IT  4- 
NACH  DEN  POTENZEN  VON  a. 

%. 

Die  allgemcinslc  Form,  in  wolHi*  r  m  der  AUractionstheorie  die  in  der 
Ueberschrift  geuannte  Wujzelgrüsse  vorkommt,  ist  die,  wo 

//  =  cos  CO  cos  xf}  4-  sin  w  sin  ^  cns  '0 —  ö') 
ist,  ut»l  Jilso  den  Cosinus  der  Seite  eines  splillrisdien  Dreiecks  Itezeichnet, 
in  vveleli!  [II  der  gegenüberliegende  Winkel  0  —  fi  isr  teid  die  beiden 
andern  Seiten  w  und  %p  sind.  Die  Entwickelung  dieser  Wiiryx'lirrö.ssc  ist 
schon  von  Legendre  in  den  Memoiren  der  Pariser  Acadf  ttim-,  und  von 
Laplace  in  der  «Mec.nniqiie  Celeste»  ausgeführt  und  gezeigt  worden,  dass 
der  Coetlieient  irgend  einer  Potenz  von  a  aus  einer  endlichen  Anzahl 
von  Gliedern  besteht,  deren  jedes  aus  4  Factoren  zusammengesetzt  ist. 
Der  erste  dieser  Factoren  ist  von  w,  rp  und  0  —  0'  unahliJuigig.  der  zweite 
hHngt  blos  von  u  ab,  der  dritte  hat  dieselbe  Kenn  wie  der  zweite,  hängt 
aber  von  \p  statt  von  w  ab,  der  vierte  endiich  ist  der  Cosidus  eines  Viel- 
&chen  von  e  —  d'. 

Legendre  hat  später  gezeigt  dass  der  zweite,  und  daher  auch  der 
dritte  dieser  Factoren  bis  auf  einen  von  sin  m  und  resp.  sin  ^  abhängigen 
Factor  diesollx-  Form  hat  wie  die  EntvriGkelungscoefficicnten  und  ihre 
DitTerentialquoticnlen,  die  sich  ergeben,  wenn  man  dieselbe  Wurzelgrössc, 
ohne  H  in  mehrere  Grössen  zu  zerlegen,  entwickelt.  Dieses  merk- 
würdige Resultat  ündet  man  im  zweiten  Bande  der  «  Exercices  de  calcul 
integral»  abgeleitet,  und  man  hat  lapge  Zeit  hindurch  keine  andere 
wesentlich  von  dieser  verschiedene  Ableitung  gehabt,  bis  Jacobi  in 
Crelle's  Journal  eine  Ableitung  gab,  die  von  jener  durchaus  verschieden, 
sich  durch  Kürze  und  Eleganz  auszeichnet,  kh  habe  noch  eine 
andere  Ableitung  gefunden,  die  von  jenen  beiden  gftnzlich  verschieden 
ist,  und  vermittelst  einer  kurzen  Rechnung  aus  einer  neuen  Eigenschaft 
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(liosor  Enfwickoliinqscoenicicnten  folgt,  die  darin  brsU  lii.  dass  man, 
wenn  man  den  (-ocflicienton  von  «"  mit  U^{H)  bezeichnol,  das  Product 
der  m""  Di(T(>ronliakiuotienten  von  [x]  und  {1/  durch  einen  endlichen, 
von  den  Diirerenliidcjuolienton  der  Function  [xy]  abli!inij;(Mi(len  Aus- 
druck darstellen  kann.  Dass  man  mit  andern  W(jrten  das  Product  zweier 
resp.  von  den  Argumenten  x  und  y  abhangigen  Functionen  durch  die 
vom  Product  xy  abhängige  Function  und  ihre  Differentialquotieaten  ver- 
mittelst eines  endlichen  Ausdruckes  darsteUeo  kann. 

2. 

Um  diesen  Satz  abzuleiten,  sei 
( 1  —  2  a  a; + a')  -  T     1  +  «  r/,  f  a;)  +  a*  rr,  (j;)  +  o*      j  +  e  tc . 
Man  weiss,  dass  U„  'r'':  eine  ganze  und  rationale  Function  von  .t  vo?»  (ior 
n^"  Ordnung  ist,  deren  Ausdruck  nach  den  Potenzen  von  x  geoixluet 
der  folgende  ist: 

—1.1.3...  i.in-\^  .  2  „-l.Sn  — +t'<^'| 

Der  m^"  Dillcrcnliahjnotient  dieser  Function  ist  dem  zu  Folire  eine 
ganze  und  rationale  Function  von  x  von  der  (n — m)'" Ordnung,  und  es 
ist  leicht  zu  sehen,  dass  man  diese  auf  folcrende  Form  brinL'C!i  kann  . 
^'"j^-'?^  =  A  {x"-"  + /?  (x»  — 1 }  x»--'-»  +  C  (x»— 1  )«x-'' -  "  -  *  +  etc. } 
Wenn  man  in  diesem  Ausdruck  die  Potenzen  von  x* — I  entwickelt, 
jenen  mmal  differentiiert,  und  dann  die  gleicliartigen  Glieder  mit  einander 
vergleicht,  so  ergeben  sich  die  Werthe  der  unbestimmten  Coeflicionten 
A,  B,  C,  etc.  Dieser  Weg  ist  aber  umständlich,  und  man  gelangt  ein« 
fachcr  und  direct  zur  Kenntniss  dieser  Coeßicienten ,  wenn  man  ein 
Theorem  von  Jacobi  xu  Hülfe  nimmt.  Diesem  zu  Folge  ist 

Ad"»       s"  Ix* — tj"  ~m  ;  ;  ;  ir~  dx»-" 

Dm  an^'edntitetenDifferentiaiquotienten  fmdet  man  leicht,  wenn  man 
in  (x* — Vj",  X  in  X  ^dx  verwandelt  und  durch  den  Binomischen  Salz 
den  CoeHicienten  von  (ir"-*'  suclit.  Es  ist  erstlich 
((a?+d:r)«— 1)"=:(x'  — 1  +2xdx  +  J:r-  " 

{x*—\  +2xdlr)''+^  (x»— 1  +2xd»)»-«<iaf»+^i^(«»---4+2«<te)»-'d»'+... 
und  wir  brauchen  daher  femer  noch 

das  mit  lisc"'*    multiplicierte  Glied  in  («' — 1  +2x(ir)" 
„         de"—*        „  (x*— <+2x<ir)— » 

elc. 
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Diese  Glieder  sind  beziehungsweise 

etc. 

deren  Substitution  in  den  vorstehenden  Ausdruck  sogleich  giebt 

<.S..n— m.dx"-"  — *        — S"  <  .  1  .  .  .  n— m'  T 

+  •T.-Tr'(^-') »  '+OTiriTi5il  (*•-<)•»  

also 

+  «•j.T.+r.:^  (X'-  <)'»-'■-' + etc.} 

Es  ist  klar,  dass  -^^"^  constaiK  ist,  also 

Um  jw)    d'  Un  !ry) 

Hieraus  folgt 

in  welcher  Gleichung  x  und  y  von  einander  unabhängige  Grtissen  sind. 
Diese  Gl<<i(  hang  können  wir  ft'-^mnial  tnl^griereo,  wodurch  die  linke 
Seite  ohne  Weiteres  in 

Ubergeht.  Für  die  rechte  Seite  haben  wir  sogleich 

J  ä  ,xyi        J  «KaJi/ji" 

+  +  y/l-T  4-  yM,x  +  . . .  y  — /;_„_,  a: .. .  (A*j 
wo  fx,  f^x,  etc.  die  den  Integrationen  zugelüglen  willkuhrlicheii  Coii- 
sUuilcn  (hier  möglicher  Weise  Functionen  von  x)  sind.  Dieses  Integral 
kann  aber  auch  eine  Reihe  von  andei  n  Formen  ;mnehmen.  Da  ^ 
eine  Constantc  ist,  die  ich  K  nennen  will,  so  ist  in  der  Xbat  das  obige 
Integral  = 

fx::s=iiiy"~*+''«-«-i»'*-'"-'  +  c«_,._,y"-'"-*+...Ciy+c 

wo  etc.  die  willktthrlichen  Gonstanten  sind.  Das 

erste  Glied  dieses  Ausdrucks  können  wh*  auch  so  schrisiben: 

1.1...      i»T»»— "  ('^)  . 


Digitized  by  Google 


4  S6   P.  A.  Hahbeit,  Oiibii  db  EittwiCKBLtiift  dbb  Gsömb  (1  — 2  «  ff      — i 

ja  wir  krmncn  auch  statt  des  Factore  (jt/)"-""  jede  beliebige  gany.o  und 
rationale  Function  der  Ordnung  «  —  m  von  xy  substituieren,  wenn  wir 
nur  den  Factor -p^—^^—-  dem  (^oeflicicnten  von  {xyy~"'  in  der  an- 
gewandlen  Fimclion  gemäss  abändern,  und  mücr  den  willkulnlichen 
Hr'wscn  c»_i,_tt  c„_,„_g,  etc.  Functionen  von  x  verstehen.  Der  oben 
abgeleitete  Ausdruck  unsers  Integrals  ist  ein  sjH»cielier  Fall  dieses 
allgemeineren,  indem  eine  ganze  und  rationale  Function  der 

Ordnung  n  —  m  von  Ttj  ist.  Wir  können  aber  noch  weiter  gehen.  He- 
zeichnen  wir  allgemein  durch  Fp  {xy)  eine  ganze  und  rationale  Function 
der  Ordnung  p  von  Tif,  so  können  Nvir  mit  gehöriger  Abänderung  des 
Constanten  Gocflieienten  des  ersten  Gliedes,  und  indem  wir  fiir  c„_„_i, 
Cn—m-  '  w  ilikuhrliclie  Functionen  von  9  annehmen,  ßlr  y"""  nach 
einander  schreiben: 

WO  a,  a,  6',  a\  etc.  wiUkührlich  gewählte  Constanten  sind.  Es  g(;ht 
hieraus  hervor,  dass,  ausser  der  obigen  direct  erhaltenen  Form  {A*), 
unser  Integral  unter  andern  auch,  wie  folgt,  dargestellt  werden  kann: 

=  etc. 

wo  noch  die  Constanten  k,  h\  (^tc.  zu  lieslauuM n  -imi.  Dieses  g(\>chiehl 
am  einfachsten  durch  KUekilifrerentiieren,  und  w  u-  wenden  zu  dem  Ende 
den  folgenden  Sat2  aus  der  Dilierenlialrecbnung  an: 

->n .  »I  -  in— ♦ 


rf— 1» =ttcl'^i;  +  !^dtt.  d»^'  r  +       "  -       rf*« .  d--*-* »+ etc. 
wo  »  und  t>  irgend  zwei  veränderliche  Grössen  bedeuten. 
Setzt  man  nun  sucoessive 

II  -rz:  y^  —  \  y  —  1}=»  =  CtC. 

und  erwägt,  dass 


ist,  50  bekommt  man  sogleich 
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 =  {«-m)  (»-m-1 )  («-m-2)  («-11,^3}  a:^--*^^ 

etc.  etc. 
Hiermit  ergiebt  sich 
k  =  »  —  m.«  —  m  —  4 

k'=sn  —  M.tt'^m  —  4  .»  —  m  —  S.ü^m  —  3 
etc.  etc. 
und  wir  eriialleii  somit  dnrdi  die  Substitution  der  im  Vorhergehenden 
entwickelten  Integrale  in  die  Differentialgleichung  (A) 

ä.v,m.  *^  +  ß  +  yf,^+...  +  y'—'  /;_._. ,  = 


de"«  dl»" 


I  d"  Un  'xy,    ,  (j*— >)  (»'—<)     d'"^-»  t;»  (gy) 


8 .4.Sm+S.2TO  +  *       d  (xy  "•+*  T^-^ 

WO  noch  die  willkührliclien  Functionen  fx,  f^r,  etc.  zu  ljc?;timnicn  sind. 
Setzen  ^vi^  ^  =  1 ,  so  bckoiiiiiien  w  W.  da  unter  dieficr  Voraussetzung 

jm      (y)  ____  n — m-j-  t..n  -j- 
d^»  1.4  Im 

ist. 

vroam  folgt,  dass 

/Sp  +  /;a?  +  ft«  +  ölc.  =  0  (a) 

Differentümn  wir  unser  Int^ral  nach  und  setzen  nach  der  Dtfferen- 
tatioo  y=s1,  so  ei^ebt  sich 

 iiTfi  ^      +  ^li^  "T  

aber  ^  ist  bekannt,  dass  zwischen  den  DilTcreQtialqaotienten  von  Vn  {x) 
die  folgende  Relation  statt  ßndet: 

also 

/;a;-f  2 /;x  +  etc.  n=  0  (6) 

Setzt  man  dieses  Verfahren  fort,  so  findet  man 

2/;a?  +  etc.  =  0  (o) 
U.S.  w.  Das  System  der  Gleichungen  (a),  (6).  (c),  etc.  giebt  ohne  Weiteres 
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zu  crkonncn,  dass  jede  einzelne  der  durch  die  Intentionen  einseftilii  leii 
u  iULuhi  liehen  Functionen  fx,  f^x,  f^x,  etc.  gleich  Null  ist,  uud  wir  haben 
daher  endlich 

W  —35=  igm—  — 

n  —  m  -f  <  ■  ■  «  -f  TO    {  rf" f/«  fair)    ,  Jt  -  r*  <i'»+»  Cn  (a;^ 

1,4.  ..im         i    dtJ*}»     *      i.im  +  i  d  iTy]''+* 

wodurch  sich  zeigt,  dass  das  Prodact  der  m**'  DifferentiaJqaotieiiteii 
zweier  beziehungsweise  voo  «  und  y  abhängenden  l/n  Functionen  durch 
einen  endliehen  Ausdruck  des  m**"  und  der  höheren  Differentialquotienten 
der  vom  Product  abhängigen  P.Fnnction  ausgedruckt  werden  kann. 
Der  Satz  giebt,  um  mich  noch  anders  auszudrttcken,  das  Pkvduct  der 
Fnnctioiien  durch  dieselbe,  dem  Product  der  Aiigumenle  ztigehorige 
Function  und  ihre  Differenliakpiotienten. 

Ich  fUge  hinzu,  dass  man  auch  einen  entgegeogesetzlen  Ausdruck 
geben  kann.  Nllmtich: 

d'*Un _>v]^          2«         *        .  .m  «r-"  Vn  (a?)       S«»  g»  {y) 

«  —     +  <  .  .  n -|- m        dr"       '  dy»" 

 4  -  •  W+ÜRX         «^J        r)  —  d»-4-i 

"T  4.1     n  — m  — 3...n+m  +  4  \'  '  dr">+*  dy«4-* 

welcher  die;  dem  Prcxliirtp  dor  Ar;-'umente  zugehörige  Function  durch 
das  Product  der  Funclioiieii  und  ihrer  DifTcrcnlialquolienten  i;it'ht.  Von 
diesem  Satze  werde  ich  inde.s.s  hier  keine  AnwenduDi;  machen,  weshalb 
ich  den  Beweis  desselben  übergehe. 


3. 

Gehen  wir  nun  zur  Entwickekmg  unserer  Wurzelgrtfsse  Uber. 
Wir  haben 

JTa  +  «fl-*  =:  I  +  äF,  (IT)  +  «» (U)  +  etc. 

wo 

H  =  cos  »  cos  ^  +  sin  ta  sin  ^  cos  {6  —  0') 
ist.  Da  Un  {H)  eine  ganze  und  rationale  Function  der  Ordnung  n  von  U 
ist,  so  ist  ohne  Weiteres  klar,  dass  wir  sie  in  eine  endliche,  nach  den 
Cosinussen  der  Vielfachen  von  6  —  6'  fortschreitende  Reihe  verwaodda 
können.  Wir  können  also  annehmen,  daSs 

t/,  (U)  =  ^i:     cos  «•  {$  —  6')  («) 
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sei,  und  haben  einem  bekannten  Uieorom  7m  Foliro  für  <Iic  Bestiiumuug 
der  Coeflicienten       den  folgenden  alli;emt  ni(Mi  Ausdnifk 

a„  =  ^ £  Vn  [II)  cos  m{0  —  0  )  diß  —  ti )  {fi 
Um  dieses  Integral  zu  ernutteln,  setze  ich 

cos  «  =  jp,  cos  fp  =  y 

woraus 

H  ==  4-  sin  w  sin  ^  cos  {$ — tf') 
hervorgebt  Selsen  wir  nun  erstlich  ff  =r  sy,  und  sehen  das  zweite 
Glied  des  vollständigen  Ausdradis  von  H  als  einen  Zuwachs  des  ersten 
an,  so  können  wir  diesen  strenge  durch  das  Taylorsche  Theorem  er- 
mitteln,  welches  in  diesem  Falle  auf  eine  endliche  Anzahl  von  Gliedern 
fbhren  moss.  Wir  erhalten  somit 

V,  {H)  =     {xy)  +  sin  «  smifr  cos  (ö— «') 

Die  Substitotion  dieses  Aosdrudces  in  {ß)  ftihrt  auf  Integrale  v(hi  der 

£  ^"^^ '        ^'^  ~     ^    ~  ^'^ 

Aber  es  ist  allgemein 

iri  oos«*co8«afc=  -j^   ^  

wenn  g^m,  und  ry  und  m  zugleich  entweder  gerade  oder  ungerade  sind. 
In  allen  andern  Fallen  ist  das  Integral  —  0.  Die  Substitution  von  (/}  in  {ß) 
giebt  daher  vermittelst  dieses  Satzes  sogleich 

—  t.(..flm  rf(«V)" 

•       *       ain  "-f'w.ain»-!-*»!  •  d»+*  Vn  (try) 
+     t.«        S.4...t«-|-4  d 

,        i       sin  ■•+'  (u  .  sin        y>     d"+'»  t'n  fa^) 

+  etc. 

Erwägt  man  nun,  dass 

i  — x'  =  sin  *w,  1  —     =  sin 
und  vergleicht  man  diesen  Ausdruck  von  u„  iml  der  Gleichung  (ü^), 

SO  crgiebt  sich  auf  den  ersten  Anblick,  daiss 

  «lii»».rfn'"y        d*'_Ob^(«)      d»  V» (y) 

*"        » — m  + 1  .  .  n  +  w  '       dB*       '  1^" 

womit  unsere  Aii%abe  gelost  ist. 
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Substituieren  wir  zum  Ueberfluss  diesen  Werth  von  a„  in  den 
obigen  Ausdt  uck  («)  fUr  {//),  schreiben  einige  der  in  der  Summation 
inbegriflenen  Glieder  aus,  und  vercInijE^cn  die  negativen  Vielfachen  vüq 
0  —  0'  mit  den  gldchcu  positiven,  so  bokommeu  wir: 

—n.u  +  A  dr  dv  "  €08(0  —  0) 

,     a  s>n*M.sin*vr      d*  in  (g)        d*  t^n  (y)    ___  a  /« 
+  n-l.n.n+l.n+ä  ~~d^^^         *   dy^  *  V»  »  ^ 

+  Ifc?  cosdt^  — 

•  •  « 

+  ""ri...«i» — 3;i  ais — coamfl— ff) 

welches  der  faekamile  Ausdruck  dieses  GoefficioDleii  ist. 
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llanrel  Bernoiilli  war  der  Erste,  wekher  tlie  Aufgabe  von  den 
Scliwingungcn  clor  Siabo  aufgestellt  und  für  den  Kall,  dass  der  Stab 
entweder  an  Leiden  Enden  frei  oder  an  einem  Ende  eingeklemmt  und 
am  andern  frei  sei,  behandelt  hat*).  Zu  diesen  Fällen  bat  Euler  noch 
vier  andere  hinzugefügt,  nämlieli  den,  ^vo  beide  Enden  eingeklemmt 
sind,  sowie  die,  wo  ein  Ende  blos  gegen  ein  festes  Widerlager  gestutzt 
ist,  wahrend  das  andere  entweder  frei  oder  eingeklemmt  oder  ebenao 
gestutzt  ist*^).  Man  kennt  dorch  diese  Untersuchungen  die  einzelnen 
Töne,  welche  der  Stab  erzeugen  kann.  Auch  ist  durch  Poisson  gezeigt 
worden,  dass  in  der  Zusammensetzung  der  einzelnen  Schwingungsarten, 
welche  den  verschiedenen  Tonen  jedes  Falles  entsprechen,  die  voll- 
ständige LOsong  des  Problems  dieser  Bewegungen  lieigt*^). 

Die  Schwingungsknoten  sind  Air  den  Fall,  dass  der  Stab 
an  beiden  Enden  frei  ist,  von  D.  Bemonlli  durch  eine  Näherung  be- 
stimmt worden,  welche  noch  einen  ideinen  Fehler  Ittsst.  Riccatif)  und 
noch  vollständiger  Strehlkeff)  haben  sie  ftr  denselben  Fall  durah  ein 
Verbhren  berechnet,  welches  jeden  Grad  von  Annliherung  zulttsst.  Für 
die  übrigen  Flüle  fehlt  diese  BesÜnmumg  noch;  auch  wurden  sich  die 
so  eben  erwähnten  Metboden  nicht  ohne  Weiteres  darauf  libertragen 
lassen.  Ich  habe  daher  ein  Verfiihren  gesucht,  welches  auf  alle  Falle  in 
gleicherweise  anwendbar  sei  und  eine  schnelle  und  beliebig  grosse  An- 
näherung gewähre,  ohne  doch  —  da  es  sich  nur  um  eine  einmalige  Rech- 
nung handelt  —  betrflchüiche  Umwandlungen  der  ohnehin  onumgang- 
liehen  Gleichungen  nothwendig  zu  machen.  Ich  finge  die  Bestimmung  der 


•)  Comrn»>nl.  Ac:v\  Petrop.  T.  XUI. 
*♦)  Acta  Acad.  l'eirop.  m». 

***)  TaSü  d«  IMcanfqm  T.  II.  Auch  in  den  umfaMendereD  Dnteiwichuogeo  Ton 
Foinon  QMm.  de  l'Aoad.  T.  VIIL)  uad  Ceiidiy  (Eiere,  de  Halb.  HL)  komiMn  Ae 

Schwingungen  der  SUibe  vor. 

v)  Mcniorie  della  Society  Jtaliana  T.  I. 
tti  Poggeud.  Ann.  fid.  XXVIL 
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Weiulepuukle,  sowie  der  Stellen  der  stärksten  Sehw  i  hü  iing 
und  die  der  stärksten  Hi*^!^ung  hinzu,  da  sich  zwischen  der  Lage 
dieser  Punkte  einige  sehr  eintache  Beziehungen  ergeben. 

Dies  wird  den  Inhalt  des  ersten  Theiles  dieser  Althandlung  hilden. 
Im  zweiten Theile  werde  ich  von  den  Schwingungen  gespannter  Swbe 
handeln.  Zuvor  aber  sollen  die  GrundgleichuPDgeo  entwickelt  werden, 
am  welchen  beide  FftUe  abzoleiteD  sind. 


Qleiehsewicbt  etaiM  geaittiHitMi  Stobt«  tan  Znstaode  d«r  Biegung. 

Es  werde  ein  prismatischer  Stab,  dessen  Querschnitt  bh  sehr  klein 
im  Vergleicfa  me  Ltage  l  ist,  durch  eine  Kraft  P  in  der  Lingraricblniig 
gespumt,  und  zwar  so,  dass  alle  Faaem  gleicli  stark  gespannt  sind,  also 
auf  eine  Faserschicbt»  deren  Breite  h  und  deren  Dicke  tf«  ist,  die  span- 
nende Kraft  kommt.  Die  Resultante  aller  dieser  KrllAe  gdit  durch 
den  Schweqmnkt  des  Querschnitts.  Die  durch  diesen  Punkt  gezogene  Axe 
des  Stabes  werde  als  Lmie  der  x  angenommen.  Der  Einlkchheit  wegen 
w9l  ich  zonadist  voraussetzen,  der  Querschnitt  des  Stabes  sei  ein  Rechte 
eck,  h  sehie  Breite,  h  seine  Dicke. 

letzt  werde  der  Stab  in  der  Ebene  unendlich  wenig  gebogen 
(Fig.  4.),  so  dass  die  Ablenkung  y,  die  Neigung  ^  und  die  Krümmung 


unendlich  klein  ist,  auch  dx  und  P  als  constant  zu  betrachten  sind. 
Diese  Biegung  werde  henrorg^racht  durch  ein  System  von  KAften, 
welche  in  der  Richtung  der  Dicke  A  wirken,  mdem  an  jedem  Theilcheii 
Mdb  eine  Kraft  Idx  wirkt,  wo  X  eine  beliebige  FnnctkMi  von  «  ist 
X  werde  positiv  gerechnet,  wenn  es  y  zu  vergrossem  sucht 

Durch  die  Biegung  haben  die  liereits  wegen  P  gedt  iuUen  Fasern 
entweder  eine  weitere  VerUmgerung  oder  eme  Verkürzung,  also  eine 
Veränderung  ihrer  Spannung  erlitten.  Es  wird  aber  irgend  eine  Faser- 
schicht geben  oder  zu  denken  .sein,  deren  Spannung  ungeandert  ge- 
blieben ist.  Die  Entfernung  dieser  Schicht,  nn,  von  der  mittlem  Schicht, 
mm,  sei  =  c. 


§.  4. 
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Itg  dann  aahb  Fig.  2.  ein  Theilcheo  bhdsf,  fio  erieldet  eine  Faser- 
sohicbt  e%  deren  Dicke  de»  und  deren  Entfemimg  von 
der  mittlem  Scbicfat  mc  = «»  ist«  eine  VerlUngeniiig 
oder  Vericttrzimg,  indem  ans  der  Lange  e'd  =  dv  die 
Lä]^  e'e  =  dir  —  (i»  —  c)  wird.  Diete  Aen- 
derang  setzt  eine  Kraft  voraus,  welche  dem  Quei^ 
Behoitt  hdü»  und  der  Aendenmg  sellMrt  proportional, 
der  Lttngc  ds  aber  amgekehrt  profiortional  ist,  also 
=s^mb  —  e]i»  zu  Selsen  ist,  .wo  m  ein 
/  Er&hnmgsco^cient  ist,  weldier  bekanntlich  der 
Elasticilittsmodulus  genannt  wird.  Kugi  man  diese 
/  Kraft  xa  der  schon  durch  die  Spannung  P  vorbände^ 

nen  hinzu,  so  ist  die  Schicht  e'c  oder  ^  «Ig»    mit  der 
/  Kraft       -^(iw  — m6^(»  — 

r 

/  gespannt. 


Um  die  Spannnng  des  ganzen  Theilchens  aa66 
oder  hhidx  zn  erhalten,  hat  man  diesen  Ausdruck 
nach  «  zwischen  den  Grenzen  — ^  und  -|-  -f-  zu  in- 
tegriren.  Dies  giebt  P,  indem  unendlich  klein  ist. 
Um  aber  den  Angriffspunkt  dieser  Kraft  zu  bestimmen, 
'  hat  man  ihr  Moment  Pd  in  Beziehung  auf  iigend  eine 

Faserschichl,  z.  B.  in  Beziehung  auf  die  mittlere  mm  zu  nehmen.  Dies 
eihttit  man,  wenn  man  den  vorigen  Ausdruck  mit  (o  mullipliciert  und 
zwischen  den  Grenzen  —  |-  und  +  y  inlegrirt.  Dadurch  wird 


T 


=  W-SF 


Ist  der  Stab  nit  ht  ein  Parallclepipetlum ,  so  hat  mao  b  als»  eiue 
Funclion  von  w  mit  untot  das  Integralzeichen  zu  setzen.  Ist  z.  B.  der 
Querschnitt  ein  Kreis,  so  wird  h  =  /r*  —  und  die  Integration 
zwischen  den  Grenzen  ±r  giebt  PA  —  —  •  Ueberhaupt  aber 

isl  für  —  Pd  das  elastische  Moment  zu  setzen,  welches  alli;cMiK'in  durch 

4»  INM* 

a  ^  bezeichnet  werden  möge,  so  dass  für  rechteckige  Stahe  a  ^ 
und  fttr  cylindrische  u 


«rSr 
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bn  Zustande  des  Gleichgewichts  muss  die  Summe  der  statischen 
Momente  in  Beaehong  auf  jeden  Punkt  der  Linie  ab,  z.  B.  in  Beziehung; 
anf  m,  =  0  sein.  Diese  Momente  sind  aber  I)  das  elastische  Moment 
—  *  2)  das  Moment  der  am  Ende  des  Stabes  wirkenden  Spannimg 
Pt  also  Pift  nnd  3)  das  Moment  aller  Krtlte  Xdx  von  ab  bis  an  das  Ende 
des  Stabes»  also  Q{s  —  ii),  wenn  man  mit  Q  die  Resaltante  aller  dieser 
EfSlte  und  mit  ft  die  Abscisse  ihres  AngrUEspunkleB  bezeichnet  Es  ist 
aber  Q  =JXdae  und  Qu  =JxXdx,  beule  Integrale  von  o  bis  s  ge- 
nommen, wenn  der  Anfimgspnnkt  der  Abscisaen  in  das  Ende  des  Stabes 
verlegt  wird.  Man  bat  daher  als  Bedingung  des  Gleichgewichts  am 
gespannten  und  gebogenen  Stabe: 

(I )  —  « +  /V  +  ^        =  j»X(fe  =  0 

Differentiiert  man  diese  Gleichung,  so  erhJllt  man 

ai)  -.^+p-g-+/iib=o 

und  dnrcfa  nochmaUges  Dilferentiieren 

S-  8. 

Glticbvog  für      Schwlngmign  eines  eaqMnoten  Siebet. 


Der  gebogene  Slab  sei  im  Zustnndo  dor  Bewesamg,  indem  soinon 
Theilen  eine  belitbij^e  Ablenkuiij^  und  Anran<4Stj;esch\vindi{<keit  ertheilt 
ist,  wahrend  jetzt  keine  Kräfte  weiter  auf  ihn  wirken,  als  die  aus  der 
Biegung  selbst  entspringenden,  so  wie  die  an  den  beiden  Enden  an- 
gebracliten  Longitudinal-  xmd  Transversalkrüfte,  welche  Iheils  den  Stab 
spaimon,  thcils  seme  ImkI- ii  in  der  Belestigung  hallen.  Diese  Kräfte 
geben  für  jedes  Theiichen  bhdx  die  beschJouiiigctitie  Kraft  —  Xdx*]. 
Bezeichnet  dalier  — p  das  Gewicht  einer  Längeneinheit  Stabes,  also 
p(ix  (las  Gewicht  des  bescbleuoigten  Iheilchens,  so  bat  man  die  Be- 
weguDgsgleichung 

*)  Bieibei  ist  voniisgeselst,  dess  die  elesUsehe  Kraft  ^reod  der  Bewegons 
denselben  Werth  habe,  wie  im  Zustende  des  Gleichgewichts.  Diese  Voraussetzung  ist 

nicht  vollkommen  streng,  theils  wegen  des  von  Wertheim  geltend  Remaditt'n  Einflusses 
der  durch  die  Zusaramendriickung  entwickelten  Wärme,  theils  auch  wohl  wpc*on  der 
von  W.  Weber  beobachteleu  elastischen  Nachwirkung.  (Poggeod.  Ann.  Bd.  34  u.  54.) 
Beide  BinflfiaM  iMMnoieD  einer  Vermlndenuig  von  m  ^ch.  kb  hübe  sä  einem  endem 
Orte  {PiregramBi  der  teebnisdien  BildangseDSlelt  sn  Dresden,  Uie)  etwas  mehr  fiber 
diesen  Gegenstand  Besagt. 
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oder,  wenn  man  für  X  seinen  Werth  ang  der  Gleichung  (HI.)  einselit, 


Diese  GJeichiuig  giebt,  wenn  a  =  0  gesetzt  wird,  die  Schwingungen 
ciliar  vollkommen  biegsamen  Saite,  und  wenn  man  P  =  0  setzt,  die 
eines  nicht  gespannten  Stabes. 

Es  hat  diese  Gleichung  unendlich  viele  besondere  Integrale,  ent- 
sprechend den  einzelnen  Tönen,  welche  der  gespannte  Stab  geben  kann. 
Da  jeder  Ton  in  einer  periodischen  Bewegung  besteht  und  eine  solche 
Bleis  auf  ein  Glied  oder  auch  auf  viele  Glieder  von  der  Fonn  A  sin  (n< + t) 
znradigefllhrt  werden  kann,  diese  Bewegung  aber  voraussetzt,  dass 
^  =  —  sei,  so  wird  man  die  den  einselnen  Ttinen  entsprechenden 
Bewegungen  erhalten,  w«m  man  annimmt,  dieBi^ung  sei  von  der  Art, 
dass  ^  =s  ««y 

wird,  wo  n  die  Anzahl  der  Schwingungen  in  der  Zeit  t%  bed»^.  Da- 
durch gebt  die  Gleichung  (III.)  Uber  in 

woraud  die  Werthe,  welche  n  annehmen  kann,  zu  bestimmen  sind. 
Das  allgemeine  Integral  der  letzten  Gleichung  ist 

y  =  Ae"  +  Be-"  +  C  sin  ßx -\- D  cos  ßx  (IV.) 
wenn  man  mit  +  o  und  +  ß / — I  die  vier  Wurzeln  der  Gleichung 

bezeichnet,  so  dass 


p  p 


Man  sieht  sogleich,  dass  amäß  stets  reell  sind,  sowohl  für  positive 
Werthe  von  P,  d.  h.  wenn  die  Spannung  den  Stab  dehnt,  als  auch  Air 
negative,  d.  h.  wenn  diese  Kraft  ihn  in  der  LHngenrichlung  zusammen- 
druckt. 

Es  soll  nun  die  Gleichung  (IV.)  zuerst  für  nicht  gespannte,  sodann 
(Ur  gespannte  St«be  behandelt  werden. 
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Btttümming  der  ftiU{|gpn(f|AaeteB  Punkte  an  sebwiagenden 
ajdit  i^eqHMinten  Stäben. 

S-  3- 

iBi^lm  pian  P  =  0  setzt,  wifd  «  =s  /f,  und  die  Gletcbui^  (IV.) 
gebt  Uber  in: 

y  r=  A«**-)-ifo'"*4- Csmov  +  Dcos  os  (1.) 

Dnrcb  die  Annahmen,  nvelcbe  iiber  die  beiden  Enden  des  Stabes 
geinacht  werden,  erimlt  man  vier  GleichungeD,  durch  welche  man  so-, 
wohl  a  und  daher  die  Schwingiingsmenge  ii»  als  auch  drei  von  den 
Gonslanten  A,  B,  C,  D,  im  VerhsQtniss  zor  vierten,  also  die  Gestalt  des 
sdiwingenden  Stabes  bestimmen  kann. 

Ist  tuiinlich  1)  ein  Ende  fest  eingeklemmt,  so  hat  man  sich  an 
diesem  Ende  eine  transversale  Kraft  und  zugleich  ein  Kräilepaar  so 
angebracht  su  denken,  da&a  dadurch  beständig 

y  =  0  Und  -2r  =  0 

bleibt. 

Ist  2)  ein  Ende  frei,  so  hat  man  sich  hier  weder  eine  Kraft  noch 
ein  Kraflmoment  zu  denken,  d.  h.  es  wird  hiei  sowohl  j  XiLr  =  0,  als 
auch  xj  Xdx  — JxXdx  =  0,  daher  nach  den  dleiciiungcn  [\.)  und  (IL) 

^  =  0  und-0-  =  O 

Ist  3)  ein  ^nde  gegen  ein  festes  Widerlager  angestemmt  oder 
mit  einer  Axe  versehen,  so  dass  der  Stab  sich  am  dieses  Ende 
bd>elartig  dr^en  kann,  so  kommt  diese  Art  der  Befesligtmg  mner  Kraft 
.  i^eich,  welche  bestandig 

y  =  0 

macht;  und  da  in  den  Gleichgewichtsgleichuugen  des  §.  1.  das  Moment 
in  Beziehung  auf  diesen  Punkt,  also  xjXdat  — JxXd»  =  0  sein  muss, 
so  hat  man  zugleich  aus  (U.) 
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Nach  diesea  Bedingmigeai  nnd  lAm  die  «edis  FUle,  weldw  vor- 
Injounen  können,  m  behandelii,  nUmlicb: 

1)  ein  Ende  «ingeldemmt,  das  andere  tp&, 

2)  beide  Baden  frei, 

8)  beide  Enden  eingeklemmt, 

4)  ein  Ende  angeslenmit,  das  andere  irei, 

5)  em  Ende  angestemmt,  das  andere  eimgeklemml, 

6)  beide  Enden  aogeslenunt. 


BrtUr  Pall:  Bin  Bnd«  fioteUaauBl»  das  Mite«  IM. 

1]  Scbwingungsmenge. 

Wenn  man  das  freie  Ende  als  Anfangspunkt  der  Abscissen  nimmt, 
so  hat  man  nach  dem  vorhet^gebenden  §.,  wenn    =  0  gesetzt  wird, 
=  0  and  -0-  =  0.  Es  giebt  daber  die  Olflicbnng  (I.) 

Wegen  der  BeTestigung  des  andern  Endes  vM  y  =  0  and  =  0, 
wenn  man  x  =  l  setzt,  also 

0  =  is-'  4-  i^e-«'+  C  sin  «/  +  i>  cos  al  ' 

Addiert  man  diese  beiden  Gleiohnogeo»  so  erliidt  man  in  Berttcksicb- 
tiguqg  von  (3.) 

A{»'^'^costd)  =  Bmal  (4.) 
Eben  so  dnrcb  Sobtraction: 

B  («"*•'  +  OOS  «/)  =  —  A  sin  «I 
Mollipliciert  man  diese  beiden  Gleichungen  mit  einander,  so  erhalt  man: 

cos  a/  =  ^^"^ 

wofilr  man  auch  setzen  kann: 

cos  a/  =  —  2  (e— '  —  c"'"^  +  e'*"'  —  ...)  (5*.) 
Die  Wurzeln  dieser  Gleichung,  d.  h.  die  Werthe  a^,  welche  der- 
selben Genüge  thun,  können,  da  der  Cosinus  negativ  ist.  nur  im  2'*",  3*", 
6***,  7**"  etc.  Quadranten  liegen.  Man  kann  sie  in  jeder  beliebigen 
Annäherung  berechnen.  Die  erste  wird  am  leichtesten  gefimden,  wenn 
man  die  Gleichung  (5.)  onler  die  Form  selzt: 
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1  —     J        ■  i 

daher 

Diese  Reihe  convergiert,  wenn  al  im  zweiten  oder  auch  im  dritten 
Quadranten  U^jt,  SO  schnell,  dass  man  die  Gheder,  welche  die  12^  und 
höhere  Potenzen  von  al  enthalten,  zunächst  vernachlässigen  kann.  Dies 
giebt  den  ersten  Werth  von  al  =  i  ,8752..  Setzt  man  den  so  erhaltenen 
Näherungswerth  in  die  rechte  Seite  der  Gleichung  (5*.)  ein,  so  erhalt  man 
einen  Werth  von  cos  al,  welcher  al  genauer  giebt.  Diesen  neuen  Werth 
v<m  ai  kann  man  auf  dieselbe  Weise  zur  Berechnung  eines  noch  ge- 
naueren benuteen  ond  auf  diese  Weise  die  Annäherung  zu  jedem  be- 
Jiebigen  Grade  fortsetzen.  Man  erhalt  auf  diese  Weise  al  =  1,87510.. 
oder  0,59686..  X IV.  For  die  höheren  TOne,  den  zweiten  mit  ein- 
geschlossen, ynrd  und  daher  cos  «1  so  klein,  dass  al  wenig  von 
^^Y^ft  verschieden  ymd.  Dieser  erste  Naherangswerth  giebt  dann  mit 
Httlle  der  Gleichung  (9*.)  cos  genauer  und  durch  Fortsetsung  desselben 
Veifthrens  sehr  schnell  al  in  grosser  Annäherung.  Es  mOge  durch  «,  ji 
die  t**  Wurzel  der  Gleichung  (5.)  bezeichnet  werden,  so  eihalt  man  durch 
das  angegebene  Verfhhren: 

=  0,59686.. 
4^  =  1,49448.. 

=  S,50025.. 
«.  =  3,49999.. 

9t  — 5— 


Setzt  man  fttr  a  seinen  Werth  -y-  in  die  Gleichung  (2.)  ein.  so  er- 
halt man  fUr  die  Anzahl  der  Schwingungen  in  der  Zeit  2»  den  Ausdruck 

»=-■';' ff  (6) 

%}  Gestalt  des  Stabes. 

Aus  (5.)  erhall  man: 

sin  al=^±  ^^^^ui 

wo  das  obere  Zeichen  fUr  die  ungeraden,  das  untere  fUr  die  geraden 
Werthe  von  i  gilt.  Durdi  diese  und  die  Gleichung  (5.)  erhalt  man  aus  (4.) : 

jr  =  +  iie-' 

und  daher  aus  (3.): 
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C  =  A  (<  +  c-') 
D  =  A  {i±  e-*) 

Daher  gehl  die  Gleichung  (1.)  Air  deo  gegenwirtigeo  Fall  Uber  in: 
ff=A  {e-'±e*<'— '  +  (1  +  «"0  fli»  •»  +{1  +  «"0  cos  «w)  (7.) 

3)  Knoten. 

Die  Glcichuug  fur  die  Lage  der  Knoten  erhalt  loan,  wenn  y  =  0 
gesetzt  wird.  Dies  giebt: 

0  =  6"*  +  e<«('-')  ^.  sin      4-  cos  ax"^  e''  (sin  ctx.  —  cü.s  ax) 
Um  aus  dieser  Gleichung  x  zu  iiesümmen,  muilipliciere  man  sie  mit 
+^e~"'  und  setze  zur  Abkürzunc; 

d  =  ±  e-"*'— '  +  e— '  +  e-"'(sinaa;  +  cosaa?}  (8.) 

alsdann  ist  .  . 

Bin  ax  —  CUM  «»  =  9 

odßF 

sin  {ax  —  ^)=  d/f  (9.) 

Nun  isi  nicht  nur  für  alle  Töne,  nul  Ausnahme  des  ersten,  welcher 
keine  Knoten  giebt,  sehr  Idein,  sondern  auch  fiir  die  höheren  Tone 
und  für  ioldie  Knoten,  welche  den  Bnden  nicht  sehr  nahe  liegen, 
^-•(t^a)  und  e"**  noch  so  Idem,  dass  ä  nach  (S.)  einen  nnbefriichtlidien 
Werth  annömnt.  Daher  zeigt  die  Gleichung  (9.),  dass  fltr  den  8*"«  3*~, 
..i^  Knoten  ~  ^^nig  von  «r,  Sic...  {k  —  1)  jr  verschieden  ist,  also 
ta  nahe  =  n  wird.  Setzt  man  diesen  ersten  Nuherungswerth  in 
die  rechte  Seite  der  Gleichung  (8.),  so  erhalt  man  emen  Werth  für  i,  mit 
welchem  die  Gleichung  (9.)  genauer>berecbnet  werden  kann.  Auf  diese 
Weise  kann  die  Annäherung  beliebig  fortgesetzt  werden. 

Dies  Yeriahran  ist  nur  fUr  den  Knoten,  welcher  dem  freien  Ende 
zunächst  liegt,  nicht  anwendbar,  indem  hier  s  em  so  klemer  Thefl  von  l 
ist,  dass  und  daher  9  nicht  sehr  klein  ist.  Um  für  diesen  Fall  einen 
ersten  Ntthenmgswerth  zu  erhalten ,  kann  man  zunächst  d  angentthert 
=  setzen,  indem  die  beiden  anderen  Glieder  der  Gleichung  (8.) 
sehr  Ueui  sind.  Dann  wird 

0  =       —  sin  Off  4>  cos 

woraus  man  leicht  ersieht,  dass  der  kleinste  Werth  von  ca  nicht  viel  iiberl . 
oder  etwas  näher  ungefähr  4,04  ist.  Mit  diesem  Weiihe  kann  man  d 
nach  (8.)  genauer  berechnen  und  dann  die  Näherung  eben  so  wie  in  den 
übrigen  FttUen  zu  jedem  beliebigen  Grade  fortsetzen. 
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Ein  zweiter  Fall,  wo  das  erste  Naberungi^verfahren  nicht  zureicheo 
würde,  könnte  dann  eintreten,  wenn  nicht  sehr  klein  wtirde. 

Jedoch  ttberzeugt  man  sich  durch  cino  (ihnliche  Anwendung  der  Reihen 
Jeicht,  dass  «  (/  —  x)  stets  grösser  als  3  sein  muss  und  daher 
klein  genug  vrird,  um  das  wate  VerfieJuvn  zuzuhuuen. 

Auf  diese  Weise  sind  folgende  Enifemiingen  der  Knoten  vom  freien 
Ende  berechnet,  dw  LBnge  des  Stabes  als  Eüiheit  genomn^n. 


SMrKnotoo 

erster  Ton 

kein  Knoten 

zweiter  Ton 

0,2261 

dritter  Ton 

0,1321 

0,4999 

inerter  Ton 

0,0944 

0.3558 

0.6439 

»•«Ton 

1,3222 

4,9820 

9,0007 

4fc— 3 

4i-1 0.9993 

4i^7,0l75 

4t--2 

4i— 2 

4i— 2 

4i— 2 

41—2 

4f— 2 

4)  Wendepunkte. 

Die  Wendepunkte  des  Stabes  erhalt  man,  wenn  -0-  =  0  gesetzt 
wird.  Sie  konnten  ganz  eben  so  wie  die  Knoten  berechnet  werden. 
Eine  sehr  einfiicheBezidiang  zwischen  der  Lage  dieser  beiderlei  Punkte 
ergiebt  sich  aber  auf  folgende  Weise. 

Wenn  man  nicht,  wie  bidier,  das  freie,  sondern  das  eingeklemmte 
Ende  als  Anfeogspunkt  der  Abscissön  nimmt,  so  wird  y  und  ^  ^  0, 
wenn  m  =  0  ist,  und  und  ^  —  0,  wenn  =  Hst.  Fahrt  man 
die  Blindnathm  nut  den  vier  dadurch  entstehenden  Gleichungen  ganz 
eben  so  aus,  wie  vorhin  fUr  den  andern  Anfangspunkt,  so  erhalt  man : 

y  =  A  {e"  ±e-t'-*»  —  (1  +       sin  «x  —  (1  +  e"')  cos  aw} 
und  hieraus: 

-J^*-  =r  u  A  [c"*  +  c«<'-'»  +  (14:  e"')  sin  aj:  +  (1  +  e'^)  cos  as\ 
Setzt  man  diesen  letzten  Werth  =0,  so  erhlill  man  fur  die  Wende- 
punkte dieselbe  Gleichung,  welche  oben  für  die  Knoten  erhalten  wurde. 
Es  liegen  also  die  Wendepunkt  e  vom  festen  Knde  genau  in  den- 
selben Entfeniungcn,  wie  die  Knoten  vom  freien  Ende.  Mit  Aus- 
nahme des  ersten  Knotens  (zunächst  dem  freien  Ende)  und  des  letzten 
Wendepunktes  (zunächst  dem  festen  Ende)  liegt  immer  ein  Knoten  und 
ein  Wendepunkt  nahe  neben  einander,  ohne  jedoch  genau  zuaanuneu- 
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zufallen,  und  es  L^eiil  abwechselnd  eiuuial  der  Kiiotea  dem  Wendepuiikle, 
und  eiurnal  dieser  jenem  etwas  voraus. 

Auch  sieht  man.  dass  uberhjMipt  die  Gleichung  ftlr  auf  das  festp 
Ende  bezogen,  sich  von  der  für  j/,  auf  das  freie  Ende  bezogen,  nur  durch 
deo  coostaateo  Factor  a*  unlerscheidet,  und  vice  versa. 


9)  Bflueb«. 

Die  Bauche,  d.h.  die  Stellen  der  stariislen  Schwingung  werden  er- 
halten, wenn  man^  =  0  setzt.  Das  giebt,  wenn  man  die  Gleichung (7.) 
anwendet, 

0  =  e"  +  e-f-*)  +  (4  +  e'^)  cos  or  —  f1  +  c"^)  sin  «.t 
oder,  wenn  man  diese  Gleichung  niil  +         liiaUiplieiert  und 
+  —  e—*     e-'^  (sin  ax  —  cos  ox)  =  d 

wizt. 

Sin  aS6  +  cf}>  aX  =  a 
sin  («« +^)  =  ^vy 

wonus  s  ganz  auf  dieselbe  Weise  wie  bei  den  Kooten  beredmei  wer- 
den kano.  Hi«r  ist  d  slds  so  Idein,  dass  es  für  koneii  Bauch  nOdiigwird, 
sjcb  der  Reihen  zur  Bestimmang  des  ersten  Nllherungsweithes  zu  be- 
dienen. Ffir  den  Bauch  erfaldt  man  angenähert  =  n 
und  daher  Rlr  den      Ton  angenähert: 


I  —  »<-l 

9)  Die  StellBii  der  stärksten  Biegang. 

Die  Stellen  der  stärksten  Bie^ng  werden  erhalten,  wenn  iDan 
^  0  setzt.  Wahil  laau  dazu  die  Gleichung  der  Gestalt,  wo  der  An- 
fangspunkt der  Abscissen  in  das  eingeklemmte  Ende  verlegt  i.st,  go  er- 
halt man  ganz  dieselbe  Gleichung,  welche,  auf  das  freie  Lude  bezogen, 
ftlr  die  Bauche  erhalten  wurde.  Ks  haben  also  die  Stellen  der  stärksten 
Biegung  vom  festen  Ende  dieselben  Entfernungen,  wie  die  der  siaiksten 
Schwingung  vom  freien  Ende. 

§,  ö. 

Zweiter  Fall:  Beide  Enden  frei. 

I)  Sehwingungsmenge. 

Die  Bedingung,  dass  beide  Enden  frei  sind,  giebt  ^  0  und 
^  sss  0,  wenn  o;  =  0  oder  x  =  l  gesetzt  wirde.  Man  hat  daher : 
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0  =  A  i-  B  —  D 
0  =  A  —     D  ~  C 

0  =  ile-'  +  Be— '  —  C  .sin  al  —  D  cos  «/ 
0  =  Ae"'  —  —  C  cüs  a/  -I-  i>  sin  »1 

Diese  Gleichungen  unterscheiden  sich  von  dienen  des  vorigen  Falles  nur 
in  den  Vorzeichen ,  und  es  kann  die  Elimination  der  Constanten  ganz 
eben  so  wie  dort  vollzogen  werden,  flfan  erhalt  dadurch  xor  Bestimmung 


•*  +  • 

woraus  ^ 

sin  a/  =  *wT*-w 

Die  Werihe  von  «d  mtlssen,  da  derCosmus  poriliv  ist,  im  1****,  4***, 
9««  etc.  Quadranten  liegen.  Dem  ersten  Quadranten  gehört  der 
Werth  «1  =  0,  weicher  keine  Schwingung  giebt.  Bs  liegt  daher  die 
erste  geltende  Wurzel  im  vierten  Quadranten,  so  dass  a*'  ziemlich  gross 
und  «1  angenllhert  n  für  öea  Ton  wird.  Mit  diesem  ersten 
Nflherungswerlfae  kann  man,  gpnz  wie  im  vorigen  Falle,  ol  genauer  be^ 
rechnen.  Schreibt  man  auch  hier  c-ir  fklr  den  t*^  geltenden  Werth  von 
so  ergiebt  sich: 

4,50562.. 
=  2,49975.. 
1^  =  3,50001.. 
_  2i+4 

Diese  Werthe,  in  die  Gleichung  (6.)  eingesetzt,  geben  die  Töne  des  an 
beiden  Enden  freien  Stabes. 

9)  Gestalt. 

Die  angcdeulclc  EUmination  der  Constanten  filhrt  auf  fo%ende 
Gleichung  für  die  Gestalt  des  Stabes: 

y  =  A  {e"  +  e"  ^^-'J  +  (1  +  e-^]  sin  o«  +  (1  +  e"')  cos  ax) 

wo  wieder  das  obore  Zeicbm  fbr  die  ungmlon,  das  untere  fklr  die 
geraden  Tone  gilt. 

Dies  ist  zwar  dieselbe  Gleichung,  wie  im  vorigen  Falle  (7.),  drückt 
aber  hier  eine  ganz  andere  Gestalt  aus,  weil  «  einen  ganz  andern 
Werth  hat. 
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3)  Knaien. 

Setzt  man  y  =  0*  80  eiludt  man  sur  Beslimmang  der  Knoten  die- 
selbe Gleidiung,  wie  im  vorigen  Falle,  nnd  kann  daraus  ~  ganz  eben  so, 
ifie  dort,  berechnen.  Diese  Werthe.  welche  wegen  der  Verschiedenheit 
von  a  nicht  mit  den  dortigen  identisch  sind,  findet  man  in  der  folgenden 

Tabelle  zusammengestellt.  Sic  brauchen  iialuilich  nur  lur  die  eine  Hällle 
des  Stabes  angegeben  zu  werden. 


II  (»'«'Knoten 

S»""  Knoten 

3^^  Knoten 

t'«'  Knoten 

erster  Ton 

0,2242 

zweiter  Ton 

0,1  3ä1 

0,5000 

dritter  Ton 

0,Ü944 

0,3558 

t»«Too 

1,3222 

4,9820 

9,0007 

4fe  — 3 

4i  +  2 

4t +  2 

4t  +  2 

4»  +2 

Es  .sind  dies  jene  Zahlen,  welche  zuerst  in  einer  unvoUkommeDen 
Annäherung  von  D.  BemouIIi,  nachher  genauer  von  Riocati,  so  wie  von 
Streblke  berechnet  und  von  dem  Letzteren  mit  einer  grossen  Anzahl  sehr 
gentuer  Messoogen  verglichen  worden  sind.  Jedoch  kommt  in  diesen 
totzteren,  sonst  sehr  genanenRechnungen  einVersehen  in  einem  Vorzeichen 
bei  den  gefadenKnoCen  vor« welehes  besonders  beim  zweitenKnoten  einen 
metldicben  Binfloss  Obt  Beriditigt  man  dasselbe,  so  diffiarieren  Strehlke's 
MeasniigeD  noch  bedeutend  weniger  von  der  Bechnuog,  als  diee  bei 
seioen  Beehnongpangaben  der  FaU  ist  —  ein  gutes  Kennzeichen  fhr  die 
ZnverlllBsiglKeit  der  milgelheilten  Beobachtungen. 

Wendepunkte. 

Setzt  man  =  0,  so  erhült  man  zur  Bestimmung  der  Wende- 
punkte: 

0  =      +  —  i\  :p  e-^^  gm  ax  —  (1  +  «"')  cos  ose 

daher,  wenn  man  mit  multipliciert  und 

qp  e~*       —       +       (sin  aap  +  cos  o«)  =  ^ 

^  8in(«»— ^)  =  a/r 

Der  kleinste  Werth  von  as  liegt  im  dritten  QuadranlCB,  wovon  man 
sich  dnicb  Anwendung  der  Reihen,  «hnlich  wie  in  4.  unter  3), 
llbeneqgen  kann.  Daher  ist  i  stets  sehr  klein,  und  es  wird  angenähert 
Ihr  den     Wendepunkt : 


Digitized  by  Google 


446 


A.  Stoncft,  Cm»  nm  Qmmatwwmaimi 


Stelzt  man  die  Aimalicronj?  auf  dieselbe  Wfist  wie  bei  den  Knoteu 
fort,  so  erhält  man  für  die  EoUeniun^  der  Wendepunkte  vom  nächsten 
Ende  folgende  Werthe : 


1  Wendepunkt 

Wendepunkt 

&^  Wendepunkt 

enter  Tob 

1         kein  Wendepankt 

zweiter  Ton 

1  0.5000 

dritter  Ton 

0.3Ö93 

»•«Ton 

5.01 75 

8,9993 

4t+2 

4»  +  2 

4t  +2 

Den  aussersten  Knoten  entsprechen  keine  Wendepnnkfe ;  den 
übrigen  liegt  allemal  ein  Wendepunkt  sehr  nahe,  auch  hier  so,  dass  ein- 
mal der  Knoten  dem  Wendepunkte,  das  anderemal  der  letztere  dem 
erstem  voraasgeht,  analer  in  der  Mitte  l>ei  den  geraden  Tönen,  wo 
natürlich  beide  zusammenfallen.  Immer  Hegen  die  Wendepunkte  unter 
oder  über  der  Axe,  jenachdem  das  ihnen  nächste  Ende  des  Stabes 
aoter  oder  über  derselbea  hegt 

Setzt  man      =  &,  so  eriuiltr  mm  zur  mMttemang  der  Iflonbe: 

0=0"  4:  e ff cos  ax  —  (^ic*')  sin  am 
und  wenn  man  mit  +  er"'  muliiplicierl  und 

-j-  ß—V-*)  —  e"'^  ±  e-'^  (sin  «x  —  cos  ««)  = 

Dahw  wird  fttr  den  ik'"  Baach  m  erster  Annttherang: 

4*  —  « 
«*  =  IK, 

womft  man,  yne  ia  diaii  ttbrigen-Ftflen,  genaaer  loehnen  feni.  ff»  dea 
Bandi  des      Tones  wird  angenllhert: 

I  — 

9).  Miellen  der  statksies  Biegnvg. 
Für  die  Stelton  der  stttriEgten  Biegung,  ertmU  man,  indem      ^  ^ 
gesetzt  wild, 

0  =  «-  +  «•<'-•>  —  (1  +  «•')  OOS  «»  +  (4  +  «"0  ein  «äP 
und  ^»»df"'  msn 

+  e-**'-'»  +  a-*"  +       (sin  «»  —  coa  «»)  =  * 

sin  (ax  +  ^)  =  d/r 
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Dies  giebt  in  erster  Annäherung  diosolbt  n  Werthe  wie  für  die  Bäuche» 
aber  wegen  der  Verschiedenheit  von  d  fallen  auch  hier  die  Sleilea  der 
stärksten  Biegung  mit  den  Bäuchen  nicht  genaa  zusammen,  anaBn*  auf 
der  MiUe  des.  Stabes  bei  den  ungeraden  Tonen. 

§.  6. 

Dritter  Fall:  Haide  Boden  einseUennil. 

I)   So  h  u  i  n  g  u  II  l;  s  in  e  ri  g  e   und  Gestalt. 
Die  (iloichung  (i .)  muss  =  0  werden,  wenn  man  j;  =  0  oder  x  —  l 
setzt;  zugleich  wird  dann  ^       0  und  man  hat  daher: 

0  =  il  +  Ä  +  D 
0  =  il  —  B  +  C 

0  =  ilc«'  +  Äe— C  sin  a<  +  1>  cos 
0  =  iÄ-*—  C  cos    —  jD  sin  «1 

Derselbe  Algorithmus  iivie  in  den  vorhergehenden  Ftfllen  fthrt  auf  die 
Gleichungen  zur  Bestnranung  der  Schwingnngsmenge  und  der  Gestalt 


y  =  A{e'^±  (,» c-r)  _  (1  4-  e"')  siii  ax  —  [\  ±  e"')  cos  ax] 
Die  t^rstcre  Gleichung  isil  die  nämliche  wie  im  nächstvorhorgehenden  Falle 
und  giebt  daher  genau  dieselbe  Tonroihc,  als  da  der  Stab  an  beiden  Enden 
frei  war,  wogegen  die  Gestalt  von  der  in  jenem  Falle  ganz  verschieden  ist. 

2)  Knoten»  Wendepunkte,  BSudie  und  SteDen      sUrkaten  Kegnng. 

Setzt  man  y  =:  0,  so  erhält  man  zur  Bestimmung  der  Knoten  die- 
selbe Gleichung,  wie  im  vorhergehenden  FaUe  zur  Bestimmung  der 
Wendepunkte.  Da  nun  «  in  beiden  Fällen  genau  diesell)en  Werthe  hat, 

so  sieht  mau,  duss  bei  dem  an  beiden  Enden  eingeklemmten  Stabe  die 
Knoten  dieselben  Stelleu  ciimehmcu,  au  welchen,  wenn  der  Stab  an 
beuieii  i'^nden  frei  ist,  die  Wendepunkte  liegen. 

Eben  ao  findet  sich,  dass  iu  jenem  Falle  die  Wendepunkte  eben  so 
liegen,  wie  in  diesem  die  Knoten.  Eine  gleiche  Vertauschung  der  Lage 
tindei  für  die  liauehe  im  einen  und  die  Stellen  der  stärksten  Biegung 
im  andern  Falle  statt. 

UelxMliaiipt  gilt  ftlr  die  Gestalt,  welche  der  Stab  in  diesen  beiden 
Fallen  aummmt,  die  Beziehung,  dass  ^  des  einen  Falles  ^ich  von  y  des 
andern  Falles  nur  durch  den  constanteu  Factor  a'  unterscheidet. 

Alibaadl.d.K.S.Cc«.d.Wi5«!iucii.  I.  11 
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Da  der  Stab  bei  der  Befestigung  aeioer  Enden  nicht  gebogen  wer- 
den kann,  ohne  zagleiGh  etwas  gedehnt  zu  werden,  so  ist  streng  genommen 
im  vorUegendoi  FaUe  ausser  der  Kraft  a  noch  eine  Kraft  —  q^ 
vorhanden  (vgl.  §  I.).  wo  q  den  veranderUchen  Werth  dieser  Spannung 
bedeutet.  Da  aber  filr  unendlich  Ideine  Schwingungen  q  unendlich  klein 
gegen  a,  und  eine  unendlich  kleine  Grosse  derselben  Ordnung  wie 
gl^  ist»  so  ist  9  -0-  gegen  «  ^  au  vernachlässigen. 

Viertor  Fall:  Ein  Ende  frei,  dsi  andere  tngestemmt. 

Ninunt  man  das  freie  Ende  als  AnfiemgEponkt  der  Abscissen  und 
wfzt  ff  ^  0,  so  eriiält  man : 

Seist  man  aber  «  =  I,  »  mnss  y  =  0  und  -Jr  =  0  werden,  also: 
0  ÄiÄ«*  +  Jto-**  +  C  sin     +  D  cos  o/  1  .^^  . 

0=iU"' +  Jte— »  — Csinat  — Dcosoi  I  ^ 

Addiert  man  diese  Gleichungen,  so  erhiüt  man: 

Daher  wegen  (10.) 

C  =  A(1  +•»-*) 

D  =  l(<-^a»-') 
Sobtrdiiert  man  die  Gteidiungen  (11.)  von  einander,  so  eriialt  man: 

0  =  C  sin  al  +  i>  cos  ol 

tg  «f  =  —  -^nr^ 

woraus  sich  ergicbl 


.2a/      ,  — 


sin  Sdtl  ==  -»„/  ^  ^^tmt 
Setzt  man  femer  die  Wcrthe  von  B,  C,  D  in  (1.)  ein,  so  eHmlt  man: 
y  =  A  {e"  —  e*<»'— >  +  (1  +  e»-')  sin  oa;  +  (i  —  c«-')  cos  aa;} 

Vergleicht  man  diese  beiden  Gleichungen  mit  den  entsprechenden  des 
§.  5.,  so  sieht  man,  dass  sie  sich  von  jenen  nur  dai  ui  unterscheiden, 
dass  hier  i  l  anstatt  l  steht  und  das  obere  Vorzeichen  weggefallen  ist. 
Daraus  sieht  man  1)  dass  die  Töne  des  i^-egenwörtigen  Falles  genau  die- 
selbe Höhe  haben,  wie  die  geraden  Tone  eines  doppelt  so  langen  Stabes, 
der  an  beiden  Enden  frei  wäre,  und  2)  dass  dabei  die  Gestalt  dc&  St^es 
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die  nämliche  ist,  wie  für  jede  Hulfle  dieses  längeren  Stabes.  Dies  liegt 
darin,  dass  die  Mitte  eines  Stabes,  der  an  beiden  Enden  frei  ist,  bei  den 
geraden  Tönen  zugleich  Knoten  und  Wendepunkt  sein  roiiss,  also,  indem 
hier  y  und  =  0  isi.  dieselbe  Eigenschaft  geniesst,  wie  dn  an- 
gestemmtes Ende. 

Damit  ist  nicht  nur  die  Berechnung  der  TOne,  sondern  auch  die 
der  ausgezeichneten  Punkte  auf  den  firtihereQ  Fall  zurttckgeftihrt 

%  « 

Fünfter  Fall:  Ein  Ende  eiogeklemiut,  das  andere  angestemmt. 

Nunmt  man  das  eingeklemmte  Ende  als  Anfiu^ispunkt  der  Abscissen 
und  eliminiert  die  Constanten  ganz  wie  im  Tongen  §.»  so  erhält  man  zur 
Berechnung  der  Töne  dieselbe  Gleichung,  wie  im  vorhergehenden  Falle, 
und  zur  Bestimmung  der  Gestalt: 
y  =  A  {e**  --  «■<»'-•»—  (1  +  e»-')  sin  «x  —  (1  —  e«-^  cos  ax] 

Denkt  man  sich  einen  doppolt  so  langen  Stab  an  beidon  Hiult  n  ein- 
gekleiiunl.  und  an  ihm  die  St-hwingungen  mit  einer  ungeraden  Anzahl 
von  Kfiotcn  er/.ciiirl,  so  giebt  dieses  die  nümlirlinn  Töm\  und  os  lial 
jede  Hairtc  desselben  die  nämliche  Gestalt,  wie  der  ganze  Stab  im  vor- 
li^nden  Falle. 

Es  versteht  sich,  dass  alle  oben  nachgewiesenen  Beziehungen 
zwischen  dem  zweiten  und  dritten  Falle  audi  ftlr  den  vierten  und 
ftmften  gelten. 

§.  9. 

Sechster  Fall:  Beide  Enden  angestemmt. 

Wenn  gemacht  wird,  so  wird  y  =  0  und      =  0,  also: 

0=A  +  A  +  D 
0  =  A  + A^jD 
also  0  =  0  u.  ß  =  —  A 

Setzt  man  diese  Wcrthe  in  {i .)  und      ein  und  macht  x  ^    so  wird 

0  =:  A  (e-' —  e— ')  +  C-sin«rf 
0  =s  A  (e"'  —  «-•»)  —  C  sin 

Daher 

O^ACe-*  — «— ') 

11  • 
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und  da  —  e""'  nur  dann  =  0  wird,  wenn  oi  =  0  ist,  was  hier 
nicht  in  Betracht  kommt,  so  ist 

und  man  behalt  ^         .  i 

C  kam  nicht  =  0  sein,  weil  sonst  y  Oberali  =  0  wttrde,  es  ist  also 

sin  al^  0 
oZ  =  iff 
«i  =  « 

Fur  die  Gestalt  des  Stabes  hat  man  also: 

sm  — j  - 

Man  sieht  sogleich,  dass  hier  die  Knoten  und  Wendepunkte  zusammen- 
fallen und  den  Stab  in  eine  Anzahl  gleicher  Theile  theilon  so  wie  dass 
die  Wendepunkte  und  die  Punkte  der  stiirksten  iÜegung  in  der  ISliüß 
swischen  zwei  Knoten  liegen. 

To^dohnng  der  SlSbe  mit  Saitao. 

Der  letzte  Fall  bietet  die  meiste  Analoffie  mit  den  Schwingongen 
der  Saiten  dar.  Die  Gleichnng 

y  =  C8in-^ 

ist  dieselbe,  auf  welche  man  auch  bei  Saiten  kommt,  wenn  man,  wie 
Taylor,  die  auf  jedes  Theyehen  wirkende  Kraft  proportional  der  Ab- 
lenkung annimmt.  Denkt  man  sich  aber  die  Terschiedenen  Schwingungen, 
deren  der  Stab  filhig  ist,  gleichzeitig,  so  erhftit  man  hier,  wie  bei  der 
Saite:  y  r==:  ^C,  sm 

Dies  wurde  also  hier  dieselbe  Willktthrlichkett  der  Gestalt  ausdrucken, 
\vie  bei  einem  absolut  biegsamen,  unendlich  dUnnen  Faden,  wenn  (\«! 
gestaltet  wäre,  auch  den  Stab  so  dünn  anzunehmen,  dass  die  Uicii-e 
gegen  y  für  alle  Werthe  von  t  verseh windend  klein  bliebe. 

Denkt  man  sich  die  Saite  und  den  an  Ijciden  Enden  angestemmten 
Stab  von  gleicher  Schwingungsdauer  und  fUr  irgend  einen  Augenblick 
von  gleicher  Gestalt,  wie  auch  von  gleicher  Ges^h^Mll<lIgkelt  der  ent- 
sprechenden Punkte,  so  Weiht  doch  diese  Ueberemstimnmng  der  Gestalt 
nicht  wahrend  der  ganzen  Schwingungsdauer,  weil  die  Bewegung  eines 
Punktes  bei  der  Saite  durch  2\',  sin  (ml  vj,  beim  Stabe  durch 
Sc^  sin  {i*iU  4*  tJ  ausgedruckt  wird. 
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Damit  hängt  auch  foigetide  VerschuMlf nin  it  zusammen.  Wenn  auf 
der  Saite  eine  WelJe  erregt  ist,  so  lüuft  sjc  in  unveränderter 
Gf  stalt  bis  /.u  einem  Ende  und  wird  von  da  mit  ontgot^cMii^eselzter 
Biegung  zurUckg(!\vorfen.  Wenn  die  Saite  oder  ein  Theil  derselben  aus 
dem  Zustande  des  Gleichgewichts  gebracht  ist,  so  entspringen  daraus 
im  Allgemeinen  zwei  entgegengesetzt  laufende  Wellen,  und  die 
Scbwinguiig  kann  bekanntlich  als  das  Ilin-  und  Herlaufen  dieser  beiden 
Wellen  zwischen  den  Enden  der  Saite  gedacht  werden.  Beim  Stabe  ist 
diese  Vorstellung  selbst  bei  dem  der  Saite  analogsten  Falle  nicht  zulässig. 
Denn  denkt  man  Bich  auf  dem  beiderseits  angeetcmmten  Stabe  eine  Ei^ 
htthuDg  em^  so  kann  diese  Gestalt  durch  jS'C,  sin  ^  dargestellt  werden. 
Wemi  nmi  dsi  Glied  Ci  ain  in  der  Zeit  ^  die  Lange  des  Stabes  (nach 
beiden  Seifen)  durchlauft,  so  durcUänft  das  Glied  £;  sin  die  Lange  j 
in  der  Zeit  geht  also  tmal  schneller.  Uan  siebt  daiaiis,  dass  die 
beiden  Wellen,  in  welche  man  sich  die  erregte  ErfaOhiuig  getbeilt  denken 
kami«  ihre  Gestalt  im  Fortlaufen  beständig  andern. 

Bei  einer  Saite  iiberzengt  man  sich  leicht»  dass  ein  Knoten  stets 
auch  Wendepunkt  sein  muss,  und  dass  nmgekehrC  ein  Punkt,  der  be- 
ständig Wendepunkt  ist»  auch  Knoten  sein  moss,  wie  auch  die  Gestalt 
jeder  Abtheilung  zwischen  zwei  Knoten  beschaffen  sei.  Eben  so  wenn  es 
ein  Theilchen  giebt,  das  stets  starker  abgelenkt  ist,  als  seine  Nachbar^ 
theilchen,  so  ist  es -auch  stets  starker  gebogen  als  diese,  und  umgekehrt, 
und  liegt  dann  in  der  BGUe  zwischen  zwei  Knoten.  Beim  Stabe  gilt,  ftir 
den  Fall,  dass  er  an  bdden  End^  angestemmt  ist,  dassebe,  nicht  dier, 
wie  oben  gezeigt  worden  ist,  für  alle  übrigen  Falle. 

Die  Bewegung  eines  Punktes  des  Stabes,  nachdem  das  Gleich- 
gcNvicht  willkuhrUcb  gestört  worden  ist,  wird  für  alle  sechs  Falle  dai^ 
gestellt  durch  j-ijj  i^t^^  ^ 

Dies  drückt  mit  Ausnahme  des  letzten  Falles  im  Allgemeinen  keine 
periodische  Bewegung  aus,  da,  allem  Anscheine  nach,  die  Werthe  der  « 
inconmiensurabel  zu  einander  sind. 

8. 

Ueber  die  Bedeatoog  der  ComtaDten  C  and  D. 

Setzt  man  im  zweiJen  und  vierten  Falle  x  =  0,  so  wird 
y  =  A  +  i?  +  D  =  2X> 
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Dasselbe  gilt  für  den  ersten  Faü,  wenn  mnn  die  Abscisseu  vom  freien 
Ende  aus  rechnet.  Es  ist  daher  2i>  sleis  dieAblenkang  am  freien 
Ende. 

Id  denselbeii  Fttllen  wird 

-*-  =  .(il-«  +  C)  =  8«C 
Es  drttckt  also  ftaC  die  Neigung  am  freien  Ende  aus. 

Sclzt  man  im  drillen  nnd  fünHca  Falle  j-  =  0,  so  wird 
-g-      a^A  +  Ü  —  D)  =  —  2a'D 

Dasselbe  findet  im  ersten  Falle  statt,  wenn  man  das  eingeklemmte  Ende 
als  Anfengspunkl  der  x  nimmt.  Ks  drticlct  also  —  2a'Z>  stets  die 
Biegung  an  einem  eingeklemmten  Ende  aus.  Ebenso  ist  —  2a*C  der 
Werth,  welchen  -0-  am  eingeklemmten  Ende  annimmt. 

In  der  fügenden  Tabelle  ist  lUr  alle  seclu  Fälle  die  Lage  sammt- 
lieber  Knolen  und  Wendepunkfe  zusammengestellt  und  die  Werthe  von  a 
hinzug^ligt,  aus  welchen  die  Ansahl  der  in  einer  Zeiteinheit  statt  findenden 
Sdiwinguigen,  N,  zu  berechnen  ist. 

TABELLE 

Uber  die  Schwingungsmenge  nicht  gespannter  Stäbe 

nach  «kr  Fonnel  ^^jp-  ]f^9-  S«^ 
Mtrfe 

fiber  die  Lage  der  Knoten  und  Wendepunkte, 
die  LSage  dm  Sttbes      4  geMtsL 


Erster  Fall: 
Eia  Ende  fest,  da»  andere  frei. 


1. 

erskT 

Intfernung 
zweiter 

1  Wel 
dritter 

(noten  vo 
idepunlite 

m  freien  i 
vom  festen  { 

vorleixter 

Ende 
letzter 

erster  Ton 
zweiler  „ 
dritter 
vierter  „ 

'  0,59686 

?, 50015 
3,49999 
Sti— t 

0,226t 
0,t39t 
0,0944 

i,3ii% 

0,4999 
0,3588 
4,9820 

0,6439 
9,0007 

4*  — 3 

41—10,9993 

41—7,0476 

ii  —  t 

4i— 1 

4i— * 

4<— 1 

*i  — 1 

II— S 
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Zweiter  und  dritter  Fa^l: 
Beide  Bndeo  jf^j. 


1 

Eni-  1 

der  1 
erster 

Knoten ) 

W«nd».| 
ponkteJ 

zweiter 

Bicb-<. 
•ton 

drittw 

Ii  Iko 

enier 

ttide-i  Ji 
okto  |j 
olealS^ 
swellw 

illlll 

«ntarTon 
«weiter  „ 
dritter  „ 

•  M 

«,50562 
S,49975 
3,50001 
+  < 

0,2242 
0,432« 
0,0944 
4,3»! 

0,5000 
0,3558 
4,9SS0 

9,0007 

4it— 3 

0,5000 
0,3593 
5,0175 

8,9993 

4ib+l 

1 

4<+l 

41+S 

4«  -l-S 

4»H-s 

4«  +  t 

4<  4-S 

Vierter  und  fünfter  Fall; 
Bin  Bude  «igelemin^  du  andere  j^}. 


• 

Ent~  1 

der  1 
entor 

Kootei 
Weodapa 

nraüer 

1  von  frei 
okle  vom 

dftttar 

en  l-S 
i««lä 

l  -6  f  Wendepunkte  venl  ^ 
Äw{        IhMeo  1| 

31  iKMteovmfiNlMijBl 

enMrTeo 

„  j 

1^14987 
*<+♦ 

0,t54S 

(.3222 

4,9820 

9,0007 

5,0«76 

8,9993 

4Ar+  i 

4i4-l 

4.+  i 

4i  +  i 

4<+i 

4*  +  l 

4<  +  4 

Becheter  Fall: 
Beide  Kaden  engwelemniU 

t**  Tod:  •  =  t;  EaUennmg  des  kf^  Knotens  und  Wendepunktes  vom 
Ende  =4- 
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ZWEITER  THEiL. 
Sckwi DgODgea  getpaDnter  Silbe* 

§.  12. 

N.  Savait«  Tmocha  imd  DuhiiiMis  Theorie. 

Die  Schwmgniigeii  gemimter  Stabe  sind  bauptsKcblicb  desbalb 
von  Interesse,  weil«  streng  genommen,  die  Saiten  in  diese  Klasse  ge- 
boren und  bei  der  gewobnlicben  Theorie  dieser  Kosper  nur  die  Steifheit 
gegen  die  sehr  überwiegende  Spamiimg  vemachbtssigt  wird.  Offenbar 
bedarf  die  Sdiwingangsmcnge,  welche  man  nach  der  Taylorsdien  For<^ 
mel  berechne,  eiaet  kleinen  Correction  w^;en  der  Steifheit. 

Um  den  BinUnss  dieses  Umslandes  auf  die  Höhe  des  Tones  ge- 
spannter Drahte  zu  ermitteln,  hat  N.  Savart  einige  Yersucbgreihen  mit 
kurzen  und  ziemlich  starken  Drähten  angestellt,  die  gespannt  und  zo- 
gleich  an  beiden  Enden  eingeklemmt  waren*).  Aus  diesen  Versuchen  hat 
or  folgende  Regel  gezogen.  Wenn  r?^  <lio  durch  den  Versuch  onniltehe 
Schwingungsmenge  des  nicht  gespannten  Drahtes,  n,  die  Schwingungs- 
menge vermöge  der  blossen  Spannung  ist,  wiv  sie  sich  aus  der  Taylor- 
schen  Formel  mit  \ CrnachliUsigung  der  Sleillieit  ergiebt,  nn<i  u  die 
Schwingungsmenge  ist ,  wie  sie  sich  uuler  der  gleichzeitigen  Wirkung 
der  Steifheit  und  Spannung  hndet,  so  ist 

n*  =      +  n* 

Üb  dieses  Gesetz  genau  oder  nur  angenähert  richtig  si  i  1  iin  iuilür- 
lich  nicht  durch  die  Erfahrung  entschieden  werden,  und  es  liai  i  aus  den 
Versuchen,  selbst  wenn  sie  mit  der  ausseiften  Schürfe  angestellt  waren, 
nif  ht  geschlossen  werden,  dass  gerade  bei  sehr  geriugfr  Steifheit  jene 
lili  iLliung  den  an  sich  sehr  kleinen  Werth  der  Correction,  welchen  die 
Taylursche  Formel  wegen  dieses  Einflusses  zu  erhalten  hat,  hinreichend 
genau  angiebt.  Denn  angenommen,  Savarts  Regel  sei  uur  angenähert 
richtig,  so  konnte  man  sie  ausdrucken  durch  die  Gleichung 

wo  d  ein  sehr  kleiner  Zahlenwertb  ist.  Man  hätte  alsdann: 

—  «j»  =  V  — 

und  es  würde  sich  fragen,  ob  n*d  auch  dann  noch  gegen  ii^*  vernach- 
lässigt werden  dürfe»  wenn      selbst  sehr  klein  ist 

•)  Ann.  i»  CMm,  el  Vbft.  &  10.  T.  VI. 
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Duhamel  hat  durch  eine  sehr  einfache  Betrachtung  das  von  Savart 
empirisch  gefundene  Resultat  Ibeoretisch  herzuleiten  gesucht '*^).  £r  sagt 
nämlich :  Wenn  n|  die  zur  Spannung  gehörende  Sdiwingungsmenge 
bezeichnet,  so  ist  bekanntlich  für  don  vollkommen  biegsamen  Faden 
=  Kn^,  wo  die  Constante  K  von  der  LltQge  und  Masse  der  Saite  ab- 
hängt. Beim  steifen  Drahte  hat  man  »  sUAl  und  bei  der  Spannung  Null 
die  Scbwingungsmenge  Nähme  man  nun  an,  der  Draht  wäre  nieht 
steif,  sondern  absolut  biegsam,  statt  dessen  aber  einer  zweckmässigen 
Spannung  P^  unterworfen,  so  kOmite  man  ihm  dadurch  dieselbe  Be- 
wegung  geben,  welche  er  seiner  Steifheit  verdankt  und  bei  welcher  er 
1^  Schwingungen  macht.  Er  befindet  sich  alsdann  in  dem  Falte,  für  wel- 
chen jene  Fonnei  gilt,  und  man  wird  also  haben  P^=Snf  Nun  braucht 
man  nur  zu  der  so  gespannten  biegsamen  Saite  die  wirkliche  Spannung  P^ 
hinzuzuftigen,  damit  sie  in  demselben  Falle  wie  die  steife  Saite  sei,  weil 
die  aus  der  Steifhdt  entspringenden  Krttfte  durch  die  von  der  Spannung  P^ 
faermhrenden  ersetzt  sind.  Man  kann  also  n  nach  der  gewöhnlichen  For- 
mel berechnen,  wenn  man  annimmt,  die  Spannung  sei  Pi'{-P^  Man  hat 
also  +  jp^  =  £n^,  woraus tfi  =  nf'^nf  wird,  ttbereinstimmend  mit 
Savarts  Versuchen. 

Diese  Theorie  Duhamels  ist  im  Allgemeinen  nicht  richtig,  denn  man 
kann  zwar  durch  die  Spannung stets  diesdbeSchwingungsmenge, 
nicht  aber  im  Allgemeinen  dieselbe  relative  Bewegung  derTheile 
erzeugen,  wie  durch  die  aus  der  Steifheit  entspringenden  Kr4lfte.  Die 
Yoraussetzung ,  dass  diese  I^teren  Erifte  eben  so  gut  durch  die  Span- 
nung hervorgebracht  werden  können,  darf  weder  allgemein,  noch 
insbesondere  in  dem  Falle  der  Savartschen  Versuche,  sondern  nur  in 
einem  andern,  weiter  unten  zu  berührenden  Falle  gemacht  werden.  Da 
niinilich  die  auf  ein  Theilchen  dx  wirkende  Kraft  filr  die  Steifheit  durch 
a         filr  die  Spannun;^'      aber  durch  —  ^o  *^  ausgedrückt  wird,  so 

besteht  jene  Voraussetzung  darin,  dass 

 p   -  Ä'y 

*0  dx*    dx* 

gesetzt  werden  könne ;  dies  fuhrt  aber  auf  eine  besondere  Gestalt  des 
gt'ljoprenen  Stabes,  und  zwar,  wiv  sich  leicht  erfi;iel)t,  auf  eine  Gestalt 
von  dem  iVusdruckc  ^  —  c  sin  in  -j ,  welche  bei  einem  an  beiden  Enden 
eingeklemmten  Stabe  nicht  möglich  ist. 


•)  Compt.  rend.  T.  XIV. 
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Gnmdglelfihiingeo  fOr  dto  Sclnvingongeb  gsqMiinter  Silbe. 

Ich  werde  die  Sclnvingungsmcnge  ftlr  diese  Klasse  von  Körpern 
auü  deu  in  §.  i.  und  i.  enlwi(;kelten  Gleichungen  herleilen,  und  zwar 

1)  für  den  Fall  d;».>?«  der  gespannte  SUd)  an  jedem  Lade  gestützt 
oder  mit  i  im  i  (juciaxo  vei*«  hk  n  sei  —  flie  letztere  Art  der  Befesti-:iiug 
ffost.atf^-'f  w  11  klir-he  Spmnjini?.  wnhrr'ful  ilic  l»lo,-.-i'  Mutzung  nur  negative 
Wci'tJie  \iin       d.  h.  iW'iii'k  /II l;is."?i'n  wuiilo  —  und 

2)  für  den  Kall,  dass  beide  Knden  fest  einaeklemrul  -i[»d 

T>pr  tirittf»  Fall,  wo  der  Stab  an  eim m  lüide  einl.'H^l^  unnf.  am  an- 
dern mit  einer  Axe  versehen  ist,  braucht  nietit  besouthtia  Im  Ii  imlo]»  -m 
werden,  da  aus  dem  Yorhergeh(!nden  einleuchtend  ist  da->  m  ni  .-irli 
stiJtl  dessen  einen  d()])pelt  so  langen,  an  beiden  Eu«ien  eingekleniinii  ii 
Stab,  der  in  der  Mitte  einen  Knoten  und  AVendepunkt  hat,  denken  k.mn. 

Zur  fiestimmaiig  der  SchwingungsmeDge  n  in  der  Zeit  itulnü  mm 


o,ler  n'  -  :      ■  ^  ^' +  7"  (S"  i^) 

WO  ß  oder  o  aus  der  Gleichung 

y  __  Ac"  -f  +  (;  sin  ßx  +D  cos  (d) 

mit  ]Iüir(;  der  l'Ur  die  Eiidea  des  Stabes  angenommenea  üedingoDgea  zu 
entwickeln. 

Für  ein  eingeklemmtes  Ende  i&l  wie  im  Vorhergehenden 
y  =  0  und  -2-=:0., 

fUr  ein  angestemmtes 

y  =  0  und  -g-  =  0 

zu  setzen. 

§-  u. 

Gespannter  Stab,  an  jedem  Ende  aiit  einer  Axe  veraefaen. 

Da  y  ^  0  und  =  0  wiid,  wemi  o;  =  0  oder  x  ^  l  gmiUl 
wird,  so  lial  uiau 

0  =  A       Ü    +  D 

0  =  Aa'+//a'— jy^J- 


i 
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woraus  man  erhält: 

und  da     +     nicht  =  0  sein  kann ,  so  wird 

D=:0       A  =  ^B 
Sobt  man  diese  Werihe  in  (d)  ein  und  nimml «  =  I,  so  wird 

0  =  -ä(e-'  —«-•')  +  C  smßl 

0  =  iÄ^C«-*—      ')  —  C/J'  sin 

daher 

und  da  weder  der  zweite  noch  der  dritte  Factor  dieses  Ausdrucks  =  0 
sein  kann,  so  wird 

und 

also,  da  C  nicht  anch  ^  0  sein  kann,  wdl  sonst  y  best)lnd%  =  0  wflre, 
so  ist 

Wenn  dieser  Werth  in  (c)  eingesetzt  wird,  so  erhiit  man:  - 

Vergleicht  man  diesen  Ausdruck  mit  der  Schwingungsmenge  des 
nicht  gespannten  Stabes,  fi^  (Gleichung  (6.)  und  §.  9.),  so  wie  mit  der 
bekannten  Schwingongsmenge  mer  absohit  bic^samoi  Saite,  «i,  so 
sieht  man,  dass 

In  diesem  Falle  ist  also  Savaris  Regel  streng  richt%,  abgteich  es 
nicht  degenige  Fall  ist,  auf  welchen  sich  seine  Versuche  beziehen,  da 
bei  diesen  der  Draht  eingeklemmt  war.  Auch  ist  leicht  ersichtlich,  dass 
gerade  der  gegenwärtige  Fall  der  ist,  auf  wetehen  Duhamels  Theorie 
anwendbar  ist,  weü 

ff  =  C  sin  «nr  <f 

und  daher 

d*y    <*«*     ^  , 

*?■  —  n~  af 

Ist  der  Stab  nicht  gespannt,  sondorn  in  seiner  L}int?enrichtung  ge- 
drückt, so  hat  man  nur  P  negativ  /u  nehmen.  Setzt  man  =  0,  so  er- 
hült  man  den  W(!rth  dieses  Druckes,  welcher  die  Tragfähigkeit  einer  Säule 
ausdrückt ;  von  dieser  Grenze  an  lindet  kein  Schwingen  mehr  statt. 
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Oa^Monter  Stab,  an  beiden  Enden  rtngpMemnrt. 

Dieser  Fall  ist  viel  weniger  einlach  und  führt  nicht  zu  demselbeo 

Resultat. 

Da  beide  Enden  eingeklrnurtt  sind,  so  hat  man  in  der  Gleichmig  (d) 
y  =  0  und  -^^  ~  0, 
wenn  o;  =  0  oder  m=l  gesetzt  wird.  Es  ist  daher 

0  =  il  +  B  +Z) 

also 

—  2.4«  —  Cß-^-Da 
tBa  =  Cß  —  Da 

ferner 

0  C3=ilff«(  +  De-«'  4Caiii/rl4.  D  €x»fi 

HoUipUctert  man  die  erste  Gleichung  mit «  und  addiert  sie  sor  zweiteii, 
90  eriittit  man: 

C  { /Je  —  «  sin  ^  — CO« /f/)  =  l>  {—«••»— ^  «n  ^  +  B  coe ) 
Eben  so  durch  Sobtraction: 

D  {oB-^  —  ß  sin  ßl—a  cos  ßl]  =  C{/to-"'+  «  sin    —   cos  ßl] 
Multipftdert  man  diese  beiden  Gleicfaungen  mit  emander,  so  kommt: 
(«»  —  ß*)  (e**  ^  0"*')  sin  ßl  =  %ttß  ie"  +  e—')  cos  ßl—kaß 
Um  hieraos  ß  und  dadurch  •  zu  berechnen,  lomi  man  ftilBeiider- 
messen  verfiihren. 

Die  vorhergehende  Gleichung  gidbt: 

und 

wofllr  man  auch  setzen  Itann: 

colg/^^=^^3^j^-2(r*'-l^*^^H^*--..)j+^^  (D 

Ohne  Spannung  ist  ßl  =      nahe  r=  —  y  -  n\  bei  zunehmender 
Spannung  gehen  beide  Werthe  immer  weiter  aus  einander,  mdem 
allmählig  abnimmt,  dagegen  al  schnell  zunimmt,  wobei  ßl  sich  der 
Grenze  ts,  und  ui  der  Grenze  oo  bei  wachsender  Spannung  bestttndig 
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n^itu  rf  *).  Daher  ist  «""'schon  beim  ungespannlen  Stabe  und  noch  mehr 
beim  i2;espannten  stets  so  kloin,  dass  man  dio  mit  liieseni  Factor  he- 
hafleten  Glieder  zunUchst  "v^eraachlassigea  und  ßi  angenähert  au^Uckea 
itann  durch  die  Gleichung 

oder  taug /f J  = Kfl  (9) 

Hat  man  nun  erst  einen  wenn  auch  iinifenanen  Näheningswerlh 
von  ßl  und  berechnet  darnach  n  aus  der  Gleichung  (c),  so  erhiilt  man 
zwar  einen  ebenfalls  ungenauen  Werth  von  n,  allein  dieser,  in  die  Glei- 
chung (g)  eingesetzt,  giebt  die  Grüsse  von  ßl  mit  einem  verhältnissmäs- 
gig  so  geringen  Fehler,  dass  diese  Grösse,  in  (c)  eingesetzt,  schon  auf 
einen  sehr  viei  genaueren  Werth  von  n  fuhrt,  mit  welchem  man  dann 
dieselbe  Rechnung  wiederholen  l^ann.  Dies  Verfahren  fUhrt  so  schnell 
auf  eioe  grosse  Annaheniog,  dass  man  die  Rechnung  mit  einem  sehr 
ungenauen  ersten  Naherungswerthe  von  ßl  oder  n  beginnen  kann.  Eg 
"wird  aber  ein  solcher  erster  Werth  nicht  nur  sehr  leicht  durch  Probieren 
gefunden,  da  man  schon  w«ss,  dass  ßl  zwischen  in  und  n  liegen 
muss,  sondern  e<s  geben  auch  die  in  §.  16.  und  17.  abgeleiteten  Glei' 
chungen  (t)  oder  {l)  einen  «ehr  gaten  ersten  Ntlhemng^wertb  von  ßl. 

Hat  man  nun  durch  das  angegebene  Yerfthren  n  in  grosser  An- 
aflfaenmg  etlialtai,  so  kann  man,  -wenn  es  auf  eine  Genauigkeit  ankern- 
mea  sollte,  für  wekdie  die  Gleidiung  (9)  mcht  ausreicht,  auch,  auf  die 
Gleichnagen  («*)  ond(/*)  zorOckgehen  und  mit  jenem  Werihe  -von  n  die 
vorher  vemacUllssigten  Glieder  anf  der  redilen  Seile  dieser  Gleichungen 
berechnen,  wodurch  die  AnnSherung  auf  jeden  beliebigeD  (kad  ibrt- 
geselzt  werden  kann.  Es  ist  im  Allgemeinen  gleichgtdtig,  wetehe  von 
jmen  beiden  Gleichungen  man  benutzt,  nur  wird  man  bei  sehr  grosser 
Sfiannnng  {e*)  nnd  bei  sehr  geringer  {[*)  anwenden. 

Nach  jenem  Verfehren  habe  ich  Savarts  Venmche  berechnet.  Alle 
beobachteten  T(}ne  sind  etwas  tiefer,  als  sie  nach  der  Iheorie  sein 
sollten,  imd  es  belAuft  sich  dieser  Unterschied  bis  auf  einen  halben  Ton. 
Der  Grand  davon  mag  wohl  dieils  in  dem  von  jSavart  bemerkten  Um- 
stände liegen,  dass  die  Spannung  des  eingeklemmten  Drahtes  durch  das 


*'  Es  ist  hier  nur  von  positiver  Spannung  die  Hede;  der  Fall  der  aegativen  Span- 
nung, d.  h.  der  Zuaammendräckung  des  Sbdbes»  bietet  kein  besiMideres  IntM^sse  dar. 
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Ansetzen  des  Bopons  sehr  leicht  veniiiiulei  i  wird,  theils  darin,  dass  so- 
wohl eine  unvollkrni)inono  Bpfestii^ung  der  Kiideii,  als  ein  Platt<iriicken 
derselben  durch  du  Kli  iiuiipn  den  Ton  liefer  niarljpn  und  den  Fall  jenem 
näher  bringen  muss,  welcher  im  vorhergehenden  «ij.  behandelt  und  mit 
Savarts  Regel  übcrein$?timmend  gefunden  worden  ist.  Durch  eine  vor- 
gängige Reckung  des  Drahtes  milteist  sehr  starker  Spannung  und  durch 
eine  Befestigung  der  Enden,  wie  an  W.  Webers  MoBOCbord»  würden 
äch  wohl  diese  Fehlerquellen  beseitigen  lassen.^) 

^.  16. 

Correctkm  der  Schwingirngsmenge  einer  Saite  wegen  der  SteiXbeii,  in  erster 

AnnSberuni;. 

Ich  werde  jetzt  noch  (Ur  den  Fall,  dass  die  Steifheit  sehr  geiia^ 
gegen  die  Spannung  sei,  also  für  gewöhnliche  Saiten«  die  Gleichungen 
des  veflieigehiBiiden  $.  auf  eine  einfecho«  Gestalt  bringen.  Dies  dient 
einesihetla  den  Fehler  zu  beurtheOen,  welcher  bei  sehr  genauen  Ton- 
measungen  am  Monochord  aus  der  Vemachlassigung  der  Steifheit  eair 
springen  kann,  andemtheils  zu  erlcennen,  wie  ykü'  die  verschiedenen 
Tone  einer  Saite  von  der  Tollkommenen  haimonischen  Reinheit  gegen 
einander  abweichen. 

Naob  den  Gleichongen  (a)  und  ist  «^<^  rr:  +  .  also  «I 
stets  grösser  als  Da  nun  dieser  letzte  Werth  im  vorliegenden 

Falle  sdir  gross  ist  —  er  belauft  sich  meist  in  die  Hunderte  — ,  so  ist 
gerade  hier  e"*' so  kl€»n,  dass  die  Gleichung  {g)  jeden  wünschenswerthen 
Grad  von  Genauigkeit  gewahrt,  filan  kann  diese  Gleichung  folgender- 
messen  schreiben: 

und  unter  die  Schwingungsmenge  der  ah.solut  biegsamen  Saite  ver- 
stehen. Setzt  man  daim  für  7l^  seinen  Wurth  nach  der  Taylorschcn  For- 
mel, also  ia  Y^~L ,  so  wird 

tang^i  =  2Ä,r^|i+^)  ^  W 

Erwägt  man  nun^^  dass  bei  geringer  Steifheit  der  Saite  nur 
sehr  klein  sein  kann,  so  ei  liuU  man  in  erster  Annaiieruug,  mit  Yernach- 
lUssiguug  der  sehr  kieiueu  Grössen  höherer  Ordnung: 

*)  Yergl.  den  Naclitrag  am  Ende  dieser  Abhandlung. 
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taufc'  ßl  =  2i«  (f) 

und  daher    = + Are  (taog = 21»  )^^)  ftar  dea  t Ton.  Da 
sdir  ktein  ist,  so  kann  nun.  wenn  «  nidit  sehr  gross  ist,  mit  Venudi- 
lassiguDg  der  höheren  Potenzen  den  Bogen  für  die  Tangente  setzen; 
diesgtebt:  ßl  =  ini\  +ir^) 

Setzt  man  den  so  erhaltenen  Werth  von  ß  in  die  Gleichung  (c)  ein,  so  erhnll 
man  bei  fortgesetzter  Yeninch1nK<;igung  der  höheren  Potenzen  von  JT-^ 

oder 

ii=iij  ji+jgr^}  (ft) 

Die  Correction  In  lrügt  also  2  V  -^t-  je  eine  Schwingung,  oder  bei 
cylindrischen  Sailen,  deren  Dicke  2r  ist,  ^  J''^  (§  ^  •)-  Der  grOsste 
Werth,  den  P  annehmen  kann,  ist  er*«,  wenn  man  den  Festigkeitscoof- 
ficienten  durch  c  bozfMohnet.  Setzt  man  diesen  Werth  ftür  P  ein,  so  wird 
die  Gotrection:  4- .  Dies  siebt  z.  B.  fUr  Stahlsaiten  ungefilhr  464* 
wenn  man  m  ==:  80000  and  c = 80  rechnet,  bdde  Zahlen  auf  Quadrat- 
mOlimetM'  und  Kilogramm  hezog«i. 

IHese  Correction  darf  bei  genaaeren  Bestimmungen  der  Tonhöhe 
mit  dem  Monochord  nicht  vemachlttssigt  werd^,  da  sie  leidit  einige 
Schwingungen  für  die  Secunde  betragen  kann,  auch  wenn  man  sich 
ziemlich  feiner  Saitennummem  bedient.  So  sind  z,  B.  einige  früher  von 
mir  ausgefbhrte  Bestimmungen  liber  die  TOne  verschiedener  Sttmmgabebi 
aus  diesem  Grunde  etwas  zu  tief  berechnet.  Die  Berichtigung  wttrde 
hier  bei  einer  Stahlsaite  von  340  bis  330""  Lange  und  0,""16  Dicke 
4  Schwingung  auf  425  bis  430  Schwingungen,  also  3|  auf  die 
Schwingungsmenge  440  betragen  haben,  wenn  die  Enden  voükonmiea 
eingeklemmt  waren*). 

§.  47. 

DlMeU»e  Comelioa  in  iweiler  Annihflnmg. 

Die  Gleichung  (fc)  giebt  die  Berichtigung  der  Schwingungsmenge 
wegen  der  Steifheit  fitr  gewöhnliche  Saiten  schon  in  sehr  grosser  An- 


*)  Vt'egeo  der  minderen  Befestigung  der  Enden  reduciert  »ich  diese  Berichtigung 
auf  die  BSID«.  Vgl  den  NadUng. 
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nlhenuig.  Da  aber  dieselbe  von  t  nnabblliiciig  ist,  so  sieht  man,  das« 
bei  diesem  Grade  der  AmiAheruiig  die  Folge  der  TOne  noch  durch  die 
oatflrfiche  Zahlenreihe  dargestellt  wird.  Will  man  den  Einfluss  erkennen, 
welchen  die  Steifheit  auf  die  Reäibeit  der  von  den  Aliquottonen  der  Seile 
gebildeten  Intervalle  hat.  so  muss  man  die  Annäherung  noch  einen  Schritt 
weiter  fortsetzen.  Dies  kann  auf  folgende  Weise  gescheh«i,  indm  man 
die  zweite,  nicht  aber  die  dritte  und  hOhere  Potenaen  von  be- 
rücksichtigt. 

Aus  der  Gleichung  {kj  ergicbt  sich: 


Setzt  man  diesen  Werth  in  die  Gleichung  (A),  so  eiblllt  man: 

taug  ßl  =  jl  +  2         j  (0 

oder  bei  forlgesetster  VemachUissigung  der  dritten  und  h<}heren  Potenzen 

Dies  in  (c)  eingesetzt,  giebt: 

oder   

fl»  =  V  j<+4r^  +  {42  +  W)^^}  (ffi) 

Für  sehr  hohe  Aliquottöne  der  Saite  wird  diese  Gleichung  nicht 
mehr  ausreichen;  denn  wenn  t  sehr  gross  ist,  .so  dürfen  die  höheren 
Potenzen  von  r*p",-  nicht  mehr  goi^on  die  niederen  vernachlässigt  wer- 
den, im  Falle  sie  /iigloicli  mit  h()horen  Potenzen  von  i  inultiplicirrl  sind. 
Schlicssf  man  aber  diese  sehr  hohen  Wcrthe  von  i*  aus,  so  Utsst  die 
Gleichung  (m)  erkennen,  nach  welchem  Gesetz  die  Tonreibe  der  Saite 
von  der  natürlichen  Zahlenreihe  abweicht. 

Dass  in  der  Xhat  die  Schwingungszahlen  der  AliquottOne  stärker  als 
nach  der  naturlichen  Zahlenreibe  steigen.  Ist  an  steiferen  und  nicht  zu 
langen  Saiten  leicht  wahrzunehmen.  Da  die  Beimischung  solcher  Töne, 
welche  wenig  von  den  harmonischen  abweichen,  noch  störender  ist,  als 
selbst  die  Beimischung  von  ganz  unharmonischen,  wie  letztere  z.B.  an 
ungespannten  Stäben  vorkommen,  so  Hiflssen  steifere  und  kanere  Seiten 
bei  mSss^fer  Spannung  selbst  dann  unrein  tOnen,  wenn  sie  als  vollkom- 
mene Cylinder  betrachtet  werden  dürfen,  und  man  sieht,  dass  der  Grad 
der  Beuibeit  von  der  Kleinheit  des  Werthes  -j^  oder  -r  >  1  abhüngt. 
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Um  jenes  Gesetz,  nach  welchem  die  Tüne  der  Sailc  von  der  natürlichea 
Zuldenreilic  abweichen,  nocli  etwas  einfacher  darzusl^^llen,  bezeichne  man 
mit ».  den  von  t  unabhtfngigen  Werth  «  f  Ö(<  +  4  r^  +  42~).  Dann 
erhüU  man  leicht  aua  der  Gleichung  (m) 

Setzt  man  zur  Abkürzung  4  ^  so  verhillt  sieh  die  Schwingungs- 
niengc  des  ersten  Tones  zu  der  des  »'**,  wie 

(I  +     :  t  (1  +  i'd) 
so  dass  die  Abweichung  von  der  harmonischen  Reinheit  durch  das  Inter- 
vall oder  durch  den  Betrag  von  (t*  —  1)^auf  je  i  Schwingung 

ausgedrückt  wird.  In  dem  am  Ende  des  vorigen  §.  erwähnten  Beispiele 
einer  Stahlsaite  würde  d  bei  vollkommener  Befestigung  beider  F)nt!en 
wenigiT  als  ^^h^  betrugen.  Au  meinem  Monochord,  wo  (he  Saite  für 
die  gewölmlichon  Vorlesungsversuche  27  Par.  Zoll  lang  ist,  \\\n\  d  lür 
dieselbe  Saitennuiuiner  bei  voller  Spanniini,'  nicht  viel  über  7,0,^0.  •'»0 
(hiss  z.  B.  noch  der  8'*  Tnn  kaum  um  ein  Schisma  und  eist  doi-  21'*"  um 
ein  Komma  von  der  haujioiiisclien  Ucinlieit  gegen  den  ersten  aI)\vtM'clit. 
Man  bcgreitY  hieraus,  das^s  s<'li>st  unter  weniger  günstigen  Vei  hiiltnissen 
die  Steifheit  der  Saite  nicht  iiu  Stande  isl,  auf  eine  meikluhe  Weise 
jene  Reinheit  der  Intervalle  zu  beeinträchtigen,  weU  lu!  das  Uhr  bei  den 
AliquotlOnen  des  Monochords  so  angenehm  empfindet. 


AUiMiU.  d.  K.  S.  Ge«.  d.  WisMMch.  I.  12 
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NACHTRAG. 

Versuche  Uber  die  Töne  steifer  Sailen. 

Die  Theorie  der  Schwinguni/rn  ccsparuilor  Stabe,  welche  ich  der 
K.  Gesellschaft  in  einer  frühem  Sit/nnp-  vorgetragen  habe,  hat  zu  einem 
andern  Resultat  gcfulirl,  als  das  ist,  welches  N.  Savart  aus  seinen  Ver- 
suchen an  gespannten  Drahten  abgeleitet  hatte.  Obgleich  die  zwischen 
diesen  Beobachtungen  und  der  Theorie  statt  findenden  Differenzen  nicht 
80  bedeutend  sind,  dass  sie  nicht  durch  die  Einflüsse,  welche  den  Versuch 
ungenau  machen  können,  erklttriicb  wären,  so  schien  es  doch  gut,  das 
theoretische  Resultat  durch  ein  empirisches  Verfahren  zu  prtifcu,  bei  wel- 
chem jene  Fehlerquellen  so  viel  als  möglich  vermieden  würden.  Es  wurde 
daher  eine  Versuchsreihe  angestellt  unter  Verhältnissen,  welche  denen  der 
Savartschea  Beobachtungen  absichtlich  sehr  ahnlich  gewählt  waren. 

3,04  Par.  Zoll  einer  Stahlsaite»  von  welcher  36  Zoll  3,043  Gimm. 
wogen,  waren  in  verlicaler  Stellung  zwischen  swei  Ktemmen  so  gefiisst, 
dass  die  Enden,  ohne  gequetscht  zu  werden,  sehr  fest  geklemmt  werden 
konnten,  indem  jedes  Ende  zwischen  zwei  Kupferstacken,  in  welche 
eine  Vertiefung  fUr  die  Saite  eingeschliffen  war.  gppresst  wurde.  Da 
durch  das  Anziehen  der  Schrauben  die  Spannung  sehr  leicht  verändert 
wird,  so  war  nur  die  obere  Klemme  fest  gegen  das  hölzerne  Widerlager 
geschraubt,  die  untere  aber,  eine  eiserne  Zwinge,  welche  die  Kupfer- 
stOcke  zusammenpressle,  war  beweglich  und  wurde  erst  nach  dem  An^ 
bangen  der  spannenden  Gewichte  durdi  einen  massigen  Druck  gegen  das 
Widerkiger  so  weit  als  nOthig  befestigt.  Das  spannende  Gewicht  wurde 
von  6  zu  5  Kilogramm  bis  auf  30  Kilogramm  vermehrt  und  die  jedesmalige 
Tonhohe  durch  YergleicHung  mit  emer  feinen  Stahlsaite  bestimmt,  welche 
amMonochord  hing  und  dnrch^ferschieben  des  beweglichen  Stegs  mit  dem 
zu  untersuchenden  Ton  in  Emklang  gebracht  wurde.  Diese  diinne  Saite, 
von  welcher  36  Zoll  0,374  S  Grmm.  wiegen  und  welche  mit  4SI  i  ,8  Grmm. 
gespannt  war,  gestattet,  wenn  sie  nicht  zu  kurz  ist,  sehr  nahe  die  An- 
wendung der  Taylorschen  Formel  and  bedarf  nur  einer  unbeträchtlichen 
Correction  wegen  der  Steifheit 
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Naclulrni  auf  diese  Weise  die  Schvvingungsmenge  empirisch  cpfitnden 
worden,  war  es  noch  nöthig,  zur  theoretischen  Berechnung  derselben 
das  eiastiäche  Moment  des  eingeklemmten  Drahtes  zu  kennen.  Du  die 
Bestimmung  des  Tones,  welchen  dieser  ohne  Spannung  giebt,  bei  einem 
Stuck  von  aolcher  Lttnge  wid  so  massiger  Steifheit  keine  Genauigkeit 
znlasst,  so  wurde  zum  Schluss  der  Verbuche  das  eingeklemmte  Stück 
initten  durchgeschnitten  und  darauf  versdüedene  Längen  beider  Theile 
so  eingddemmt,  dass  sie  als  Stäbe,  die  nur  am  einen  Ende  fest  sind, 
tönten,  imd  aus  den  beobachteten  T<nih6ben  im  Mittel  au<;  18  Versuchen 
das  elastische  Moment  berechnet,  was  a  =  3i  4,7  (auf  Par.  Zoll  und 
Gramme  besog^n)  f^h.  Auf  dieselbe  Weise  ist  fUr  die  dttnne  Saite  des 
MonodionlB  a=:.6,143  gefunden.  ' 

Tal).  I,  entbttll  in  der  ersten  Spalte  die  Spannungen  des  einge- 
klemmten starken  Drahtes,  in  der  letzten  die  nach  1 6.  der  vorstebeaden 
Abbandlnng  berechnete  Anxahl  von  Schwingungen  in  der  Seoonde,  wobei 
ein  Hin-  und  Hergang  filr  eine  Schwingong  gerechnet  ist;  die  vier  anderen 
Spalten  benehen  sich  auf  die  ddnne  Saite  des  Monochords,  nnd  swar 
enthalt  die  zweite  Spalte  die  gemessene  Lttnge  derselben,  die  dritte  und 
vierte  einen  nntem  und  obem  Grenvwerth,  zwischen  wekfaen  die  daraus 
sich  einlebende  Schviringungsmenge  liegen  muss,  indem  die  Beredmnng 
nach  laylors  Fonnel  dieselbe  oüBnbar  etwas  zii  Ueni,  die  BerodcsiGfati- 
gung  der  Steifheit  abw,  wenn  man  die  dnrdi  St^- begrenzte  Saite  wie 
eine  an  beiden  Enden  festgeklemmte  behandelt,  etwns  zu  gross  geben 
muss;  die  fttnJIe  Spalte  enthült  die wiridiche  Schwingungsmenge,  wie  sie 
sich  nach  einer  weiter  miten  zu  erklllrenden  Gorrectaon  wenigstens  in 
sehr  grosser  Aanahenmg  ergiebt 


Tab.  1. 


Sattflollnee 

Schwiiigungsmenpc  nncli 

1  SchwiMpinstOMna« 

«m  M ouMMbord 

nlere  Creoxe 

obere  Greue 

CO  IT.  Werth 

nach  darTliMMte 

0 

456 

6\385 

962 

963 

958 

956 

40,06 

4,866 

4250 

4268 

1250 

4256  , 

45,06 

M06 

4483 

4604 

U94 

4492 

80,05 

3.68 

4675 

4707 

4694 

4694 

25,05 

3.29 

4848 

4888 

4869 

4872 

30,05 

3,045 

i044 

20Ü1  1 

2033 
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Die  Ucbercinstiramiing  der  Theorie  mit  der  Erfahrung  ist  volLstündig, 
indem  nicht  nur  alle  theoretischen  Werthe  zwischen  die  engen  Grenzen 
fallen,  zwischen  welchen  die  Beobachtungswerthe  nothwendig  einge- 
schlossen sind,  sondern  aucli  den  corrigierten  Zahlen  des  Monochord- 
versDchs  so  nahe  konunen,  dass  die  Differenz  in  keinem  Falle  die  Grösse 
von  einem  halben  Komma  erreicht.  Berechnet  man  dagegen  die 
Scbwingangsmengen  nach  Savarts  Regel,  so  erhält  man  Werthe,  welche 
aammtlich  |  bis  4  Ton  zu  tief  sind. 

Auch  die  in  Tab.  11.  enthaltenen  Beobachtungen  des  zweiten  Tones 
(mil  einem  Knoten),  obgleich  bei  der  grossen  Hobe  dieser  Ttfne  etwas 
weniger  zoTeriassig,  geben  eine  genogende  Uebereinstimmang  mifc  der 

Tib.  n. 


Schwiagungsmeuizt'  nach  tlcni  Versuch 

1  SchwinguoDmaogB 

am  Honocbord 

unl«r«  Gmixe 

obere  (irrnz«; 

corr,  Werth 

nticb  mrTbeerit 

2,98 

2040 

2090 

2000 

2075 

10,05 

2.37 

2566 

2646 

2G07 

2631 

45,05 

2,03 

1  2995 

3407 

3055 

3082 

Bs  ist  noch  dieCorrection  anzugeben,  nach  weiofaer  die  Schwingnnga- 
menge  in  der  vorletzten  Spalte  dieser  Tabellen  aus  den  Yersnciien  b6~ 
rechnet  ist  Es  war  nAmlich  die  Monochordsaite  an  ihrem  oberen  Ende 
scharf  gegen  zwei  parallele  Stege  gedittckt»  Uber  welche  sie  von  dem 
AnhangestUt  aus  gefltthrt  war  nnd  von  denen  der  erste  sie  in  ziemlicher 
Breite,  dar  zwdte  aber,  dicht  unter  dem  eilten  stehend,  nur  mit  der 
Schorfe  einer  Schneide  berohrte.  Von  dieser  Schneide  aus  sind  die 
Langen  der  Saite  gemessen.  Die  untere  Begrenzung  wurde  durch  den 
verschiebbarai  Steg  gebildet,  der  mit  einer  Sdmeide  nur  ziemlich  leicht 
die  Saite  berührte,  wahrend  der  übrige  noch  tiefere  Thefl  derselben  mit 
der  Hand  gedampft  wurde.  Berechnet  man  nun  aus  der  so  begrenzten 
Lange  die  Sdiwingungsmenge  nach  Taylors  Formd,  so  ist  etnieuchtend, 
dass  man  etwas  zu  Ideine  Zahlen  erhalt,  weü  auch  bier  der  Ton  durch 
die  Steifheit  etwas  erh^t  wird.  Berechnet  man  sie  dagegen  unter  der 
Voraussetzung,  dass  beide  Enden  sidi  eben  so  verhalten,  als  ob  sie  fest 
eingeklemmt  waren,  so  erhalt  man  offenbar  etwas  zu  grosse  Zahlen. 
Dadurch  ist  die  untere  und  obere  Grenze  bestimmt,  welche  in  der  dritten 
und  vierten  Spalte  der  vorhergehenden  Tal)ellen  angegeben  sind,  und 
zwischen  weiche  die  wirkliche  SchwinguDgi»menge  nothwendig  fallen 
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muss.  Um  aijor  zu  crniitteln,  welchen  Werth  zwischen  diesen  Grenzen 
dieselbe  einnehme,  habe  ich  folgende  Yersucbfireihe  aDgesteUt,  derea 
Resultate  in  Tab.  III.  enthalten  sind. 

Es  wurde  neben  der  feinen  Monochordsaite  eine  andere  viel  stärkere 
aufgehangen,  von  demselben  Draht,  der  bei  den  vorhergehenden  Yer^ 
suchen  gebraucht  war,  gespannt  mit  20  Kilogr.  und  Uber  die  Stege  ge- 
führt ganz  auf  dieselbe  Weise,  wie  die  dunne  Saite.  Wahrend  die  starke 
Saite  nach  und  nach  die  Längen  erhielt,  welche  in  der  ersten  Spalte  dar 
Tab.  Ui.  enthalten  sind,  wurde  die  dunne  Saite  durch  Verschieben  ihres 
unteren  Stegs  in  den  Einklang  gebracht;  diese  Längen  suid  in  der  zwei- 
ten Spalte  angegeben.  Unter  den  Terschiedenea  Fonaeo,  dnrdi  welche 
ich  diese  beiderlei  Zahlen  in  Einklang  m  bringen  gesucht  habe,  stimmt 
am  nächsten  die  Annahme,  dass  die  Saiten  bei  der  beschriebenen  Art 
der  Begrenzung  sich  verhalten,  ^e  ein  geqksnnter  Stsb,  der  am  dnen 
Ende  fegt  eingeklenunt,  am  andern  gestlttst  (mit  einer  Axe  versehen)  ist 
In  der  That  aber  ttberzengt  man  steh,  dass  bei  der  besduiebenen  Bin- 
richtaqg  das  obere  Ende  den  Bedingungen  emer  vollkommenen  Befiasti- 
gong,  das  untere  denen  der  Stützung  in  einer  Axe  ziemlich  nahe  kommt. 
Tab.  DL  enthält  in  den  beiden  letzten  Spalten  die  nach  dieser  Annahme 
berechneten  Sebwingongsmengen.  In  den  beiden  vorhergehenden  sfaid 
die  unoorrigierten  Werthe  hinzqgeftigt,  damit  man  den  Betrag  der  Cor- 
rection  ersehe. 

Tab.  m. 


LüDgo  der 

starken  Saite 

Lange  der 

dünnen  Saite 

schwingaiwaicasB  nadi 
Taylon  ftoriBd,  tSt  dt« 

.  starko  Salt«  |  dünne  Saite 

Gotisierte  ScbwiogiiDiraieasB 
für  die 

etarke  Sailo    j    dünne  Saite 

23",302o 

257 

201 

259 

261 

U.4 

18,71 

321 

325 

324 

12 

16,57 

386 

391 

390 

391 

9 

1  1.6325 

514 

523 

522 

524 

7,2 

9,3175 

643 

653 

655 

655 

6 

7,78 

771 

781 

789 

785 

4.5 

5.78 

1029 

1052  . 

1061 

1059 

3,6 

4,61 

1286 

1319 

1340 

1330 

3 

3,79 

1543 

1604  1 

1624 

1620 

Die  beiden  letzten  Spalten  summen  so  weit  Uberein,  dass  die  an- 
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gegebene  Form  der  Correction  der  Er&hrang  naiie  urmi;^.  Ist  auch 
dieselbe  nicht  ganz  streng  anwendbar,  so  wird  doch  jedenfalls  <la,  wo 
die  Correction  selbst  nur  so  wenig  betragt,  wie  bei  den  Zahlen  der  Lib.  I., 
der  Fe  hier  der  Correction  nur  höchst  unbedeutend  sein  können,  so  dass 
die  vorletzte  Spalte  jener  Tabelle  die  wirklichen  Schwingungamen§;ea 
in  sehr  grosser  Annäherung  dantellL 
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als 

1W1ND11NGS6B8BTZ  VON  PLANORBIS  GORNEUS. 
1.  AUgemeiBe  Belrmbtniig  der  eydocentrisehen  Gincliotpifate. 

Yorbemerkuogea. 

Die  GonchyliomjBtrie  isl  eine  erst  im  Entstehen  begriffene  Wissenschaft; 
denn  in  der  That  sind  bis  jetKt  nur  einzelne  Grundsteine  zu  dem  Gebfiude 
gelegt  worden,  welches  vielleicht  kttnflig  einen  ehrenvollen  Platz  neben 
der  Kryslallographie  nnd  anderen  TheSen  der  angewandten  Mathematic 
behaupten  wird.  « 

Das  nftchste  und  wichtigste  Problem  war  es  unstreitig,  das  Wachs- 
thumsgesetz der  Conchylion.  oder,  was  auf  dasselbe  hinausläuft,  das 
Waclislliumsgesetz  der  in  ilnu  ii  habenden  Tliicre  aufzufinden.  Man  hat 
dieses  Problem  einstweilen  nur  für  die  einst  hallten,  spitailürmi!-^  ge- 
wundenen Conchylien  in. Angriff  genommen,  Jjci  welchen  aücnlings 
durch  Messung  uud  Rechnung  leichler  ein  Resultat  zu  erwarten  stand, 
als  bei  den  zweischaligcn  Couchyliea.  Das  Warhsthumsgesetz  einer 
solchen  Conchylio  wird  nun  aber  in  der  Hauptsache  gefunden  sein,  so- 
bald es  gelingt,  die  Gleu  Imng  derjenigen  Spinde  auly^uslcUen,  welche 
der  Windungsrück  en  mn  (Ic  Axe  der  ConcJi^lic  beschreibt.  Denn 
da  die  Entwickelun-  (i  i  l»et reifenden  Thiere  wesentlich  an  das  Gesetz 
gebunden  ist,  dass  solciie  niil  hestllndig  wechselnder  Richtung  in  einem 
und  demselben  Sinne  auf  dem  Rucken  ihres  selbst  gebildeten  Gehäuses 
fortwachsen,  indem  sie,  die  centrale  Axe  des  letzleren  entweder  in  einer 
Ebene  oder  in  einer  Kegeloberfläche  unikreisend,  eine  gewisse  Anzahl 
von  Windungen  zu  Stande  bringrai;  so  müssen  die  successiven  Absttinde 
des  WindungsrUckcDS  (als  der  von  der  Windungsaxe  am  weitesten 
entfernten  Linie)  nothwendig  die  successiven  Radial-Dimensionen  des 
Ibieres  selbst  in  den  verschiedenen  Stadien  seines  Wachsthumes  re- 
prttsenlieren. 
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Dieser  Ansicht  gciuifss  hat  sich  denn  auch  die  AuAoerksamkeil 
Derer,  welche  bis  jetzt  die  Formen  der  Conchylien  geometrisch  zu  er- 
gniDden  bemüht  waren,  vorzugsweise  der  Aufsuchung  deijenigen  Spirale 
zugewendet,  welche  den  Verlauf  des  Windungs  rocken s  bestimmt  und 
daher  als  Rttckraispirale  bezeichnet  werden  kann. 

Indessen  hat  man  auch  bisweilen  die  Nahtspirale,  d.  h.  diejenige 
Spiral(>  zu  criiiitleln  versucht,  welche  dein  Rande  entspricht,  in  weichem 
sich  t'in<>  jede  Windung  an  die  niichst  vorhei^ehende  anschmiegt.  Diese 
Wiiulungsnaht  kann  wohl  auch  häufig  benutzt  werden,  ol>\\ohl  Falle 
genug  vorkommen,  wo  sie  eiiKm  ganz  abweichenden  und  zum  Iheil 
wenig  regelraössigen  Vorlaut  besitzt.  Da  sie  den  Umgriff  des  Windiings- 
randes  darstellt,  welcher  ja^ewissernia&»en  die  ExtrcmiUilcu  derWuidung 
bezeichnet,  so  kann  .^le  freilich  iiieht  g(>eitmet  sein,  das  allgemeine 
Wachslhum  des  Thiereb  erkennen  zu  la.sst  ii;  wenn  sie  jedoch  nach 
demselben  Gesetze  gewunden  is!  wie  die  Riicken.spirale,  so  wird  sie 
wenigstens  zur  Kcnntniss  des  Wmdungs- Quotienten  führen,  womit 
schon  sehr  viel  gewonnen  ist. 

Nachdem  Remecke  schon  im  Jahre  1818  die  erste  HinweisuQg  auf 
den  Windungs-Quotienten  als  das  wichtigste  Element  der  Arnmoniten- 
fonnen  gegeben,  dann  aber  Leopold  Buch  diesen  Quotienten  als  den 
Ausdruck  eines  bestimmten  Gesetzes  erkannt,  imd  daher  als  eb 
specifisches  Merkmal  eingeführt  hatte,  so  wurde  zuerst  von  Moseley 
im  Jahre  1838  die  logarithmische  Spirale  als  die  eigentliche  Grundlinie 
vieler  Gondiylien  nachgewiesen,  wahrend  später  Heis  bei  Aigonauta  Aigo 
die  paraboUscfae  Spirale  entdeckte.  Dagegen  wurde  ich  durch  den  oft 
vorkommenden  Wechsel  des  Windungs -Quotienten  in  verschiedenen 
Regionen  der  Schale  und  durch  einige  zwisdien  Rechnung  und  Beobach- 
tung wahrte uammene  Widersprüche  zu  Zweifeln  an  der  Allgemein- 
gttltig^eit  der  logariämiisclien  Spirale  veranlasst,  und  endlich,  nach  man- 
chen vergeblichen  Versuchen,  auf  das  Resultat  geführt,  dass  sehr  vielen 
Conchylien  ilir  Windungsgesetz  durch  eine  neue  und  eigenlhuinliche 
Spirale  vorgeschrieben  werde,  welche  ich  deshalb  unter  dem  Namen 
der  Couehospirale  einzuführen  mir  erlaubte. 

Das  wesentliche  Grundgesetz  dieser  Conchospirale  ist,  dass  die 
successiven  Windungsabstflndc  eine  geometrische  Reihe  nach  irgend 
einem  Quotienten  p  bilden.  Setzt  man  nun  den  ersten,  vom  Mittelpunkte 
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ausgebeoden  Windungsabsland  oder  den  Parameter  der  Spirale  =:  a» 
so  wird  die  allgemeine  Gleichung  derselben: 

oder,  indem  man  für  m  den  entsprechenden  UuilaufswiDkel  v=m.^n 
substituiert*):  a    /  k 

Diese  Spirale  bat  zwar  einige  Eigenschaften  mit  der  logarilhniischcn 
Spirale  gemein,  weicht  aber  dotli  wosi'titlicli  \on  ihr  ab,  wie  sich 
namentlich  dai  aub  erfiieht,  dass  liii  Aiifangspuiikt  niil  dem  Mittelpunkte 
zusaniimnifalU,  das.s  sie  lur  negative  Werthe  von  v  Anlanijs  eine  Schleife 
bildet,  und  mit  aUen  f<?rneren  rUcklautigea  Winduaijeu  einer  asymptoti- 
schen Grenze  entgegen  strebt,  welche  ein  Kreis  vom  Halbmesser ist**). 
Auch  geben  sicli  ein  paar  sehr  bedeutsame  Unterschiede  darin  zu  er- 
kenucu,  dass  die^ Radien  und  Dianieler  d(;r  l^onchospirale  kerne  geo- 
metrische Progression  bilden,  und  dass  der  TangcMitialwinkel  (d.  h.  der 
Neigungswinkel  der  Tangente  irgend  eines  Punktes  gegen  dessen  Radius) 
nicbl  coustant,  sondern  fortwährend  veränderlich  ist. 

BinfWehe  cyclocanlrtsebe  Conehospirale. 

Der  vorstehenden  üleichimg  der  Conchospirale  hegt  die  Voraus- 
setzung zu  Grunde,  dass  die  Axe  der  Cuuchylie  eine  ideale  A\e  oder 
eine  blosse  niatluMnalischc  f.inie  sei.  Es  lassen  jedoch  mehrere  Beobach- 
tungen vermulhen,  dass  dies  keinesweges  in  allen  Fallen  statt  finde,  son- 
dern dass  die  Axe  gar  häufig  durch  einen  Cylinder  oder  Central-Nucleus 
von  i>estimmtem  Durchmesser  dargestellt  werde.  Dieser  Durchmesser 
scheint  zwar  gewöhnlich  sehr  klein  zu  sein;  er  ist  aber  doch  immer  be- 
deutend genug,  vM  keine  gänzliche  Vernachlässigung  zu  gestatten;  viel- 


•)  In  (icr  von  der  Fürstlich  Jablonowskischen  Ges{»!lsrhafl  zur  SOOjähripen  Ge- 
burtsfeier Leibnizens  berausgcgebenea  Sammlung  voa  Abband luii gen  wurde  S.  <5I  B. 
die  llieorie  der  CMchospiral«  •intGhiiich  entwickelt.  Die  bier  gegebene  Gletdiung  iel 
wesenüicb  dleeelbe^  wie  nJehe  a.  a.  O.  S.  158  elefat;  nur  erhwt  sie  die  Spirale  oih 
millelbar  von  ihrem  Mittelpunkte  aus,  so  dass  alle  wirklichen  Windiiagen  auf 
positive  Worllio  von  v  zu  htviehen  sind. 

*•)  Da  der  rückläufige,  oder  *ier  durch  negative  Werflie  von  v  bestimmte  Zweig 
der  Spirale  gar  keine  Bedeutung  für  die  Concbylieu  hat,  so  habe  ich  Um  auch  in  der 
erwihnlen  Abhaudlaag  noberOckeiebllgl  selanen  ond  mich  damit  besnflgt,  den  Verianf 
der  Cunre  hie  sn  ihfem  Mitlelpiinkte  so  Terlelgen. 
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mdir  durfte  in  mancheD  FaUen  nor  daich  die  Berttdcsächligung  dessdbea 
eine  Au^eichung  der  letzten,  zwischen  Rechnung  und  Messung  nodi 
hervcHrlretendoi  DW^^nzen  zu  erwarten  ftein. 

Da  nun  ausserdem  bei  Voraossetznng  eines  derartigen  Central-Nu- 
clens  die  Gleichung  der  ConchoqHiuIe  in  enier  solchen  Fonn  hervor- 
tritt, dass  sie  bei  einem  gewissen  Durchmesser  des  Nncleus  unmittel- 
bar in  die  logarithmische  Spirale  Ubergeht;  da  also  hierin  ein 
Fingerzeiir  i?f geben  zvi  sein  schoint.  auf  welche  Weise  die  verschiedenen 
Beobachtungen  zu  vereinigen  sein  möchten,  von  denen  einifje  auf  die 
lügtirit  Ii  mische  Spirale,  andere  auf  die  Gonchospiraie  gefUhrt  haben;  da 
endlich  die  Annahme  eines  (lentral-Nucleus  mit  der  von  mir  in  Vorschlag 
gebrachten  Theorie  der  zusammengesetzten  Spirale  völlig  überein- 
stimmt; so  durfte  es  der  Mühe  nicht  unwerth  erscheinen,  die  Concho- 
spirale  von  diesem  neuen  Gesichtspunkte  aus  in  Betrachtung  zu  ziehen. 

Wollen  wir  \n\>  aiin,  wie  bisher,  so  auch  fjeuenwJ^rtig.  darauf  be- 
schranken, df^s  !?aii/i  Phitnnmen  lediglich  in  seim  i  H  i  izontal-Projection 
zu  stu(heren  weil  an  die  Betrachtung  des  Wiudungskcgels  und  aller 
übrigen  Form -Verhältnisse  doch  jedenfalls  erst  nach  FcststclUmg  der 
Grundspirale  zu  denken  ist),  so  werden  wir  die  Projection  des  Central- 
Nucleus  als  einen  Kreis  vorzustellen  haben,  um  welchen  sich  die  Concho- 
spirale  glttcbsam  wie  um  ihr  Fundament  entN>rickelt,  weshalb  auch  der 
Halbmesser  dieses  Kreises  den  eigentlichen  Urhalbmesser  oder  Archi- 
radius  der  Spirale  bildet.  Bezeichnen  wir  diesen  Archiradius  KA  mit  a 
und  nehmen  wir  an,  die  in  irgend  einem  Punkte  der  Kreisperipherie, 
z.  B.  in  dem  Punkte  ii,  beginnrade  Spirale  erreiche  nach  dem  ersten 
Umlaufe  den  Windungsabaland  AB=^a,  nach  dem  zweiten  Umhiufe  den 


Windungsabsland  BC  =  19»,  nach  dem  dritten  Umhiufe  den  Windungs- 
abstand CD = op*.  und  allgemein  nach  dem  wf^  Umlaufe  den  Windung»- 
abatand  ap"^*,  so  wird  der  dem  Ende  des  letzleren  Umlaufes  eotr 
«^rechende  Radius  r  durch  die  Summe  ^aUer  vorherigmi  Windung*- 
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abstfinde,  einschliesslich  des  Archiradius  a,  bestimmt  seiu.  Dem  ümiaufs- 
Winkel  t»  =  m.2ff  entspricht  also  der  Kadius 

und  iiigeod  emem  beliebigen  Umlanfewinkel  9  entspricht  der  Radios 

Dies  ist  die  Gieiciiung  der  um  den  Axencylinder  oder  Central-Nucleus 
entwickelten  Conchospirale.  Man  kann  sie  die  cyclocentrische 
GleichuBir  der  Curve  nennen,  weil  der^^n  jtositiver  (hier  allein  in  Rück- 
sicht kommender)  Zweig  durch  eine  Kreislinie  von  dem  innern  cen* 
tralen  Theiie  getrennt  wird,  oder  weil  sich  ihr  MiUelpunkt  gewisser- 
massen  zu  einem  Kreise  ausgedehnt  hat. 

Setzt  man  nun  in  dieser  Gleichung  a  =  0,  so  gelangt  man  auf  die 
oben  S.  3  stehende  Gleichung  der  gew(flinlicben  Coadiospirale;  setzt 
man  dagegen  a     ^f.^- ,  ao  wird 

welches  die  Gleichung  der  logarithmischen  Spirale  ist.  Diese  letz- 
tere Spirale  Itisst  sich  daher  nur  als  ein  besonderer  Fall  der  cyclo~ 
centrischen  Conchospirale  l  otrachten;  wenn  also  die  letztere  ttbei^ 
baupi  in  der  Welt  der  Conchylien  eine  wichtige  Rollo  spielt,  so  kann  es 
uns  gar  nicht  mehr  befremden,  dass  gewisse  Conchylien  wirklich 
nach  dem  Gesetze  der  logarithmischen  Sphrale  gewunden  sind. 

Die  Bestimmung  d^  Windungs-Qootienten  p  erfolgt  am  einfadislen 
und  sichersten  aus  den  gemessenen  Windungsabstttnden  oder  auch  aus 
den  Diffoienzen  der  Diamefer,  und  ist  in  dieser  Hinsidit  zu  den  Be- 
merkungen der  §§.  3.  und  5.  der  oben  angelbhrten  Abhandlung  nichts 
hinzozufUgen,  auf  welche  ich  mich  im  Folgenden  mehrÜMsh  beziehen ' 
werde. 

S-  8. 

BenebsimK  dar  Diameler,  des  Farameten  und  dw  Tmgflotialwhik^. 

Die  Diameter  der  cycloccntrjM  hc  n  Conchospirale  erfordern  da- 
gegen eine  neue  Bestiiamung.  Auü  der  Gleichung 

r  =  a-\^j^ip-^\) 

folgt  für  den  nächst  grossem  semissodistanten  Radius: 
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Die  Summe  dieser  beiden  Radien  ist  derjenige  Diameter  jD,  welcher  (tem 

ümlaufswiükel  v  -=  (m+  i)  2n  zukommt.  Also  wird 

Aus  irgend  eiiiem  gemessenen  Diameler  D  faUgBH  aber  rückwärts  die 
beiden  ihn  zasammensetzeiidea  Radira: 

welche  Ausdrucke  fUr  «  =  0  auf  die  a.  a.  0.  4.  sfohenden  Werlhe 
und  fUr  a  =  auf  die  in  Pog|$eDdofffs  AnnaleD  Bd.  6i,  S.  250  mit- 
getheüteo  Werthe  zurttckkommen. 

Die  Besiimmung  des  Parameters  a  ist  in  der  cyckicenliischen 
Conchospirale  mit  abhangig  von  dem  Arehiradiiu  «,  dessen  Kenntniss 
in  allen  Füllen  aar  durch  unmittelbare  Messung  eriangt  werden  kann. 
Aus  iigend  zwei  «todistanten  Diametem  D  und  folgt: 

folglich  aus  zwei  singulodisUintcn  DiaiiRtom: 

a  =  .\{D  —pD)-\-a{p  —  i) 
welche  Wei  tlu-  fm  «  =  0  auf  die  a.  a.  0.  §.  6.  steheü  l*  n  W  ertlic  zu- 
rückkommen, für  a  =  TT^X  däS^gt^w  auf  das  Ergebniäs  lühreu,  ilass  a 
gar  nicht  aus  (l(>a  Diametem  berechnet  werden  kann,  weil  dann  die 
Spirale  eine  logarilhmische  ist. 

Die  Bere(hnung  des  Umlaufs w in kels  »oder  m.2n  erfolgt  aus 
dem  zttgeiiörigen  Windungsabstande  h,  wie  a.  a.  0.  §.7.  Für  irgend 
einen  Umlaufewinkel  v  =  m.2n  ist  nUmlich  der  entsprecfarade  Windung»- 
abstaod  Assq)"'*;  folglich  wird 

 ^  4  .  tog*-los» 

Man  kann  also  filr  jeden  Punkt,  dessen  Windungsabsland  gemessen 
wurde,  seinen  Umlaofswinkel  oder  die  Anzahl  der  bis  dalun  vollendeten 
Windungen  berechnen,  sobald  ;)  und  a  bekannt  sind. 

Oer  Tangen lia  1  Winkel  (p  der  cydoceutrischen  Conchuspirale 
bestimmt  sich  aus  der  Gleichung  derselben  durch: 


ap^"  log  p 
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in  welchem  Ausdrucke  unter  log  p  der  naUlrliche  Loe9rithmu8  zu  ver- 
stehen tat.  Dies  giebt  (Ur  «  0 

wie  a,  a.  0.  S,  463,  dagegen  fUr  «  = 


logp 

welcher  Werlb  die  logarithmische  Spirale  charakterisiert,  Setzen  wir 
«.  =  0,  so  wird  in  der  cyclocentriachen  Conchoepinde: 

-  ^  0  log  p 

Dies  ist  also  die  Tangente  de^enigen  Winkels,  mit  welchem  die  Spirale 
beginnt;  setzen  wir  endlich  »  =  oo  ,  so  wird 

wodurch  deijenige  Tangentiaiwinkel  bestimmt  wml,  welchem  die  Spirale 
entgegen  strebt»  ohne  ihn  doch  jemals  zu  erreichen. 


5.  *. 

ZoflammeDgewIste  cyclocentiisdie  Conchospirate. 

Die  Theorie  der  zusammengesetzten  Conchospirale  bleibt 
ziemlich  unverändert,  wenn  wir  sie  cyclocentrisch  ausgebildet  denken; 
ja,  sie  ist  wesentlich  nichts  Anderes,  als  eine  Wiederholung  der 
Theorie  der  einlkchmi  cyclocentrischen  Spirale.  Indem  wir  nfimlich  die 
a.  a.  O.  S.  i  65  angenommene  Vorstellung  zu  Grunde  legen,  dass  sich 
die  äussere  Spirale  um  einen  Kreis  entwickle,  dessen  Ualbmessef 
der  letzte  Radios  R  =  tt  der  inner n  Spirale  ist,  so  wird  die  äussere 
Spirale  offenbar  als  eine  cydocentrische  Spirale  vom  Archiradius  m  ein- 
gefllhrU  Der  Parameter  derselben,  d.  h.  der  Windungsabstand  ihres 
ersten  Umlaufes,  wird  durdi  das  Product  aus  dem  letzten  Windungs- 
abstande <^'""*  der  innem  Spirale  in  den  neneu  Windongs-Quotienten  q 
bestimmt.  Bezeichnen  wir  also  dieses  Product  mit  tf*.  so  wird  die 
Gleichung  der  äussern  Spirale: 

»•  =  «+  ,1, 

ganz  analog  der  Gleichung 

welche  der  innem  Spirale  zukommt. 
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Schreiben  wir  in  dieser  letztem  Gleichung  u  statt  m,  um  denjeDigen 
Unilaufewiiiki  1  zu  bezeichnen,  bei  welchem  die  innere  Spirale  zu  Ende 
geht,  so  wild  der  diesem  Winkel  enlsprecheude  Werth  von  r  der  Archi- 
radius  a  der  äussern  Spirale,  und  folglich  die  Gleichung  der  letztem: 

=  «  + ir=r  (P" T=T  («"  ~  < ) 

in  welcher  a'  dea  Werth  «jp*^*  hat 

Die  weiteren  Betrachtangen  nnd  nun  wesentlich  dieselben,  wie 
a.  a.  0.  §.  40.  bis  g.  H.,  nur  ist  oberall  das  dortige  A  tun  «  zu  ver- 
grOMem. 

Die  ebendaselbst  in  den  §§.  1 5.  und  16.  gegebene  Bestimmung  Ton 
a  und  «  aus  irgend  zweien  Diametem  der  ttossem  Spirale  ttoderi  sich 
jedoch  dahin  t  dass 

gcftinden  wird,  wodurch  denn  natürlich  auch  der  Werth  von  u  eine  an- 
gemessene Veränderung  eiilLhrt. 

§.  5. 

Berechnung  (ur  den  Fall,  da  die  innere  Spirale  eine  logariUunische  ist. 

Nachdem  wir  nun  die  wichtigsten  Stttze  in  Betreff  sowohl  der  ein- 
rieben als  auch  der  zusammengesetzten  cyclooentriscben  Conchospirale 
kennen  gelernt  haben,  müssen  wu*  noch  einen  be sondern  Fall  der 
zusammengesetzten  Spirale  in  Betrachtang  ziehen,  welchen  ich  an  einer 
unserer  gew(fhnlichen  Sttsswasserscbnedcen  beobachtet  habe,  von  dem 
aber  wohl  zu  vermuthen  ist,  dass  er  in  der  Natur  Ittufig  vorkommen 
wird.  Es  ist  dies  nämlich  derjenige  Fall,  da  die  innere  Spirale  dne 
logarithmiscbe  ist,  wahrend  die  äussere  Spirale  als  eine  gewöhnliche 
cyclocentrische  Conchospirale  aoAritt.  Weil  nun  in  diesem  Falle 
az=a{p  —  1)  wird,  so  ergicbt  sich  aus  dem  zuletzt  angegebenen 
Werlfae  -von  a:       «  (p  —  1^  —  N 

und,  nach  den  erforderlichen  Umstellungen, 
folghch 

-,m_l   (Dq'  —  ß)  \q-\) 

wenn  q>p  ist,  oder 
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wenn  q<p  ist.  In  dem  letztem  Falle  wird  also 
wenn  wir  der  Kurse  wegen  die  Grosse 

mit  M  bozeichnen.  liicraus  fulgt  endlich  die  den  grüssten Umlaofiswinkel 
u.2a  der  iimera  Spirale  bestimmende  Zahl 

Hat  man  diesen  Grens winket  beider  Spiralen  auf  solche  Weise  ge- 
fanden, so  ergiebC  sich  sofort  der  Archiradius  a  der  äussern  Spirale: 

und  d^  letzte  Windungsabstand  der  innem  Spirale: 

'  p 

Da  nun  für  irgend  einen  Punkt  der  äussern  Spirale  der  zugehörige 
Windungsabstand 

Ä  =  afp—'  =  ^^1^  „  llq^ 
ist,  so  berechnet  sich  der  entsprechende  Umlaufs  winke  1  «.2»  durch 

1t  — — »  ** 

log« 

aus  welchem  endlich  der  Radius  desselben  Punktes  nach  der  Gleichung 

'■=«+^(»"-<)  ■ 

and,  durch  Addition  je  zweier  semissodistanter  Radien,  ein  jeder  Dta> 
meler  der  flossem Spirale  berechnet  wwden  kann.  Diese  Berechnung 
der  Diameter  und  die  Vei^ichung  der  berechneten  mit  den  beobachteten 
Werthen  dürfte  als  ein  vorzüglicher  PrO&tein  der  Theorie  zu  betrachten 
sem. 

II.  Anwendung  auf  die  Schale  von  Planorbis  comeus. 

§.  6. 

ÜMchaffimheit  der  Sehafe  dieser  Conchylie. 

Ohne  zu  ahnen,  dass  mich  diese  Schnecke  auf  die  Theorie  der  ryrlo- 
centrischen  Conchospiralc  fuhren  würde,  hatte  ich  sie  deshalb  zum  Gegen- 
stände meiner  Untersuchungen  gewählt,  weil  die  SUsswasserconchj  lien 
tibcrhaupt,  wegen  ihrer  dünnem  Schale,  h^tußgeren  und  bedeutenderen 
Störungen  unterliegen  dtirften,  als  die  dickschaligeren  Meerescoiichylien. 
und  daher  vorzüglich  geeignet  scheinen,  eine  jede  Theorie  die  Frohe 
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bestellen  zu  lassen,  ob  sie  ihre  Gesetze  auch  noch  bei  bedeutenden  Per- 
lurbiiti'  II'  II  ireltend  zu  machen  vermag. 

Di*  .species  Piano rhis  Cornaus  ist  bt  kanntlich  eine  der  trrOssten 
ihres  Geschlechles  und  theilt  mit  mehreren  andt  ren  S[m-(  ics  jene  Eii,'en- 
Ihiinili'ltkfil  der  Formhilduns: .  welche  uns  einiiiennassen  in  Z^^eifel 
darUljer  iUsüt,  ob  die  Schale  als  rerhfs  oder  nl-  links  gewundc»!  zu  be- 
trachten ist  Die  scharf  anseeprlii^te  und  fast  in  einer  Ebene  liegende 
Windungsnahl  der  olicrn  Seite  sc  hien  mir  l>«'i  dem  ersten  Anblicke  ganz 
geeig^net  zu  sein,  um  wenigäten^  ihre^^'iudungs-C^u(ilienlen  zu  bestimmen. 
Allein  mehrere  zu  diesem  Ende  anjiesteHte  Messungt'u  überzeugten  mich, 
dass  diese  Windungsnaht  kein  bestimmtes,  oder  doch  wenigstens  kein 
sehr  einfaches  Gesetz  befolge.  Eingedenk  der  weit  grössem  Bedeutung 
des  Windungs  r  U  c  k  e  n  s  gericth  ich  daher  auf  den  Gedanken,  mir  von 
einigen  Exemplaren  möglichst  centrale  Querschnitte  durch  Schleifung 
herzustellen,  um  an  ihnen,  auf  ähnliche  Weise  wie  an  den  Ammoniten, 
die  Windangspnncte  der  Ruckenspirale  zn  messen.  Der  Erfolg  entsprach 
meinen  Erwartungen  vollkommen;  denn  wfibreiMl  ich  in  der  Nahtspirale 
vergebens  ein  Gesetz  gesucht  hatte,  so  liees  mich  die  Rückenspirale  eis 
sehr  bestimmtes  und  in  allen  Exemplaren  abereinstimmendes  Gesell 
ericennen. 

Die  Sprödigkeit  und  leichte  Zerbrecblicblceit  der  Schale  von  Pla- 
norhis  corneus  macht  die  DurchscUeifbng  derselben  etvras  mtlhsam,  and 
es  gelingt  nicht  immer,  einen  hinreichend  centralen  und  zugleich  ganz  an- 
beschädigten  Querschnitt  berzuslellen;  besonders  springen  die  innersten, 
zunttchsl  um  die  Axe  gelegenen  Theile  leidit  aus.  Ich  .habe  mir  nun 
solche  Querschnitte  an  drei  Exemplaren  gescblilTen,  von  welchen  Nr.  I. 
fitst  völlig  central  gerathen  und  nur  in  einer  der  inneren  Whidungen  etwas 
verbrochen  ist.  Das  Bxemphir  Nr.  II.  ist  ebenfiüls  m  einer  innem  Windung 
bescbttdigt,  hat  auch  das  Ende  seiner  Susserslen  Wmdung  verloren,  je- 
doch den  centralen  Theil  erhallen.  An  dem  Exemplare  Nr.  UL  dagegen 
ist  dieser  centrale  Theil  völlig  ausgespmngen.  Um  übrigens  die  ge- 
fundenen Resultate  noch  auf  eine  andere  Weise  zu  oontrolieren,  habe  ich 
ein  viertes  Exemplar  parallel  seiner  Windungsfläcfae  soweit  durch- 
schliffen,  dass  der  Windungsrttcken  von  &st  viertehalb  Wmdungen 
sichtbar  geworden  ist. 

*)  Die  Quersclinitte  der  Sctiale  scheinen  allerdings  die  Ansicht  von  Cuvier  zu  be- 
stätigen, dass  wir  es  mit  einer  links  gevundeneu  Schnecke  zu  tbua  haben. 


Digitized  by  Google 


UM»  €biii  das  WiHBinimcBnn  von  Punomü  coRHBm. 


181 


In  den  beiden  vollsiandigen  Querschnitten  Nr.  I.  und  II.  siohl  man 
nun  deutlich,  dass  der  ioncrsto  Tlioil  der  Windungen,  etwas  über  einen 
Unilauf  hinaus,  fast  gänzlich  mit  Kalkmaj,.st>  ausgefüllt  ist.  Wir  niiissen 
daher  schliessen,  dasü  sich  das  Thier  in  den  spateren  Stadien  seines 
Wachsthums  aus  dicsom  centralen  Theile  der  Schale  allmShlig  zurück- 
gezogen habe.  Zwar  kann  man  noch  sehr  deutlich  im  Querschnitte  zwei 
Zellen  erkennen,  welche  eine  den  fnigcnden  WindungsüfTnungen  analoge 
Form  und  Lage  besitzen;  aber  diese  Zellen  sind  mit  einer  liellgiauen 
Masse  ansgefullt,  und  ihre  starken  und  dunkelbraunen  "Wände  conlra- 
stieren  auflallead  gegen  die  zarten  und  weissen  WUnde  der  n&:b8ten 
Windungen. 

Ausserdem  entdeckt  man  noch  ganz  oben,  unmittelbar  unter  dem 
anf  der  Oberfluche  des  Gewindes  sichtbaren  Windangsknöpfchen  einen 
rundlichen,  ebenfalls  ausgefüllten  Kern,  welcher  genau  in  der  Axe  der 
Sehale  liegt  and  gleichsam  den  Grundstein  des  ganzen  Gebäudes  bildet. 
Dieser  Kern,  an  welchen  sirli  die  innerste  Windung  unmittelbar  an- 
schmiegt, scheint  nun  wirklich  ein  besonderer  Theil  zu  sein,  dessen  Aus- 
bildung vielleicht  in  eine  andere  Kntwickelungsperiode  des  Thieres  ge- 
hört, als  die  Ausbildung  der  eigentlichen  Schale*).  Die  beistehende  Figur 
giebt  das  vet^grOsserte  Bild  vom  oenlnlen  Theile  desQverachnittes  Nr.  I., 
in  welchem  sich  der  Cenlnii-Nucleua  besonders  deutlich  als  ein  vGllig 
geschlossener  Körper  darstellt. 


*)  Allertlinps  Ijpssp  sich  Pinwenden,  dass  dieser  Kern  nur  der  allerinnerstc  und 
einseitig  geschlossene  Theil  der  ersten  Windung  sei,  und  dass  überhaupt  der  Central- 
Nucieufi  als  BOlcher  gar  nicht  realiter  existiere,  sondern  blosa'als  eine  ideelle,  die  Ent- 
wickelnns  der  Schale  regnttenfide  KraisliDle  oder  Cyiinderfltclie  vorgettellt  werden 
inii«w;  eiwe  w,  wie  dw  Knie  bei  der  Bildung  einer  Diplospirale.  Pur  die  Rechnung 
ist  es  im  Allgemeinen  gleichgültig,  ■wie  sich  »lie  Sache  verhüll;  allein  die  Messung 
von  tt  würde  dann  unsicher  werden,  weil  der  Durchmesser  der  innersten  Windungs- 
bälüe  nur  sehr  uogetähr  den  Durchmesser  jenes  ideellen  Centmlkreisos  repräsentiert 
und  Meie  ptaer  alt  darwlbe  sein  mosa. 
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Da  es  also  scheint,  daas  die  Schale  von  Phmorbts  oorneos  wirklich 

um  einen  Ontral-Nuclcus  zur  Entwickelung  gelangt  sei,  so  wollen  wir 
dieses  Ergebniss  zuvOrdeiat  bei  der  Berechnunj^  des  Querschnittes  Nr.  I. 
zu  Grunde  legen. 


A.  MeasuBg  uai  Bmdmmg  des  Exemplars  Nr.  L 

BeuLaciitungs-EiemeDte  und  nächste  Folgerungen. 

Das  Exemplar  wiirdi'  uui  der  Scheibe  des  Conchyliomcfrrs  der- 
gestalt aufgestellt,  dass  die  Avoder  Conchylie  möglichst  rcclii  wmkelig 
gegen  den  Milliuieler-Mnssstah  lu^;  indem  nun  das  gehörig  eingestellte 
Mikroskop  Uber  die  wScIiiuUllMclie  fortbewegt  wurde,  so  deckte  der 
auf  demselben  Massstabe  rechlwinkoliap  F;Mlon  des  Fadenkreuzes 
nach  und  nach  alle  »usserstcn  Punkte  des  WindiingsrUckens,  deren 
radiale  AhstJinde  auf  diese  W(>ise  bestimmt  wurden.  Die  Ablesung 
erfolgte  allt  iii.il,  wenn  derspHx^  ]\;md  des  Kadoiij^  den  inncrn  Rand 
der  Schale  crreiciil  hatte.  Da  der  VVindungsrückcn  bei  dem  Punkte  c 
etwas  ausgebrochen  war.  und  folglieh  dieser  Punkt  jedenfalls  etwas 
zu  nahe  nach  der  Axe  der  Conehylie  beobachtet  wurde,  so  ist  sein 
beobachteter  Abstand  von  dem  Punkte  d  um  0,1  mm.  veiigraasert  worden. 


Die  auf  diese  Weise  gefundenea  Beobachlongs-Elemente  sind  nun 
folgende  : 
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ab' 
b'b 

y 

c'c 
cd' 
d'd 
de' 
e'e 


ff 


aa 


t 


Diameter 


26,30  mm. 
18.40  „ 

8,45  „ 

5,55 
3,60  „ 


2.30  „ 

1.35  „ 

0.75  „ 

0.45  „ 
0.2S 


Von  dielen  Elementen  bnben  wir  ff  als  den  ttossem  DurdunesKr  des 
Central-Nucleiis  za  betrachten. 

Man  sieht  ntm  sogleich,  dass  die  Windimgsabstande  von  a'  bis  ^ 
und  von  «  bis  «  ganx  entschieden  auf  den  Werth  q=i%  verweisen;  da- 
gegen nniss  bei  i  eine  Störung  statt  gefunden  haben,  durch  welche  die 
Abstände  cd  und  da  einen  etwas  anomalen  Werdi  erhalten.  Der  grOssle 
Windungsabstand  ia  endlich  weicht  so  bedeutend  von  dem  Werfhe 
41,8  ab,  welcher  filr  ihn  unter  Voraussetsung  desselben  Quotienten 
folgen  wurde,  dass  wir  uns  zu  der  Annahme  genOth%t  sehen,  die  Schale 
sei  in  ihrer  letzten  halben  Windung  auf  einen  Ideineni  Quotienten  uber- 
ge^ngen,  dessen  Werth  sich  aus  oh  und  i«  zu  f  bestimmen  dürfte. 
IHeses  YerhSltaiss  scbeint  sick  übrigens  im  Allgemeinen  für  alle  aus- 
gewachsenen Exemplare  von  Planorbis  oonieus  zu  bestätigen. 

Daher  wird  audi  der  Diameter  Ai^  bei  den  folgenden  Betrachtungen 
SU  vemachlfissigen  sein.  Berechnet  man  nümUch  aus  den  Diametem 
«'s  bis  den  Wmdungs-Quotienfen,  so  erimlt  man  ebenblis  sehr  ober- 
einstimmeiid  den  Werth  9  =  S.  Es  kann  also  dieser  Werlb  als  der 
Nonnalwerth  für  die  HehrzshI  der  äusseren  Windungen  betrachtet 
weiden. 

Dage|;en  ist  es  sehr  auflkllend,  dass  die  innersten  Windungen  bis 
zu  dem  Punkte  d*  ein  abweichendes  Gesetz  befolgen.  Die  wem'gen  Win- 

dungsabstände  verweisen  nämlich  auf  den  Quotienten  p  =  3,  und  das- 
•  selbe  Rciullat  geben  die  betreffenden  Diameter.  Noch  merkwiudiger 
aber  ist  es,  dass  die^e  ianeren  Diameter  eine  geometrische  Pro- 
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gressioa  nach  derseiben  Zabl  3  bilden.  Dieses  Verhaltniss  beweist, 
dass  der  ioDersteTbeU  der  Schale  nadi  einer  logaritbraischen 
Spirale  gewunden  ist.  Da  nun  aber  der  äussere  Thefl  der  Schale  auf 
eine  Concho Spirale  verweist,  so  sind  wir  für  die  ganze  Schale  Uber- 
h.uijji  zu  der  Annahme  einer  zusammengesetzten  cyclocentrischen 
Coiichüspirale  genöthigt,  deren  innerer  Theil  als  logarithmische  Spirale, 
(I.  h.  um  einen  Cenlral-Nucleus  ausgebildet  ist,  für  welchen  sich  a—~^ 
bestimmt. 

§.  8- 

Berecbnnng  der  iiu«m  Spind«. 

Der  Durchmesser  Sa  des  Central-Nucleus  wurde  approximativ  zu 
0,25  mm.  bestimmt^  und  dies  würde  denn  auch  in  gegenwärtigem  Falle 
der  Werth  des  Paraineters  a  sein.  Demnach  sind  die  Elemente  der 

innern  Spirale :  ^  ^ 

a=:0,1Sömm. 
a  =  0,25  mm. 

Wir  wollen  nun  zuvörderst  aus  diesen  Elementen  uud  aus  den  gemessenen 
Windungsabstanden  Ader  Punkte  d',  e'  u.8.w.  die  Umlauliminkel  dersel- 
ben nach  der  Formel  .  loBA-logg, 

+  — gj^j — ) 

berechnen;  die  Rechnung  ergiebt: 

fbr  d\  9  =  %%i&.9n 

„  d.  v==l»797.Sfr 

„  s,  «  =  0,797.Sis 
Aus  diesen  vier  Winlcefai  folgt  als  corrigierier  mittlerer  Werth  für  d' 
V  ^  %Vi.tw,  imd  daher  die  Reihe  der  conigierteD  Winkel: 

flur  d',  9  =  2,27.29r 
e',  «  =  1,87.8^ 

„  d,  v  =  1,77.2» 

„  Ä,  9^  0,77.8fr 
Berechnen  wir  nun  aus  diesen  corrigierten  Winkeln  rückwürls  die 
Kadien  der  Punkte  d',  e  u.  s.  w.  nach  der  Gleichung 

r  =1«^ 

so  erhalten  wir  die  nachstehenden  Werthe: 
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ftlr  d\  r  —  4,013  mm. 
/  ,  r  =  0.108 


iür  ^y,  r      0,874  mm. 
„  e,  f  0,294 
„    r  0,097 


Flicraus  ergeben  sich  folgende  l)e rechnete  Wertlic  der  Windungs- 
abslUnde  und  Diameter,  welchen  zur Vergleichung  die  beobachteten 
Werthe  beigesetzt  sind. 


Diametar 

berecbnel 

beobachtet 

d'd 

2.387 

8,30 

de' 

4,378 

4.35 

e'e 

0.795 

0.75 

er 

0,459 

0.45 

ff 

0,265 

0,25 

Wiiuhmgiabflllnde 

berechnet 

hcöbachlet 

4,009 

0,95 

0.336 

0,30 

0.494 

0.20 

de 

0.583 

0,60 

Die  Uebereinslimmung  zwiscticn  ( Iniuni,'  und  Messung  ist  so  ire- 
nügcml  als  sie  der  ^'atll^  der  Sjk  lir  nai;li  ervvtirtel  werden  kann.  Da 
jedoch  alle  Diamcler  etwas  zu  gross  luTeclinel  worden  sind.  s(j  ist  dies 
wohl  <'ia  Beweis,  dass  der  linilaul's\N  nikcl  2,27.27r  für  tl  lux  h  üiwas  m 
gross  sei;  wahräthciulith  dinlte  der  aus  den  l)eiden  lur  d  und  e' ge- 
fundenen Winkeln  folgende  Mittel werlh  2,23.2 ji  den»  wahren  Werthe 
sehr  nahe  konnuen.  Da.sij  übrigens  ff  vn  diesen  Rechnungen  nicht  den 
Dianicler  des  Centrai-Nucleus  bedeutet,  versteht  i,i(;h  von  selbst;  denn 
der  berechnete  Punkt  f  gehört  ja  schon  dem  negativen  Zweige  der 
Spirale,  welcher  in  der  Schale  gar  nicht  eustieri. 

§.  9. 

Berecboung  der  äussern  Spirale. 

Nachdem  sdchoigeslalt  die  Ansicht  von  der  Natur  der  innersten 
Spirale  und  die  Elemente  derselben  hinreichend  gerechtfertigt  worden 
sind,  verM^vdten  wir  zur  Betrachtung  der  Süssem  Spirale,  von  wel- 
cher wir  bereite  wissen,  dass  solche  nach  dem  Quotienten  9  =  2  ge- 
wundoi  ist.  Da  uns  nun  auch  die  Werthe  von  «  und  p  bekannt  sind,  so 

Abho«,    R.  S.  Gw.  4.  WiiMucb.  1.  14 
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stellt  sich  als  Höchstes  Problem  die  Berechnung;  des  Grenz'vvinkels  u.^n 
beider  Spiralen  heraus,  welche  in  gegenwärtigem  Falle  nach  den  Formeln 


«  =  -,- " — 


und 

in  §.  5,  au.s/uruiii  f  11  wird. 

Nach  dem  Vorhergehenden  war: 

a  =  0,125  mm. ,  p  ^  3  und  §  =  2; 
Oer  mittlere  Werth  von  M  bestimmt  sich  nun  durch  sechs,  aus  den 
duplodistanten  und  singulodistanten  äusseren  Diametem  (von  aa  bis  zu 
mT)  berechneten  Einzeiwertheu  fast  genau  zu  0,68  mm;  daraus  fo%i: 

«  ^  2,542 

Die  Comchylie  geht  also  nach  etwas  mehr  als  drittehalb  Windungen  yon 
der  Innern  auf  die  äussere  Spirale  über.  Femer  ergiebt  sich  der  con- 
glanle  Radius  des  Kreises,  um  welchen  wir  uns  die  zweite  Spirale  ent* 
wickelt  denken,  oder  der  Archiradius  dieser  Spirale: 

B  =:=  2,04  mm. 
and  der  letzte  Windongsabstand  der  innem  Spirale: 

ff  =  4,36  mm. 

Wir  wollen  non  die  Umlaufswinkel  n.%«  der  Hassern  Spirale  von 
ihrem  AnfimgqiQnkte  aus  berechnen,  indem  wir  successiv  die  gemeffle* 
nenWindungsabsUlnde  h  =  a'6',  A  =  a&  n.8.w.  zn  Grande  legen,  wo- 
bei wir  jedoch  von  den  beiden  Abstunden  c'd*  und  cd  abstrahieren,  weil 
solche  der  Uebergangswindung  ang^Oren.  Wir  finden  so: 


fiir      »  =  S,5d8 
h\  n=  4,574 


ftar  0,  »  =  S,447 
6,  »=4,09S 


Diese  vier  Werthe  führen  fur  «'  auf  den  comgieiten  Mittelwerth  2,58, 
und  fuigüch  ttbeihaupt  auf  die  berichtigten  Umlaufswinkel: 


für  a\  x  =  2,58.2ff 
„  h\  =4,68 
e\  =0,58 


für  o,  «  =  2,08.2» 
h,  =4,08 

„   c,  =0,08 


Die  Radien  dieser  Punkte  berechnen  sich  nun  aus  den  so  eben  ge- 
fundenen L  niluufswinkeln,  nach  der  zu  Ende  von  §.  5.  stehenden  Glei- 
chung (It'i  äussern  Spirale,  wie  folgt: 


für  a',  r  =4  5,590  mm. 
„  6',  7,451 
c',     ^  3,386 


»» 


für  a,  r=Tl  0,820 
,.  6,  =  5,070 
„  c,     =  2,495 
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Addieren  wii  iiuii  je  zwei  semissodistante  Radien,  so  erhalten  wir  eiidlicfj 
die  D i a m e l e r  der  aussein  Spirale  mit  folgenden  berechneten 
Werthen,  welchen  zur  Vei^eichung  die  gemessenen  Werthe  beigesetzt 

Dianuier.              bmdiael  gmasam 

a'a               26.4JI0  26.30 

ah'               48,271  .  18,40 

b'b               42,521  12,50 

hc'                 8,456  8,45 

c'e                 5,581  5,65 
Endlich  folgea  durch  Subtraction  der  Bädien  (unter  Zuzidiuiig  der  in 

§.  8.  gefundenen  Radien  für  d'  und  d)  die  berechneten  äusseren 
Windungsabstande: 


Wiudungsabstlnde 

gamesM 

0V 

8,139 

7.90 

b'e' 

4,065 

4,05 

«V 

1,873 

1,95 

cd 

1,321 

1,30 

ke 

2,875 

2,90 

ab 

5.750 

5.90 

Die  Uebereinstimmung  zwischen  Rechnung  und  Messung  ist  in  der 
That  so  genügend,  als  es  sich  nur  erwarten  lasst;  eine  vollkommene 
Uebereinstimmung  wird  ohnedies  niemals  statt  linden  können,  weil 
Störungen  und  BeohacinUiu^.^fehler  mehr  oder  weniger  ihren  Einfluss 
auf  die  Beobachtuugs-Elemcule  ausüben  werden. 

AnderK'eite  fierechnunu  der  inoem  Spirale. 

Wir  k<hmen  nun  auch  rUcIcwttrls  aus  dem  in  $.  9.  gefundenen 
Grenzwinkel  beider  Spiralen  und  aus  dem  Umlauf^nkel  des  Punktes  e 
die  Radien  und  Diameter  der  innem  Sfnrale  berechnen.  Weil  nümlicli 
der  Punkt  c  um  0,08.2«  vom  Anlhngspuiikte  der  Äussern  SpiFBle, 
dieser  lelstere  Punkt  aber  um  2,542.2}t  vom  Anfongspunkle  der  innem 
Spirale  gelegen  ist,  so  wird  der  ganze  Umkiurswinkel  des  Punktes  e 
=:  2,622.2ir  sein.  Da  nun  der  Punkt  d'  der  nächst  innere  semisso- 
disfante  Punkt  ist,  so  wfirde  dessen  Undaufewinkel  2,122.2«  betragen 
mttssen,  während  er  doch  oben  in  §.  8.  zu  2,27.2«  berechnet  wurde. 
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Es  wurde  schon  dort  »lie  Vermuthung  ausgesprochen,  dass  der  Werth 
2,i7,2«  etwas  zu  gross  sein  dttrAe;  es  ist  aber  noch  viel  gewisser,  dass 
der  Werth  2,1 22.2jf  zu  kldo  sei;  denn  berechnen  wir  abermals  aus  ihm, 
nach  (Ut  Gleichung  r  =  ap",  die  Radien  und  Diameter  der  innffln 
Spirale,  so  erhalteo  wir  folgeode  Resultate: 


IHtOMter 

berechnet 

gemessen 

d'd 

2,089 

2,30 

de 

1,35 

ee 

0.f)77 

0,75 

ü,39l 

0,48 

Die  Diffbrensen  swischen  Rechnung  und  Messung  sind  hier  off»abar 
so  gross,  dass  au  der  uurichü^n  und  zwar  zu  kleinen  Bestimmung  des 
Umlaufswinkcis  von  d'  gar  nicht  gezweifelt  werden  kann.  Daraus  er- 

giebt  sich  aber  wiederum,  dass  entweder  der  Grenzwinkel  u,  oder  der 
Linlaufswinkcl  von  c.  odov  auch  der  Archiradius  «  nicht  ganz  richtig 
bestimmt  worden  sciji  kann.  Die  Fehler  werden  zulctzl  immer  in  der 
Unvollkoniuu'nheit  der  ei^'enllichen  Beobachtuni;.s-Kh?mente  begillndct 
sriii.  uiid  ich  glaidx»  nicht,  dass  rhe  so  eben  erörterte  Differenz  irgend 
eim  u  Zweifel  gegen  die  Theorie  hervorrufen  kann.  Denn  kleine  >Ies- 
sungsfeliler  und  unbedeulemh,'  Störungen  des  pjesetzmüssigen 
Baues,  von  wclclien  jii  die  erstereo  nie  gUnzhch  zu  \(Mniei(len,  die  letz-  , 
leren  aber  i:eiade  Itei  Planorbis  crtrneus  durcli  die  Me^suiii^en  selbst 
angezeigt  siiul.  werden  in  dei  lieirel  nur  eine  approximative  Teber- 
eiDältinmuüg  zwischen  Theorie  und  Beobachtung  crrcicheu  lassen. 

B.  Messung  uii(i  tierecbauiig  des  E.\eii)plais  i\r.  II. 

^.  II. 

Beobachtinigs-Elemenle  und  nächste  Folgeningen. 

Da  der  grrtssere  Tliejj  der  lel/.tcn  Wintlung  an  diesem  Kxemplare 
abgebroclien  war  ,  so  fehlt  auch  derjenige  Beobachtungspunkt,  welcher 
uns  bei  dorn  Exemplare  Nr.  I.  auf  die  Existenz  einer  dritten  (ausserston) 
Spirale  verwies.  Ausserdem  aber  führte  die  Messung  auf  folgende 
Beobachtongs-EIemente : 
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WindungsabsUnd« 

Dintneter 

ö  0  — ~  /,ou  fnn». 

=25,05  f»f». 

00 

=17,i5 

CO  =  i,yu  „ 

JL'JL 

=  li.05 

rfa     —    A  fiA 

==  8,10 

u 

==  5,30 

»• 

ff  =  0,25 

oT 

=  3,40 

tt 

«f  =0.20 

dVI 

==  2,03 

»1 

de  =  0,55  „ 

=  1,25 

1« 

cd  =  1,35  „ 

=  0.70 

»» 

he  =2.80 

=  0.45 

It 

a&  =:5.40 

fr 

=  0.25 

tt 

Der  ceatralo  TheU  der  ganacea  Schale,  welchoi  wir  als  den  ReprSsen- 
tanten  des  Ceatral-Nudeus  zu  belraditoa  haben,  besitzt  also  auch  in 
diesem  Exemplare  aogefilhr  den  Durchmesser  von  0,S5mfli. 

Die  zunächst  angreozenden  innersten  Windongsabslände  bis  zu  den 
Punkten  d  und  d*  lassen  nicht  wohl  einen  andern  Quotienten  anndunen,  als 
ji = 3,  womit  auch  die  ans  den  entsprechenden  Diametern  abzuleitenden 
Werthe  Obereinstimmen.  Auch  sieht  man,  dass  diese  Diameler  selbst  eine 
geometrische  Progression  nach  demselben  Quotienten  bilden,  daher  denn 
der  innere  Theil  der  Conchylie  abermals  nach  einer  logarithmischen 
Spirale  vom  Quotienten  3  gewunden  ist. 

Dagegoa  ist  es  ersichUicb,  dass  die  äusseren  drei  Windungen  bis 
zu  den  Punkten  d'  und  d  nach  einem  an  dem  Quotienten  q  geUldet  sein 
müssen,  welcher  sich  sowohl  aus  den  Windungsabstönden  als  aus  den 
Diamelcrn  zu  ^  =  2  bcsliuiml. 

So  weil  ;ils()  die  Schale  des  Exemplars  Nr.  II.  noch  erhalten  ist, 
gieht  sie  uns  wesentlic  h  dieselben  Resultate,  wie  jene  des  Exemplars 
Nr.  1. ;  d.  h.  ihre  innersten  Windungen  sind  nm  einen  Ontral-Nucletis 
vom  Arrhirnrlins  «=0,125  mm.  nach  einer  loijantlnni.selien  .Npuale 
vom  Quolienten  3  ilire  äusseren  \Vin(lnnü;en  dai^egen  mch  einer  cycio- 
ceutrischcq  Concliospirale  vom  Quotienten  2  gewunden. 

Berechnung  beider  "Spiralen. 

Aus  den  duplodistanten  und  singul()cii^tantcn  Dianietern  der  iui>sr  rn 
Spirale  erhalten  wir  zuvörderst  fUr  M  den  Mitielwerth  0.655  mm.,  und 
aus  diesem  u  ~  2,508 
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Nach  diitteliaU)  Windungen  voUendel  äch  also  das  Geaets  der  innem 
Spirale;  weiter  ergiebt  sich: 

d  =  1,967»». 

/i  =  1,344  mm. 

wodurch  die  Umlaufswinkel  ».2»  der  vier  Punkte  a',  6',  a  und  b  geluudcQ 
werden,  wie  folgt: 


für  a,  n  =  2,535 
für  b\  n  =  1,591 


für  a,  »  —  2,042 
ftlr  6,  n  -=  1,09:3 


Diese  Wcrthe  fuhren  für  a  auf  den  corrigierten  lllittelwerth  n  =  2>566, 
und  daher  auf  die  berichtigten  Umlaufswinkel: 


„  b\  =~-  1  ,öG6 
„  e\  =0,566 


flir  a,  »=  2.or,G.2» 
„   ft,  =1,006 
ß,     =  0,066 


Beredmen  wir  nun  am  dinen  Umlaiifawinkebi  nach  der  zu  Ende  von 
§.  5.  stehenden  Gleicbnng  die  Badien  der  Punkte  a\  h*  n.  8.  w.,  ao  yne 
die  Diaaieler  und  Windnngsabstlnde  deraelbeo*},  so  eihallen  wir  fol- 
gende Werthe: 


für  a\  r=^1M67»m. 

„  b',  =7.109 
.,  c\     =  3.228 


ftlr  0,  r  =10,383 
h,     =  4,833 
„   c,     =  2,090 


Diameter 

berochnet 

gemessen 

a'a 

25,190 

25,05 

ab' 

17.432 

17,45 

b'b 

11,942 

12,05 

y 

8,061 

8,10 

c'e 

5,318 

5,30 

WinJongMlwUnde' 

benehiMt 

7,768 

7,60 

3,881 

3,96 

1,873 

4,90 

.  cd 

1,324 

4,35 

be 

8,743 

8.80 

ab 

5,490 

5,40 

*)  Bei  den  WndnngnbsandeD  ist  auf  die  watier  unten  berecbiMteo  Radien  von 
^  und  ä  tOflhUih  mit  ROcksidil  senoramen  wordeo. 
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Die  Uebereinsfinimunf^  zwi.schen  Thooric  und  Beobachtunj^  ist 
wiederum  so  tToss  d  iss  dio  Richtii?koit  der  erstem  erwiesen  sein  dürfte. 
Dabei  verdient  es  iiervoruelioben  zuwercien  dass  diese  Lebereioslimmung 
hier,  eben  so  wie  iu  t^.  9.,  für  die  Diameler  weit  aiilTalleiuler  hervortritt, 
als  für  die  Radien.  Es  mag  dies  wohl  seinen  Grund  dinin  haben,  dass 
das  Thier  die  an  einzelnen  Stellen  jeder  Windung  vorkommenden  Ano- 
malicen  der  Schalenbildung  im  Laufe  der  ganzen  Windung  auszugleichen 
strebt,  so  dass  sich  je  z^vci  gegentlberliegeade  WinduDg^imkte  in  dieser 
Hinsicht  gewissermassen  eompensieren. 

Da  die  innere  Spirale  bei  2,508.27i  aufhört,  und  der  Punkt  ü  um 
0,066. 2;r  weiter  liegt,  so  entspricht  diesem  Punkte  vom  Anfangspunkte 
der  Conchyhe  an  der  ganze  Umiaufswinkel  ijui.^n,  fMl-rlich  dem 
Pnnkle  d'  der  Winkel  8,074.2;r,  dem  Punkte  d  der  Winkel  i  J'ili  u.  s.w. 
Hieraus  berechnen  sicli  nach  der  Gleichung  r  =  «p*  die  Radien  der 
mnem  Spirale: 

für  d\  r:=:  1,220  mm. 
„  e\  =0.407 
f.  0,136 


fUr  d,  r=  0,705 
„  e,  =0,235 


und  endlich  die  Diameter  tuid  Windungaabstande  derselben,  wie  folgt: 


Hnolor 

berechnet 

gemessen 

d'd 

1,925 

2,05 

de* 

1,112 

1,25 

e'e 

0,642 

o,7o; 

0,371  • 

0,4» 

bcvMhiMt 
0313 

0,271 

0,25 

de 

0,470 

0,55 

Auch  diese  Resultate  stimmen  hinreichend  llberein,  wenn  man  be- 
denkt, dass  die  Messungen  nur  bis  auf  +  0,05  mm.  genau  shid,  und  dass 
die  Schale  ziemlich  bedeutende  Störungen  des  Biklungsgesetzes  zeigt. 

C.  MessuAg  und  Berecbauiig  des  JSxemplars  Nr.  HI. 

BeobubtniiBs-EleiiMitfe  und  nSohaie  Fidgomogafi. 

Da  an  diesem  Exemplare  der  centrale  Thed  ausgesprungen  war, 
80  gestattete  solches  fiist  nur  eine  Untersuchung  der  Yeihflltnisse  der 
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äussern  Spirale.  Es  Hessen  sich  jederseils  vier  Windungspunkte  be- 
stimmen, und  die  Mosswn;?  <'rgal>  folgende  Eleuioute: 


Windiin 

gsabstaiuio 

Diameter 

ab'  = 

9,0ä  mm. 

ab 

^22,90  mm. 

h'e  = 

5,25 

b'b 

— <6,05  „ 

cd'  = 

2.50  „ 

bc 

=10,80  „ 

ed  = 

1,85  „ 

c'c 

=  7,25  „ 

bc  = 

3,55  „ 

cd' 

=  4,75 

ah 

6.85 

d'd 

=  2.90  .. 

Die  Windungsabstände,  mit  Ausnahme  des  letzten  Abstandes  ab',  fUhren 
auf  den  Quotienten  9  —  2,  welche  Zahl  noch  weit  genauer  aus  den 
DifTerenzen  der  Diameter  folgt  Nur  der  nusscrsto  Ibeii  der  letzten 
Windung  strebt  einem  kl  einem  Quotienten  entgegen,  we  das  Ver- 
hdltniss  von  b'e  :  ab'  lehrt,  weshalb  denn  auch  der  Diameter  da  aoaser 
Acht  gelassen  worden  ist.  Es  bestätigt  sich  sonach  an  diesem  dritten 
Individuum,  dass  Planorbis  comeus  den  grOssten  Thcil  seiner  Schale 
nach  dem  Quotienten  %  bildet,  zoletzt  aber  in  einen  kleinem  Quotienten 
llbergefai. 

Die  Whidnngspankte  4*  und  d  gehören  übrigens  schon  za  der 
innern  Spirale,  Mie  die  nachfolgende  Rechnung  lehrt. 

§.  U. 
Berechniing  dar  Sjursle. 

Die  an  den  beiden  vollständigen  Exemplaren  Nr.  I.  nnd  n.  an'- 
gestellten  Beobachtungen  berechtigen  wohl  ohne  Weiteres  zu  der  An- 
nahme, dass  auch  das  Exemplar  m.  in  seinon  Innern  nach  einer  loga- 
rithmischen  Sjurale  vom  Quotienten  j>  =  3  gewunden  gewesen  sei. 
Selzen  wir  nun  auch  den  Werth  von  «  abermals = 0,1 25  mm,,  so  flohren 
die  diqtlodistanten,  smgulodistanten  und  semissodistanten  Diameter  von 
416'  bis  d'd  auf  den  Uitlelwerth  von  JT  (§.  5.) 

M  =  0,68  mm. 

Aus  diesem  Werthe,  welcher  mit  dem  in  §.  9.  für  das  Exepiplar  Nr.  I. 
gefundenen  voOig  übereinstimmt,  folgt  also  eben  so  wie  dort: 

»  =  2,542 

o'  =  8,04  mm. 

ff     1,36  mm. 
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und  es  berechnen  sich  die  Umlaufswinkel  der  Windungspunkte  a,  b  U.8.W. 
vom  Anfangspunkte  dei*  au£sem  ^»pirale  aus,  wie  folgt: 


„  if  =0,878 


AuB  diesen  ergicbt  sich  2,386  als  der  corrigierte  mittlere  Werth  lur  a, 
und  überhaupt  der  corrigierte  Umlaufswinkel: 


fUr  a.  a;  =  2,386. 2;r 
c,  ^0,386.2» 


für  a  x  =  2  8Hf> 
„  6'     =  1,8H(i.2jj 
„  c'  =0,886.2» 


Beredmen  wir  nun  aas  diesen  Umlaolswiiikelii  die  Radien  der  Punkte 
a,  b  n.8.w.,  flo  erhalten  wir  die  unten  stehenden  Werthe,  welchen  die 
Bedien  der  beiden  mr  innem  Spirale  gehörigen  Punkte  d'  und  d  bei- 
gefügt Bind,  deren  Berechnung  anf  Folgendem  bemhU  Der  Punkl  e  Uegl 
0,386.2ff  vom  Anfengspunkte  der  ttnssern  Spbale,  welcher  seinerseits 
^•642.S»  TOm  An&ngspunkte  der  innern  Spvale  entfernt  ist;  der  totale 
Umlaufewinkel  des  Punktes  e  betrügt  also  S,9S8.2ir,  woraus  sich  natürlich 
fktr  die  beiden  Punkte  d*  und  d  die  Umlau&winkel  2,428.2»  und  4 ,928.2ir 
«geben,  aus  denen  ihre  Radien  nach  der  Gleichung  r  =:  berechnet 
werden  konnten.  Die  ganze  Reihe  der  berechneten  Radien  wird 
folgende: 

für  a,  r  =13,540 


b,  =  G.427 

c,  =  2,874 

d,  =  1,040 


für  y,  r  =  9,373 

C,  =4,347 
„  d'     =  1.800 


Durch  Addition  der  singulodistanten  Radien  gelangt  man  endlich  auf 
folgende  berechnete  Werthe  der  Diameter  und  Windungsabstande, 
welchen  die  beobachteten  Werthe  beigesetzt  sind: 


imeter 
ab' 

berechnet 
22,943 

22.90 

h'b 

45,800 

46«06 

be* 

40.774 

40,80 

c'c 

7,224 

7.26 

a 

4.674 

4,76 

2,840 

2,90 

MM.  4.  R.  8.  8m.  4.  WiMNMh.  t. 
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WindungsaLsUtUile 

berechnet 

gemessen 

b'c 

5,0  ÜO 

5.25 

cd' 

2,547 

2.50 

cd 

1,8.31 

1,85 

he 

3.55 

ab 

7,113 

6.85 

Wiederum  stellt  sich  eioß  so  nahe  Uebereinstiminuiig  zwischen 
Messung  und  Rechnong  heraus,  dass  «fie  Theorie,  als  die  Grcmdlage 
'der  letzteru,  eiae  neue  Bürgschaft  ihrer  Ricfatigjkeit  gefunden  haben 

durfte. 

Bndre«alt«(e. 

Nach  den  an  drei  vcrscincdcncii  Individuen  von  Planorbis  corneus 
gcfnndonen  Erpo!)nis.«^t'n  (k  r  .Messung  und  Kechnung  glaube  ich  mich 
borcclitii^'t.  nl»er  das  Geslal(iini;s2;eselz  dieser  SUsswasserschnccke  fol- 
gende Sätze  aufsleiieu  zu  dUrt'ca: 

1)  Die  Schule  Yüllig  ausgewachsener  Exemplare  ist  dreifach 
zusammengesetzt,  oder  triplospiral. 

S)  Der  innerste  Theil  der  Sdiale  ist  nSmIich  nach  einer  loga» 
rith mischen  Spirale  vom  Quotienten  3  und  vom  ArcbiradiuB 
a  =  OJ  25  mm.  gewunden;  dieser  Theil  absolvirt  etwas  über  2^  Win- 
dungen ;  seine  erste  Hflifle  wird  aber  bei  dem  q»8teni  Wachsthum  des 
Tbieres  aUmtthlig  mit  Kaikmasse  ausgefUUt,  indem  sich  dasselbe 
nach  und  nach  aus  demselben  herauszieht. 

3)  Der  mittlere  und  bedeutendste  Theil  der  Schale  ist  nach 
einer  cyclocentrischen  Conchospirale  vom  Quotienten  q  —  2  und 
vom  Archiradius  a  —  2,0  mm.  gewunden;  er  scheint  ungefUhr  drei 
Windungen  zu  bilden. 

4)  Der  iiu.sserste,  meist  nur  efwa  in  einer  Viertelwindung  aus- 
gebildrMi  Th-il  der  Schale  ist  nach  einem  dritten  Quotienten  ge- 
wunden, wclciier  kleiner  als  2  und  vielleicht  =  5  ist. 

Schlüsslich  will  ich  nur  noch  bemerken,  dass  das  Bildungsgesetz 
des  mittlernlheiles  der  Schale  durch  den  in  §.  6.  envähnten  L  ü  n  gs- 
schnitt  emes  vierten  Exemplars  voltkommen  besttttigt  wird»  indem 
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sowohl  die  Windimgsabstttnde  als  auch  die  Diameter  der  sichtbar  ge^ 
machten  WindtiiigeD  ganz  entschieden  den  Quotienten  9  =  2  geben. 
Eine  Messong  gab  z.  B.  die  Elemäite: 


WinifangwlMWIiide 

Diameter 

^h'  =  5,StO  mm. 

a'a 

=3l6«60  mm. 

05' 

=11,40 

C'd'=:1.25  „ 

h'h 

=  7.70  .. 

6c  =  1,80  „ 

bc 

=  5.15 

ha  —  3,70 

cc 

=  3,3ö  „ 

cd' 

=  2.10  „ 

aus  welchen  gar  kein  anderer  Werth  von  q  g^olgert  werden  kann. 
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I. 

WIDERSTANDSMESSUNGEN  NACH  EINEM  GEGEBENEN 

GRUNDMAASSE. 

I. 

Die  AuflAthmng  der  Widersfandouesfliiiigeii  seist,  ^e  die  Ausfithrong 
enderer  Mettongen,  dreietlei  TorauB»  nümlich  erstens  eine  Definition 
der  m  messenden  Grüssenart»  zweitens  ein  bestimmtes  Hsass  wmI 
drittens  eine  Methode  zur  Vergieiofanng  der  Grössen  dieser  Art 
uiler  einuider. 

Erstens  die  Definition  des  Widerstandes,  von  welchem 
hiw  gehanddt  wird,  Ifisst  sich  auf  folgende  Weise  «usspvechen. 
Nach  den  von  Ohm  an%eslellten  Gesetoen  der  galvanischen  Kelle 
hat  bei  nnverindertem  geschlossenem  Leiter  der  Quotient 
ans  der  gemessenen  elektromotorischen  Kraft  and  ans  der  ge- 
messenen Strom  inten  si  tat  immer  gleichen  Werth  nnd  dieser  Werih 
hangt  bloss  von  der  Grosse  und  BeschaiTeoheit  des  Leiters  ab.  Dies 
voransgesetst,  wird  mm  Dasjenige,  was  in  der  Grtsse  und  BeschalKBn- 
heit  des  Leiters  liegt  und  wovon  der  Werth  jenes  constanton  Qaotientea 
abhangt,  mit  dem  Namen  des  Widerstandes  des  Leiters  beseichnet 
vnd  als  eine  jenem  Quotienten  proportionale  Grösse  be- 
trachtete Hierdnrch  ist  die  HOglicbkeit  von  WidersCandsmessmigen  ver- 
toittlb^  der  Bestinunung  j«nes  Quotienten  gegeben. 

Was  zweitens  das  Haass  des  Widerstandes  betrifll,  so 
soll  hier  das  von  Jacobi  in  Petersburg  aufgestellte  und  unter  dem 
30.  August  1846  mit  folgenden  Bemerkungen  an  Herrn  Professor 
Poggendorff  in  Berlin  illjcrscndelc  Grund  maass  angenommen  wer- 
den. Herr  Jacobi  schreibt:  «Ich  habe  mich  schon  bei  einer  friiheron 
Gelegenheit  darüber  geäussci  t,  \\it^  intci e»s>aüL  und  wichtig  es  wäre, 
wenn  die  Physiker  bei  ihren  gaivam^chea  Untersuchungen  ihre  Strom- 
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messungen  nach  elekUrolytischem .  also  absolulem  Maasse  angaben. 
Es  wäre  dnzn  nur  nOthig,  die  Boussoleo,  mit  denen  man  arbeitet,  auf 
elektrolytische  Aclionen  zu  beziehen,  um  durch  Pubh'cierung  der  an- 
gestellten  Versuche  Auskunft  Uber  den  Grad  der  Genauigkeit  zu  geben, 
den  das  gcwnhito  Instrument  oder  die  gewählte  Methode  gewährt. 
Indessen  behalte  ich,  dieses  nither  m  erörtern,  einer  andern  Gelegen- 
heit vor.  Nicht  minder  wichtig,  als  die  Absolutheit  der  Strommessungen, 
ist  eSt  wenn  die  Physiker  das  Maass  der  Leitungswiderstande,  die  sie 
messen«  durch  eine  gemeinschaftliche  Einheit  ausdrücken.  Hier  aber 
kann  keine  absolute  Bestimmung  stattfinden,  weil  es  scheint»  dass  bei 
den  Widerständen  auch  der  chemisch  reinsten  Bfelalle  Untersduede 
stattfinden,  welche  durch  eme  Verschiedenheit  der  Dimensionen  allein 
nicht  erklärt  werden  klUmen.  Gesetxt  also,  Sie  hätten  Ihie  Widerstands- 
messer und  Mnltiplicatoren  auf  Knpferdraht  von  4  Helar  Länge  und 
I  Millimeter  Dicke  beiogen,  so  hätten  wir  immer  noeh  nicht  die  Ueber- 
lengung,  ob  Ihr  Kopferdraht  und  der  unsrige  einen  gleichen  Widerstands- 
coefiicieoten  besitzen.  Alle  diese  Schwierigkeiten  nun  werden  gehoben, 
wenn  man  einen  beliebig  gewählten  Kupfer-  oder  andern  Draht  bei  den 
Physikern  omfaerwandem  lässt  und  diese  bittet,  ihre  Widerstandsmess- 
instrumente darauf  m  beziehen  und  ihre  Messungen  künftig  nur  aadi 
diesem  Maasse  anzugeben.  Herr  Professor  Magnus  wird  ihnen  also  ein 
kleines  schwarzes,  mit  zwei  Schrauben  versehenes  Kislchen  ttberreichen, 
in  welchem  ein  auf  einem  Brete  aufgewundener  Knpferdraht  dm:ch  eineD 
aus  Wachs  und  Harz  bestehenden  Mastix  eingekittet  und  vor  Nässe  und 
Feuchtigkeit  geschützt  ist  Diesen  Widerstands -Etalon  bitte  ich  mit 
Ihren  Widenrtandsmessem  zu  vergleichen,  zu  einem  solchen  Vergleid» 
aber  auch  Herrn  Professor  Weber  und  andere  Physiker,  die  sich  mit 

galvanometrischcn  Messungen  beschäftigen,  aufzufordern  

Der  Kupferdraht,  der  in  diesem  Kästchen  befindlich  ist,  ist  zwisclien  dcu 
Schrauben  tjcnau  25'  russisch-eugli&ch  laui;:.  wiegt  2!2*^,ii4'Jö  und  soine 
Dicke  betiügl  nach  den  mit  einem  guten  M unebener,  mil  Mikroinetor 
versehenen  Mikroskope  gemachten  Mossungcn  an  cinoni  Kndo  0  üütjS 
englisch  und  am  andern  0"0260,  im  Mittel  also  0  0202.1  (  [ii:iis(  li.  Diese 
Messungen  selbst  sind  das  Mittel  J  solir  nahe  iibtieia.sliiiiaieudcn 
Beobachtungen.  Bemerken  will  leii  noch,  dass  die  gewogene  Drahtlitnge 
25  J'betnig  (also25|'=  22^.."j40.j  .  mul  dass  l  auf  jeder  Seite  an  den 
*    SehraubcQ  angclOthct  sind.  In  französischem  Maasse  ausj^edruckt,  wUrde 
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die  Lange  des  Drahtes  25  =7».GI975  uiui  seine  Dicke  O'OiGiö 
=^0''0006C7  sein.» 

Was  endlich  drittens  dio  VcMglnirhnns;  des  Widerstandes  zweier 
Leiter  oder  die  Best iuiuiung  ihres  Wid(*r*Uind&verhäItnisses  betrifft,  zum 
Beispiel  die  Vergleichiing  einer  Copie  mit  dem  gegebenen  Grundmaasse, 
so  sind  dazu  zwei  Instrumente  nebst  mehreren  Leitern  erforderlich, 
ntlnilich  11  ein  Elektromotor,  mit  welchem  ^galvanische  StrOme  er- 
regt werden,  ein  Galvanometer,  mit  welchem  die  Intensität  der 
erregten  Ströme  gemessen  wird.  In  dem  ersten  Instrumente  bildet  der- 
jenige Leifer  in  welchem  der  Strom  erregt  wird,  in  dem  zweiten  In- 
strumente derjenige  Leiter,  durch  welchen  der  Strom  gehen  muss,  um 
gemessen  zu  werden,  einen  wesentlichen  Bestandllieil.  Fügt  man  zu 
diesen  beiden  in  (Iimi  1)i  iden  Instrumenten  srlnui  i  tiliialtenen  Leitern 
noch  diejenigen  liiuzu,  deren  Widerslandsveriiiiltniss  bestimmt  werden 
soll,  so  hat  man  eine  vollständige  Uebersicht  aller  zu  einer  Widerstands- 
vergleichung nolbwendigen  Hülfsmittcl.  Nach  dieser  L'ebersicht  sollen 
nun  1)  der  bei  den  (olgenden  Versuchen  gebrauchte  Elektromotor, 
2)  das  Galvanometer,  3)  die  Leiter  und  deren  GombinalioneD 
besonder«  betrachtet  werden. 


Bei  der  Wahl  des  Elektromotors  kommt  es  haup^<;!trhlich  auf  die 
Entscheidung  dartlber  an,  ob  man  sich  fortdauernder  oder  mo- 
mentaner SirOme  bedienen  wiU.  bn  ersteren  Falle  leuchten  die 
Vorzüge  der  sogenannten  constanten  Sttolen,  iwie  sie  von  Daniell, 
Grove  und  Bansen  angegeben  worden  sind,  zum  Zweck  solcher 
Messungen  von  selbst  ein.  Im  zweiten  Falle  dagegen  bedient  man 
sich  zur  Stromerregung  jout  weit  grosserem  Vorlbeile  der  Ind actio n 
beharrlicher  Magnete,  weil  es  bd  der  Anwendung  BK»nentaner 
StrOme  weder  auf  die  Intensität  dieser  StrOme,  noch  auf  die  Dauer  der- 
selben allein,  sondern  auf  den  Werth  des  Piuducts  beider  ankommt, 
welches  man  den  Integralwerth  der  Stromtntensitllt  nennen 
kann.  Dieser  Integralwerth  kann  aber  nur  auf  dem  Wege  der  Induction 
durch  beharrliche  Nagnete  in  immer  gleicher  Grosse  dai^gestellt  werden. 

Bei  den  folgenden  Versuchen  ist  den  momentanen  StrOmen  und 
folglich  der  magnetischeB^  Induction  der  Vorzug  gegeben  worden  aus 


f. 

Der  Elektromotor. 


J 
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folgenden  zwei  CbtüMfea.  Brstene  gewibrt  bei  feinea  Hesningen  die 
Anwendimg  mebdligcherLdter,  z.  B.  die  Anwendung  von  lauter  Kupfer- 
drttbten,  ohne  dass  ein  feuchter  Leiter,  wie  Wasser,  Säure  oder  eine 
Salzlösung,  in  die  Kette  eingeschaltet  zu  werden  braucht,  eine  weit 
grössere  Sicherheit.  Es  ist  bekannt,  dass  die  Polarisationserscheinungen 
an  den  in  einen  feuchten  Leiter  eingetauchten  metalüschen  Oberflächen 
die  Mos.sungcn  stören.   Solche  Störungen  vermeidet  man  durch  An- 
wendung geschlossener  Drahtketten,  in  denen  man  Ströme  induciert, 
indem  man  sie  gegen  bciharrhche  Magnete  bewegt.  Jede  Wiederholung 
einer  solchen  Heweguui^  bnugl  einen  Strom  von  dem  n.'unlichen  In- 
le^^ralwerthe  hervor,  so  kurz  auch  die  Dauer  desselben  sei.  Z  w  e  r  t  <  ns 
würde  bei  Anwendung  fortdauernder  Ströme,  wie  sie  mit  consUtnien 
Sflulen  erhalten  werden,  dieTempciaUir  der  Leiter,  deren  Widerstands- 
vcrhaltiuss  bestimmt  werden  soll ,  steigen  und  dieses  Steigen  in  den 
versehierlenen  Leitern  v(>r8chieden  sein.  Mit  der  Temperatur  wachst 
aber  der  Widerstand  der  Leiter  und  diese  Veränderüchks  it  des  Widcr- 
ßtaudcs  würde  die  lieslininuing  des  Widerstandsverhailnisses  unsicher 
machen,  was  durch  die  Anwendung  momentaner  Ströme,  welche  von 
s  )  kiir/er  Dauer  suul,  dass  gar  keine  merkliche  lemperatur&nderuQ^ 
eintreten  kann,  vermieden  wird. 

Die  zweckmassige  Einrichtung  und  der  Crl  nnich  magnetischer 
Inductoren  zu  Messungen  im  Allgcmeint n  ist  lu  i  einer  andern  Ge- 
legenheit schon  erörtert  worden.  Siehe  darüber  «Uesultate  aus 
den  Beobachtungen  des  mn  gnctischen  Vereins  im  Jahre 
iS;^8  B  S.  86.  Die  hrsonden  I'idi  i(  tiUinc ,  welche  dem  bei  den  fol- 
genden Versuchen  gei^rauchkn  [mliictor  gcm  hon  worden  war,  lindet 
man  am  Ende  dieser  Abhandlung  in  Beilage  A  genauer  beschrieben  und 
daselbst  in  Fig.  4  abgebildet. 

3. 

Das  Galvanometer. 

Zur  Messung  der  Intensität  eines  fortdauernden  Stromes  kann 
man  sich  sowohl  der  sogenannten  Sinusboussole  als  auch  derTangeuleo» 
boussole  bedienen;  um  al)cr  die  Intensität  eines  inducierten  momen- 
tanen Stromes,  d.  h.  die  Stärke  eines  sogenannten  Inductionsstosses, 
zu  messen,  kann  man  sich  nur  der  Tangcntenbous^olc  bedienen,  weil 
der  Gebrauch  der  Siottsbonssole  ein  Beharren  der  Nadel  in  ihrer  ab- 
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gelenkten  Lage  voraussetzt,  was  bei  einem  Inductionsstosse  nicht  der 
Fall  ist;  denn  die  Nadel  ^\m\  durch  einen  hiductionssloss,  welrhen  sie 
in  ihrer  Ruhelage  crhliil,  hh  >;s  in  Schwingung  gesetzt  und  erhält  da- 
durch keine  bleibende  Ableukung.  Am  genauesten  und  bequemsten 
lassen  sich  die  Elongationeu  der  durch  InductionsstOsse  erregten  Nadel- 
S( h\viii£?unffen  an  einem  mit  Multipla  alor  versehenen  Magnetometer 
beobaLlittn,  wozu  Gauss  die  Anleitung  in  den  «Resultaten  aus  den 
Bcoba c Ii  Lungen  des  mai?netischen  Vereins  im  Jahre  1837» 
gegeben  hat.  Nur  ist  zu  beachion,  dass  zu  den  vorliegenden  Messungen 
ein  grosser  Muluplicator  mit  grossem  Leitungswiderstande, 
womit  gewöhnlich  dir  gr^isseren  Magnetomeier  versehen  sind,  von 
Nachtheil  sein  würde.  Zu  den  folgenden  Versuchen  wurde  daher  ein 
Magnetometer  von  sehr  kleinen  Dimensionen,  des.sen  Nadel  nur  •!  00  Milli- 
meter lang  war,  gebraucht,  welches  mit  einem  kleinen  Malüplicator  von 
mttssigem  Widerstände  verschen  war. 

Die  Ausßltyning  der  Beobachtungen,  zumal  wenn  sie  oft  und  schnell 
hinter  einander  wiederfaoU  werden  sollen,  wird  sehr  erleichtert,  wenn 
das  Magoeiometer  ausser  mit  dem  Multiplicator  auch  mit  eniem  starken 
Dampfer  versehen  wird,  welcher  die  in  Schwingung  versetzte  Nadel 
nach  einer  kleinen  Zahl  von  Schwingungen  zur  Ruhe  znrttckfUhrt. 
Da  die  Wirksamkeit  dieses  Dumpfers  haaptaachiich  auf  der  magnetischoi 
Kraft  der  schwingenden  Nadel  beruht,  so  muss  man  dazu  das  Magneto- 
meler  mit  einer  sehr  stark  magnetisierten  Nadel  verschen.  Zugleich 
iat  ea  aber  nfltiiig,  daaa  die  Schwiogungsdaiier  der  Nadel  nidit  anter 
40  ,l>ia  IS  SecnndeD  betrage,  wenn  die  Beobachtungen  mit  Genauig- 
keit anE^dtthrt  werden  aoUan.  Diesen  Zwed^  kann  man  auch  bei 
einer  ataricen  Hagnetiaiening  dw  Nadel  dadurch  erreichen ,  dass  man 
der  Nadel  eine  verhaltnissmABsig  au  ihrer  geringen  Lange  grosse 
mcke  giebt,  a.  B.  von  45  Millimeter  bei  400  MUlimeter  Lttnge.  Die 
genauere  Bescfareibang  des  hier  gebrauchten  Galvanometers  findet  man 
am  Ende  der  Abhandlung  in  Beilage  B,  wo  auch  in  Fig.  S.  3.  4.  eine 
AbbiMung  gogcdben  ist. 

4. 

Combiualioueu  der  vier  Leiter. 

Die  vier  Leiter  sind  der  Induetordraht,  der  Malttplicator- 
draht,  der  Draht  des  Original-Widerstandsmaasses  und  der 
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Draht  derCdpie.  Voa  dieBen  vierLeileni  sind  die  beiden  entan  tu 
aUen'Versachen  nothweodig  und  bilden  die  Kette  entweder  allein  oder 
zasammen  mit  dem  einen  oder  mit  den  beiden  anderen  Dribten,  wobei 
folgende  Combinationen  stattfinden  können. 

4)  Die  Enden  des  Induclor-  und  Multiplicatordrahtes  werden  un- 
mittelbar mit  einander  verbunden,  und  diese  beiden  Drübte  bilden  allein 
die  Kette. 

2^  Die  vorige  Kette  wird  an  einer  Stelle  gel  und  dasdbst  der 
Draht  des  Original -Widerstandsmaasses  eingesclialtct. 

3)  Statt  des  Drahtes  des  Original -Wider^adsmaasses  wird  der 
Drahl  der  Copie  eingeschaltet. 

4)  Der  Draht  des  Original-Widerstandsmaasst  .s  und  der  Copie  werden 
an  einander  fjesetzt  und  in  die  Kette  hinter  einander  eingeschaltet. 

5)  Der  Draht  des  Oriijinal-Widerstandsiiiaasses  und  der  Copie 
werden  neben  einander  gesetzt  und,  am  Anlang  und  am  Ende  mit 
einander  verbii Tiden ,  in  die  Kette  eine:eschaltet. 

6)  Die  Enden  des  luductor-  und  Multiplicatordrahtes  werden  mit 
einander  unmittolliar  verbunden,  bilden  aber  nicht  wie  unter  i^l)  die 
Kette  allein,  sondern  zwischen  ihre  beiden  Verbindungsstellen  wird  der 
Draht  des  Original -Widerstandsmaasses  eingeschaltet,  so  dass  der  vom 
Inductordralite  zugeleitete  Strom  zwischen  diesem  letzteren  und  dem 
Multiplicatordrahte  getheilt  wird. 

7)  Statt  des  Drahtes  des  Original -Widerstandsmaasses  wird  der 
Draht  der  Copie  zwischen  den  beiden  Verbindungssteilen  des  Induclors 
ond  Multiplicators  eingeschaltet. 

8)  Der  Dralit  des  Original-Widerstandsmnnsse«;  und  der  Copie 
wnden  an  einander  gesetzt  und  zwischen  den  beiden  Verbindungs- 
stellen dos  Inductors  und  Multiplicators  eingeschaltet. 

9)  Der  Drabt  des  Original -^Widerstandsmaasses  und  der  Copie 
werden  neben  einander  gesetzt  und,  am  Anfang  und  am  Ende  mit 
einander  verbunden,  zwischen  den  beiden  Verbindungsstellen  des  In« 
ductors  und  Multiplicators  eingeschaltet. 

Von  diesen  9  verschiedoien  Combinationen  sind  nur  die  i  letzten 
bei  den  Iblgenden  Yersncben  benutzt  worden,  weil  bei  den  ö  ersten 
die  Wirkung  zu  stärk  war,  um  die  Elongation  der  Nadel  mit  derselben 
Scale  zu  messen.  Die  Berechnung  der  Beobachtungen  wird  jedoch 
nachher  zeigen,  dass  schon  3  von  jenen  Combinationen  zur  Bestimmung 
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des  Widerstandsverhaltnisses  des  Originals  und  der  Copie  getittgen  und 
die  vierte  bloss  zur  Gontrole  der  Genauigkeit  der  Messung  dient/ 

5.  .  '  • 

BeobaebtuagMiietlHNleB. 

Die  Anwendung  der  beschriebenen  Instrumente  zu  J^n  Beobach- 
tungen iiisst  sich  nacli  verschiedenen  Mellmden  machen,  die  sich  theils 
durch  ihre  Genauigkeit,  theils  dun  Ii  ilire  Bequemlichkeit,  theils  durch 
die  Hegeln,  nach  welchen  die  Benh.K  IitunKen  zn  hprechnen  sind,  von 
einander  unterscheiden.  Statt  dt  i  tm fachen  Beobachtung  der  Klongation 
der  Nadel,  nachdem  sie  von  d(  i  Ruhe  ab  durch  einen  Inductionssloss 
in  Bewegung  gebracht  worden  ist,  iasst  sich  mit  grossem  Vortheil  ein 
System  von  Elongationsbeobachlungen  ausfuhren,  während  der  Nadel 
in  vorgeschriebenen  Augenblicken  wiederholte  InductionsstOsse  ertheilt 
werden.  Fur  diese  Wiederholungen  lässt  sich  allgemein  die  Regel  auf- 
stellen, dass  alle  InductionsstOsse  nur  in  solchen  Augenblicken  stattr- 
finden  dürfen,  wo  die  schwingende  Nadel  die  Lage  passiert,  in  welcher 
sie  ruhend  I>eharren  wtlrde.  Es  ist  dies  nämlich  die  nothwcndige  Be- 
dingung, wenn  die  Berecbnimg  der  BeobachtuDgea  auf  eioleicbe  Reigeki 
gebracht  werden  soll. 

Zum  Zwecke  aller  feineren  galvanischen  Hesslingen,  sowohl  in 
Beziehung  auf  fortdauernde,  als  auch  auf  momentane  Ströme,  ist  es 
von  Wichtigkeit,  von  den  verschiedenen  Methoden  der  Anordnung  der 
Beobachtungen  und  Versuche  und  von  deren  Berechnung  eine  klare 
Uebersicht  zu  eihalten  und  insbesondere,  wenn  das  Galvanometer  \ne 
in  unsorm  Falle  mit  einon  Dampfer  Terseh«!  ist,  die  Begeln  kennen  zu 
lernen,  nach  denen  die  Beobachtungen  berechnet  werden  mttssen,  wenn 
der  Einflass  der  Dimpfung  berticksichtigt  werden  soll.  Um  jedoch  hier 
nicht  bei  einer  Znaammenslellung  der  verschiedenen  Beobachtongs- 
methoden  und  der  ihnen  entsprechenden  BereclmungsartMi  sn  ▼oweilen, 
soll  dieselbe  am  Ende  der  Abhandlung  in  der  Betlage  C  gegeben  werden,  ^ 
wo  insbesondeiüB  der  Unterschied  der  hier  gdvrauchten  Bfultipli- 
cationsmethode  und  Znrflckwerfungsmethode  naher  erörtert 
werden  wird,  die  beide  zulassig  sind,  wenn  momentane  SlrOme  an- 
■  gewendet  werden.  Die  ersten  hier  anzuführenden  Beobachtungsreihen 
sind  nach  der  Hultiplicationsmethode  aasgefhhit  worden. 
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Die  Nadel  im  Galvanometer  war  Anfangs  in  Ruhe  und  ihr  Stand 
'Wurde  an  der  Scale  beobachtet.  Der  erste  positive  Inductionsstoss 
ertheilte  darauf  der  Nadel  eine  positive  Geschwindigkeit,  und  os  \\Tirde 
die  grösste  Elongation  oder  der  höchste  Stand  an  der  Scale  beobachtet, 
wdchen  die  Nadel  hierauf  erreichte.  Der  zweite  negative  Inductions- 
stoss WTirdc  in  dem  Augenblicke  gegeben ,  wo  die  zurückschwingende 
Nadel  den  Ruhestand  passierte,  und  es  wurde  der  niedrigste  Stand  an  der 
Scale  beobachtet,  welchen  die  Nadel  hierauf  erreichte.  Der  dritte 
wieder  positive  Inductionsstoss  wurde  in  dem  Augenblicke  gegeben, . 
wo  die  wieder  vorwärts  schwingende  Nadel  den  Ruhestand  passierte, 
und  es  wurde  nun  wieder  der  hck^ste  Stand  an  der  Scale  beobachtet, 
welchen  die  Nadel  hierauf  erreicbte.  Auf  diese  Weise  wurden  die 
Beobachtungen  in  der  Regel  bis  zum  4S**  Indoctionsstosse  forlgesetzt 
und  zuletzt^  als  die  Nadel  wieder  zur  Rohe  gekonunen,  ihr  Stand  an  der 
Scale  nochmals  bemeilct.  Dergleichen  Bec^chtungsreihen  wurden  nun 
bei  den  yerschiedenen  CombioationeQ  der  Drtlhte  mehrmals  hinter  ein- 
ander gemacht  Di^  verschiedenen  Reihen  sollen  nun  mit  A,  J?,  C,  D 
bezeichnet  werden,  so  dass  A  sich  auf  die  6**,  B  auf  die  7**,  C  auf  dto 
9**  und  D  auf  die  $*■  der  oben  angefahrten  Gombinationcn  der  Leiter 
hezidit  Folgende  Tafel  giebt  die  Uebersicht  der  nach  diesen  Reihen 
geordneten  Beobachtungen. 


D.  1  a 

B. 

A. 

D. 

A. 

B. 

C.   1  D 

Stand 

494,8 

492.9 

493,2 

493,7 

493.7 

493.0' 

494,3 

494.1 

494.3 

1. 
2. 
3. 
4. 

5. 

6. 

7. 

8. 

9. 
10. 
11. 
12. 

821.8 
88,3 

918,0 
64,5 

922,9 

Gi.O 
923,3 

63,4 
922,5 

62,9 
922,9 

61,9 

587,8 
376,1 
614,6 
370,5 

G  l  6,3 
3G9,8 
61 6,4 
369,8 
016,6 
370.2 
616.5 
370,2 

672,7 
271,8 
723,3 
260,4 

725,7 
259,5 
726,0 
259,6 
726,2 
259,2 
724,2 
202,7 

676,3 
208,8 
720,7 
257,0 
731.1 
250,1 
730,7 
256.2 
730.8 
255.7 
731,1 
255,7 

073,2 

272,2 
724.1 
260,9 
726,7 
259,9 
720,3 
259,9 
726,5 
260,0 
725.9 
200.3 

675.3 
268,1 
720,0 
257,5 
729.5 
257,5 
730,2 
257,3 
730,6 
257,5 
730,9 
257,2 

673,1 

273,1 
:;i4.4 
261,9 

720,7 
^^ni.7 

127,2 
261.6 
727,2 
261,9 
726,9 
261,7 

588,8 
377,8 
614,7 
372,7 
610,9 
371,9 
017,2 
371,6 
647,8 
371,5 
017,7 
371.0 

821,2 

88,1 
9 1 0,2 

64,5 
923,2 

02,9 
922,7 

62,6 
923.7 

61.7 
923.3 

02,9 

Stand 

492.7 

493,2]  493.0 

493,7 

492,') 

i9i,3 

493,7 
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Die  Beobachtungen  sind  in  dieser  Tafel  nach  der  Reihenfolge  geord- 
net, wie  sie  unmittelbar  nach  einander  in  einem  Zeiträume  gemacht  wor- 
den sind,  welcher  keine  o-nnzp  Sfnndo  hetniß'  Die  Wiederholungen  der 
nämlichen  Beobachtungsreihtn  sind  so  symmetrisch  gestellt,  dass  die 
kleineren,  von  der  Zeit  abhängigen  Einflüsse  (z.  B.  der  Einfluss  der  Va- 
riation der  erdmagnetischen  Directionskrari)  durch  Gombiiiation  der- 
selben fast  ganz  eliminiert  werden  können. 

Au.s  obiger  Tafel  dvr  unmittelbaren  Ablesungen  ergiebt  sich  die 
folgende  Tafel,  wenn  man  1)  von  jeder  an  der  Scale  abgelesenen  Zahl 
den  Mittelwerth  des  zu  Anfang  und  am  Ende  der  Reihe  beobachteten 
Ruhestandes  abzieht;  2)  von  allen  correspondierenden  Beobachtungen 
der  mit  A,  oder  der  mit  B,  oder  der  mit  C,  oder  der  mit  D  bezeichaeten 
Reihen  den  Mittelwerth  suchl,  und  3)  diese  Mitlelwerthe  der  an  der 
Scale  beobachteten  Ablenkungen,  welche  nach  der  Theorie  des  Magneto- 
meters den  Tangenten  der  doppelten  Ablenkungswinkel  proportional  sind, 
so  reduciert,  dass  sie  den  Ablenkungs>\'inkeln  selbst  proportional  werden. 
Dabei  ist  zu  bemerken,  dass  der  horizontale  Abstand  des  Spiegels  von 
der  Scale  2150  Scalentheile  betrug,  wonach,  wenn  x  den  beobachteten 
Werth  bezeiclinet»  der  reducierte  Werth  eilialten  wird,  «renn  man  den 
beobachteten  um  rssf^  verideinert. 


Nr. 

C. 

A. 

1. 

+  3S5.05 

+  94,04 

+ 178.96 

+  181,7S 

2. 

—  400,87 

—  H6.53 

—  j»0,49 

—  SS4,dO 

S. 

+  417,74 

+  m,9S 

+  SS9.4S 

+  232.09 

4. 

—  423,70 

—  Ä84.67 

—  233,45 

5. 

+  423,45 

+  122,87 

+  231,82 

+  235,69 

6. 

—  424,22 

—  122.62 

—  232,30 

—  235,89 

7. 

+  423,40 

+  123,07 

+  231,96 

+  235,84 

8. 

—  425,13 

—  122,77 

—  232,36 

—  235,94 

9. 

+  423.50 

+  122,47 

+  232,09 

+  236,04 

10. 

—  425,81 

—  122,62 

—  232,36 

—  236,09 

1  1. 

-f  423.50 

+  123,37 

+  231,13 

+  2:<G,:r.) 

12. 

—  425,72 

—  122.57 

—  231,47 

—  236.24 

Man  sieht  in  dieser  Tafel,  dass  die  beobaofatetea  Elongationen  der 
Magnetaadel  im  GalvancMBeter  simar  Anfangs  schnell  wachsen,  sieh  aber 
baid  einem  Greazwerihe  nAhem,  fai  Folge  des  mit  der  Schwingungsweite 
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der  Ntdel  msbaendm  Riofliuwes  dM  Dllaipfers,  mit  «leldieiii  das 
Gatvanometer  versebea  war.  Um  alle  einsdoeo  Beobachtungen  auf 
diesen  Grenzwertfa  zu  redncieren,  mnsBte  das  logntthinkdbe  Decie- 
meot  der  Abnahme  der  Schwingungsbdgen  bestimmt  werden,  wozu 
besondere  Versocfae  unmittelbar  vor  imd  nach  obiger  Beobachtungsreihe 
gemacht  worden  waren.  Das  logaritbmische  Decrement  haUe  sich  aus 
diesen  Versuchen  im  Mittel  ei^eben 

=  0,63396, 

oder  es  verhalten  sich  zwei  uuf  einander  folgende  Elongalioneo  der 

Nadel  wie  4  :  0,2323. 

Da  die  Abweichungen  von  diesem  Mittelwerthc  für  die  einzelneu  Reihen 
niclil  gross  sind,  so  genügt  es,  diesen  MitteiwertL  stall  der  wahren 
Werlhe  hier  in  lu  chnung  zu  bringen.  Hiernach  wird  nun  die  erste 
Beobachtung  auf  den  Grenzwerth  reduciert,  indem  mau  am  uacii  dem 
Verhallnissc  von  0,7677  :  1 , 

und  die      Beoi>achtuD^ ,  indem  man  sie  nach  dem  Verhflllnisse  von 

(1  —  0,2323")  :  i 

vergrössert.  Folgende  Tafel  giebt  die  Ucbersicht  dieser  reducierten 
Werllie  und  die  für  A,  B,  C,  D  daraus  gezogenen  Mittel. 


C. 

1  B. 

+  i23,41 

+  123,28 

+  233,1  1 

+  236,71 

2. 

—  423,73 

—  123,18 

~  233,07 

—  237,18 

3. 

+  423,05 

+  122,46 

+  232,33 

4-  23ö.0i 

4. 

—  424,93 

—  122,22 

—  232.34 

—  23G,U  1 

ö. 

+  423,73 

+  122,95 

+  231,98 

+  235,85 

6. 

—  424,29 

—  422,64 

—  232,40 

—  235,9;; 

7. 

+  423,42 

+  423,07 

+  231,97 

+  235,85 

8. 

425,43 

—  422,77 

—  232.36 

—  235,94 

9. 

+  483,50 

4  422,47 

+  232,09 

+  236.04 

10. 

—  4ä5,81 

—  422.62 

—  232.36 

—  236,09 

11. 

+  423,50 

•f  423,37 

4-  234 .4  3 

•I-  236,39 

12. 

—  425J2 

—  422.57 

—  234,47 

—•236.24 

Mittel 

+  424.49 

+  422,80 

+  232,49 

+  236,4  3 

Diesell>e  Versuchsreihe  ist  auf  gleiche  Weise  3  Mal,  an  3  aufeinander  fol- 
genden Tagen,  gemacht  worden,  und  die  folgende  Tafel  giebt  die  Ueber- 
sicht  der  aus  allen  3  Yersochsreiben  gefundenen  Werthe  ▼on    B,  C.  />. 
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D. 

c. 

A. 

I. 

424.19 

122,80 

232.19 

236,13 

n. 

424.80 

123.27 

232,25 

235,93 

m. 

423,00 

422,59 

231,38 

235,53 

Büttel 

424.00 

122,89 

231,94 

235.86 

7. 

B«redbiio|i|f  der  BeobaekCiingmi. 

Durch  die  eben  bescluiebenen  Beobachtungen  sind  die  4  mit 
A,  B,  C,  D  bozoichnelen  Werthe  genau  bestimmt  worden,  und  es  fragt 
sich  nun  ferner,  wie  aus  diesen  4  Werllien  das  gesuchte  Widerstands-  •  • 
verhaltniss  des  Original -Widerstandsmaasses  a  zu  derCopie  b  abgeleitet 
werden  könne?  Der  Einfachheit  wegen  werde  zunächst  angenommen, 
dass  der  von  der  Kette  selbst  herrührende  Theil  der  Dampfung  gegen 
den  Yoa.  der  Kette  unabhängigen  Theil  so  klein  sei,  dass  er  vemachlaa- 
sigt  worden,  folglich  die  Dflmpfung  fttr  alle  Beobachtungen 
A,  C  I)  gleich  angenommen  werden  dürfe.  Für  diesen  Fall  über- 
zengt  man  sich  leicht,  dass  die  reducierte  Elongationsheobachtung  d^ 
Geschwindigkeit  proportional  ist,  welche  der  Nadel  des  Gel?ano- 
meters  in  dem  Augenblicke,  wo  sie  den  Ruhestand  passiert,  durch  den 
von  einem  Indactionsstosse  herrührenden  Strom  im  Multiplicator  des 
Galvanometers  ertheilt  wird,  und  dass  jene  Geschwindigkeit  selbst 
dem  Integra! werthe  dieses  Stroms  proportional  ist.  ffiemacb 
können  die  beobachteCen  Elongalionen  als  Maasae  dieser  SfrOme  be- 
nnlat  werden.  . 

Der  dnrch  den  HultipHcator  des  GalTanometers  gehende  imd 
gemessene  Strom  war  aber  bei  obigen  Versuchen  mxM  der  ganze 
Strom,  welcher  durch  einen  Indoctionsstoss  im  Inductor  hervor- 
gebracht wurde,  sondern  nur  ein  Brachtheil  desselben,  welcher  nach 
dem  Gesetze  der  Stromtheilung  ausgedruckt  wird  durch  das 
Verbollniss  des  Widerstandes  des  eingeschalteten  Drahtes  znr  Summe 
der  Widerstünde  des  eingeschalteten  Drahtes  und  des  Mulliplicatei^ 
drabtes.  Bezeichnet  m  den  Widerstand  des  Mnltiplicatordrahtes, 
a  den  Widerstand  des  Grundmaasaes  und  h  den  Widerstand  der 
Gopie,  so  ist  der  Widerstand  der  eingeschalteten  Mhte 
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fttr  die  Beobachtung  A.  —  a 
»»    »♦         fl         Ä.  h 

 ,  ab 

■  —  ö+ft 

und  folglich  die  entsprechenden  BnichtheOe 

n    b 

»«  " — »+iir 


"  "  ITft-f^ 

Der  ganze  Strom  wird  aber,  nach  dem  Ohmschen  Gesetze,  durch 
einon  Bruch  dargestellt,  dessen  Zähler  K  fUr  alle  Versuche  gleich  ist 
und  von  der  einem  Inductionsslosse  entsprechenden  elektromotorischen 
Kraft  abhängt,  wahrend  der  Nenner  durch  den  >yider8land  der  Kette, 
durch  welche  der  Strom  geht,  gegeben  ist  Bezeichnet  man  den  Wider- 
stand des  Inductordrahtes  mit  r,  so  eigiebt  sich  der  Widerstand 
der  g^en  Kette 

für  die  Beobachtong     =s  r  4. 
.»   I.         II        A  =  r  + 

  ^'—^-^  ab  +  am4-»m 


«•    if  •» 


a+b  +  m 

Bin  erlifllt  bienuieh  folgende  Gleichungcü  iui  dir  mit  dem  Galvano- 
meter beobachteten  Stromintensitaten,  welche  mit  A,  B,  C,  D  bezeich- 
net  werden  sollen : 

B   6   K    bK 

a   '  abK  

D~  <*-l-^ 


Setzt  man  hierin  Ktirze  halber 
80  ergiebt  sich: 
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und  hieran«: 

Ä—B  A—C  J=5        — P 

woraus  zur  Bestimmung  des  geraditeii  Widefstaadsreriilllliüstes  der 
Copie  zum  Gfimdmaagee  b :  a  folgende  iwei  Glelchiiiigea  eriiaUen 

oder:  ^   AB—Ac 

~i  AB—BO 

tb   AB— BD 

aa         AB  —  AD 

Zwischen  den  I  Beobachtungen  A,  B,  C,  D  findet  alflo,  den  OhmscheD 
Gesetzen  gemäss,  folgende  Relation  staU: 

TF  —  \B-^C}  '  B—D 

welche  sich  ergiebt,  wenn  man  a  uud  b  aiiä  den  vorhergehenden 
Gleichungen  eliminiert. 

Nach  der  gegebenen  Entwickelung  gelten  die  hier  aufgestellten 
Formeln  zunächst  nur  für  diejenigen  Falle,  wo  die  Beobachtungen 
Ä,  J3,  C,  D  die  inducierton  und  durch  den  MuItipUcator  gehenden  Ströme 
nach  gleichom  Maasse  ;ui-sg  od  rückt  geben,  d.  i.  wo  die  Dämpfung  der 
Galvanomcternadel  fllr  die  verschiedenen  Beobachtungen  nicht  merklich 
verschieden  ist.  Diese  Formeln  bedürfen  aber  noch  einer  besondem 
Pr(!fung,  um  sie  auch  auf  die  tlbrigen  Fülle  anzuwenden,  in  welchen 
die  Dampfung  variiert,  weil  dann  nämlich  die  beobachteten  Elon- 
gationen  A,  Bt  C,  D,  wie  man  leicht  einsieht,  zwar  ebenfalls  der 
Stromstärke  proportional,  ausserdem  aber  der  Stari»  der  DlAnplong 
umgekehrt  proportional  sind. 

Die  Dämpfung  besteht  mm  ans  einem  für  alle  Beobachtungeii 
cönstanten  Theile,  welcher  von  dem  anyerflnderlichen  ringförmigen 
Dampfer,  mit  welchem  das  Galvanom^r  voraehen  ist,  herrOhrt  ond 
=  1  gesetzt  werden  mOge,  uid  aus  einem  variabelen,  von  der 
Schliessung  des  AlultipUcators  abhängigen  Theile,  welcher  dem  Wider- 
stande der  vom  MaUipUcator  ausgehenden  und  zu  ihm  zurückkehrenden 
Kette  amgekebrt  proportional  ist.  Der  Widersland  dieser  Kette 
ist  aber: 


Digitized  by  Google 


SIS  WlUBUlWMi, 


6  +  r 


» 


OB  Icaim  folglich  der  variabele  Tbefl  der  DnDpfimg  daiigesleUC 
wfion  maa      ^  =ß       mul  /  einen  eonsliiileii  Factor  beieiGluiet, 


filr  durch 

f +  4 

r  • 

^  +  4- 

»»  ^*  »1 

r  • 

r  • 

r  • 

»  j.  * 

TT  7m 

Für  die  FttUe  nun.  wo  dieser  Toriabele  Th^  der  Dinpfung  ge^eu 
den  coDSianten  =5  1  nicht  YCniAcUllBngt  werden  darf,  mllssen  in  den 
<^ien  entwidcelten  Formeln  statt  A,  (7,  D  üire  Fft>ducte  in  die  so- 
gehörigen  Werihe  der  Dämpfung  gesetzt  werden,  d.  h. 

statt  A  ist  zu  setsen  A 

II       Ä      II       H  If  ^ 

C 


II  ^  f»  II  II 


D  ..  ,.     ,1     D  Q  +y. 


4r  + 

^  + 

t) 

i) 

4-  + 

4-+ 

^  + 

v  + 

4^  + 

t 

Durch  diese  Substitution  eihldt  man  aber: 

=*[<»+ifTr+r(r+4*)]=" 

und  hieraus: 
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woraus 


folgt,  odor,  indem  der  gemcinschafllichc  Factor  [ß  —  -^)  herausfallt, 
die  nämlichen  Gleichungen  wie  froher  erhallen  w^den,  nflmüch: 


6_    AB  -  AC 

a'  —  AB  —  aC 

•1.  -i-^:.  .'■  ,r  ■  >  ''  f/ 
M>    AB  — BD 


Wendet  man  cndiicii  die  j^elundcuca  Hegohi  aiil  thc  Wcrlhe  von 
A,  i^,  €,D  m^  lifclcho  ,aa«,  oi^en  J^^icMtlN^M^ifOnK^ 
ergebeiL  liäbaii  iiittiDliQb-;.:!.'!  r^//.! .  r-  ^x  ?  i>  ,i  >Kr'  jI  .i'.iitiif  .•►ii;-i7^ 'Vilii«, 

^'  =  ■**' 

' .    .;  •      ,  H'  .  '    1.  ;  !  't    .,  '>•  I-  •.         .      I-  .•• 

.    ...  C  =  1i2!,89    -    (      .  ,  , 


SO  ergiiebl  sich  covOrdersi.* 


4,05156 


Die  nahe  Uebercinstimmung  dieser  beiden  Werthe.  welche  nach  obigen 
Regeln  gleich  sein  sollten,  kann  als  Bestätigung  der  Obmacfaen  Gesetze  ' 
dienen,  aus  denen  jene  Regeln  abgeleitel  sind. 
AI*— JL  <■  s.S.  c«.  <.  wiwiMdi.  u  n 
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Femer  crgiebt  sich  daraus  das  Widerstandsvei  hiiltniss  der  Copic  b 
zam  Gruadmaaflse  a,  und  zwar  am  den  beobaditelca  VVeribe«  AtB,C: 

aas  den  beobachteten  Werthen  A,  B,  D: 

im  W\Uo\  niso  isl  dor  Widerstand  der  Copie,  in  Tbeilen  des  Wider- 
standuß  des  gegebenen  Grandmaasses  aus^drttckt, 

=  0,98156. 

Aul  die  niiniliche  Weise,  wie  hier  das  WideiälaiHlhverhttlUiiss  der 
Co|»ie  zu  dem  (jnirulinaafi.se  bestmiint  vvordeu  ist,  kann  nun  auch  das 
Widerstandsvcrh;iltnis8  anderer  Leiter  «um  Gnindmaassc  gefunden  und 
dadurch  können  die  Widerstande  aller  dieser  Leiter  nach  dem  ge- 
gebenen Gnmdmaasse  gemessen  werden. 

Die  Anordnimg  der  Beobacbluogen  war  in  dem  hier  gegebenea 
Beispiele  nadi  der  MnllipUartkiis-Meäiode  getroifen  worden.  Es  ist 
aber  sdion  erwähnt  worden,  dass  diese  Anordnoog  noch  auf  eine 
andere  Weise»  nämlich  nach  derZuradcwerfungsmetbode,  gemacht  war* 
den  kann,  und  es  bentzt  sogsr  diese  leUtere  Anordnungsweise  einige 
Vorsllge  vor  der  ersteren.  Es  verdient  daher  diese  zweite  Methode 
naher  erörtert  zn  werden,  was  in  der  Betlage  C.  am  Ende  dieser  Ah- 
handlang  geschehen  soll,  wo  noch  ein  Messmigsbeispiel  nach  dieser 
Methode  beigeitigt  werden  wird. 
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ZÜRÜCKFÜHRUNG  DER  WIDERStAN'DSMESSUNGEN  AUT 

ABSOLÜTES  MAASS. 

8.  ' 

Nachdfiin  im  ci-sUmi  AhsclmiiU'  ^ozoigt  worden  ist,  wie  der  Wider- 
stand eines  Loilerg  mit  (I  m  ri  f  irderlicliLMi  ScUäi'fc  uack  eiaoiD;  gegobe* 
nqn  Ur  uudm<iasso  bestimmt  werden  l£aOD,  soii  nun  im -zweiten  Al^- 
a^ihaiUß  dio  ZurttcklUbruDg  dieser  Messungen  auf  absolutes  MaasB 
giegetoi  werden. 

.  Ifan  kOmile  glauben  *  dass  sich  eine  solche  ZurUcklUhrmig  auf  die 
eialMfasld  Weise  dadurch  beweriisteliigea  lasse«  dass  man  auf  dio 
rttUDÜchen  Dimensioaen  (Länge  und  Querschnitt)  der  Leiter  zurttck- 
gehe^nad  aich  dtdiei  an  dasjenige  Metall  balle,  was  zu  den  Leitern  am 
geeignelsfea  isl  und  am  häufigsten  dazu  gehraucht  wird«  an  das  Kufifer. 
In  der  That  wurde  man  auf  diese  Weise  zu  WiderstandabestiminttQgea 
dar  Leiter  gelangen,  welche  dem  Namen  nach  als  absolute  be- 
aeficlBiet  werden  konnten,  die  aber  in  der  That  dem  wahren  Zwecke, 
die  2abl  der  willkuhrlich  anzunehmenden  Gruodmaasse  zu  vermindern, 
nieht.  entsprechen  wltrden.  Es  würde-  dadurch  nur  an  die  Stelle  eines 
Grandmaasses  (Ur  absoluten  Widerstand  ein  Grundmaass  for  Bi>eci- 
fischen  Widerstand  (nämlich  der  des  Kupfers)  gesetzt  werden.  Fitr 
den  angeliihrten  Zweck  ist  es  aber  gleichgültig,  ob  man  ein  Maass  des 
abadoten  Widerstandes  zum  Grunde  legt  und  das  Maass  de.s  s[)e<'ifiachen 
Widerstandes  daraus  ableitet,  oder  ob  man  umgekelni  ein  Maass  des 
spedfiaeh^i'Wtdersfands  zum  Grunde  legt  und  daraus  das  Maasa  deM 
absoluten  Widerstandes  ableitet.  Absolute  Widerslandsmessungen  sind 
daher  nui*  dann  von  wesentlicher  Bedeutung,  ^^-enn  sie  ao  ausgeftthrt 
wenien,  d;iss  t^ar  keine  neuen,  sondern  nur  vorhandene,  zu  anderen 
Zwecken  schon  i^ebrau(  lite  und  unentbehrliche  Maa^se,  wie  z.  B.  die 
des  Haumes  und  der  Zeit,  zum  Grunde  liegen. 

17* 


1  ■    ,  . 


ITieriiacli  kuiui  nun  leicht  Dasjenige  bearthcill  werden,  was  Jacobi 
in  der  oben  angofoliiion  Stölln  S.  1 99  f.  bei  Gelegonheil  seines  Vorschlags 
in  Betreff  eines  festen  Widorslnndsmaasses  s;ps,i£;l  hat:  es  künne,  um 
die  Leitun£2:swiderstande ,  welche  die  Pln  sikor  nios«on  ,  durch  eine  ge- 
meinschafllielie  Einheit  auszudrucken.  k*  iiK>  alisnlule  Bestimmung  statt- 
tnulen,  ^vei!  es  sclieiiie ,  dass  bei  den  WidcrsUlnden  auch  der  eheiuisch 
reinsten  Molalle  Unterschiede  stalintn<len ,  welche  durch  eine  Ver- 
srhie<i( nlieil  der  Dimensionen  allein  nicht  erklärt  werden  könnten,  und 
dasü  also,  wenn  »I  i  eine  Pliysiker  seine  Wicierslandsmesscr  und  Mul- 
liplicatoren  auf  ku[jferdndil  von  1  Met<  i  i. mge  und  1  Miliiiueler  Dicke 
bezöge ,  die  andern  Physiker  immer  nocl»  nicht  die  Ueberzeugung 
hatten,  ob  sein  Knpferdraht  und  der  ihrige  einen  gleichen  Widerstands- 
coeflicienlen  (d,  i.  ob  das  Kupfer  dieser  DriSliIe  fi-lcichen  specifischen 
Widerstand"^ besitze.  Man  sieht,  dass  Jacobi  hier  nur  eine  solche  absolute 
Beslimmang  im  Auge  hat,  bei  weleher  das  Maass  des  absoluten  Wider- 
standes aus  einem  für  den  speeilisehenWiderstand  angenommenen  Grund- 
maasse  abgeleitet  wird,  die  i'r  mit  Recht  verwirft;  die  Frage  aber,  ob 
llberhaupt  ein  neues  Grundmaass  nOthig  sei,  oder  ob  Widerstands- 
besUaimuDgen  möglich  seien,  ohne  irgend  eines  von  jenen  beiden 
Gnindinaaftsen  anzunehmen,  hat  Jacobi  gar  nicht  bedihrt.  Diese  Frage 
ist  es  aber  gerade ,  deren  Beantwortung  uns  vorzugsweise  beschäftigen 
wird.  Wenn  sich  übrigens  aus  dieser  Aatwoli  ergeben  wird ,  dass  in 
der  That  smm  Zweck  der  WiderstandsmessuBgcn  gar  kein  neaes  Grund- 
maass nöthig  ist,  so  folgt  doch  daraus  noch  keineswegs,  dass  die 
Feststellung  eines  solchen  Grundmaasses ,  wie  Jacobi  Torgeschlagen 
und  wie  es  im  ersten  Theile  dieser  Abhandlung  zur  Anwendung  ge- 
bracht worden  ist,  ganz  Überflüssig  sei.  Es  wird  viehnefar  geze^ 
werden,  dass  die  Annahme  des  Jaoobi'schen  Vorschlags  auch  dnin 
noch  aus  praktischen  Gründen  höchst  wunschenswerlh  bleibt,  weil  eine 
abeolote  Widerstandabestimroung  sich  direct  nor  in  aellenen  Rülen 
vnter  besonders  gtinstigen  Verhältnissen  genau  auafklfaren  lUsat,  dorch 
Annahme  des  Jacobi'schen  Vorschkigs  aber  eine  Bmcte  gebant  wiid« 
auf  weicher  man  dam  gelangt,  mit  Hülfe  dner  einzigen  whrldicb  ans- 
geibhrten  abaolnten  WideittandabesIhnmQQg  alle  andern  Widentand»- 
messungen  anf  abaolotea  Mmss  znrttckzolUhren.  Daas  ann  eine  abao- 
lote  Wideralandsbeatimmmig  auf  ganz  endete  Weise  mOgtloh  aet,  da 
diejenige,  von  welcher  Jaeobi  spridit,  gans  nBabhang^  wm  den 
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spccifischen  WidersUnnde  oder  von  dem  Widcisfnndscoemciciifrn  irgend 
eines  Körpers,  wie  des  Knpfnrs,  n?1mlich  durch  eine  cigentlulniliche  Com- 
binalion  mognetoolektrischer  und  cleklrooiai^npfischer Beobachtungen,  ist 
schon  von  Gauss  ausgesproclirn  w  orden,  buld  nachdem  Faraday's 
Enldeckiuig  dor  Magnetoelcktru  iliil  bekannt  ge\V()rd(Mi  war. 

Das  Wesenlhclio  dieser  Methode  Ifisst  sich  auf  folgende  Weise 
kurz  in  Worten  ausdrucken  :  Rolni!  hti  l  man  (iio  intensifJtl  iri:;('U(!  eines 
galvanischen  Stroms ,  50  leuchtet  ein ,  dass  dieselbe  im  All2;emeincn 
auf  zwei  weseollicli  verschiedene  Arten  bestimmt  werden  kann  : 
erstens  aus  den  Ursachen,  von  weichen  sie  abhüngl;  zweitens 
ans  den  Wirkungen ,  welche  sie  hervorl)ringt.  Die  aus  iliren  AVirkiin- 
gen  definierte  Stroniintensität  kann  nun  aber,  wie  sich  leicht  zeigen 
lüsst,  auf  absolutes  Maass  zarUckgcflthrt  werden,  und  da  da- 
leuchtet,  dass  der  Werth  einer  Stromintensitdt  nach  absoluiem  Ablasse 
^or  nttmlielie  sein  mtlsso ,  es  möge  dieselbe  aus  ihren  Wirkungen  oder 
ans  ihien  Ursacben  definiert  werden,  so  ist  das  Resultat,  welches  aaf 
dem  letzten  Wege  erhalten  werden  muss,  durch  das  auf  dem  ersten 
erhaltene  schon  im  VoiBns  bekannt  Nvn  weiss  man  aber,  dass  die 
SCromintenaittlt  nnr  von  zwei  Ursachen  abhängt,  ndmlich  von  der 
elakCronotorisofaen  Kraft  und  Ton  dem  Widerstände  der  Kette,  und 
dass  von  diesen  beiden  die  eteJflromotorisohe  Kraft  anf  abaolatee  Maass 
sitmdisefidirt  werden  kann.  80  wie  -nun,  wenn  ausser  der  elektoomo- 
loriachen  Kraft  anoh  der  Widerstand  nach  ahsohilan  Ifaasse  gegeben 
wlre,  der  absolnle  Werth  der  Strominlenoilil  sieh  nnmittelbar  daraus 
eigeben  würde,  eben  00  eigiebt  sieh  umgekehrt,  da  ausser  der 
eWciromotoiiKtai  Kraft  ancfa  die  StrominteBs^t  nach  atuolutem  M aasse 
gegeben  ist,  der  Werth  des  Widerstandes  nach  absolulcm  Ilaasse,  und 
man  sieht  hienns,  dass  Widerstandsmeasungen  ansgefttbrt  werden 
ktmnen,  ohne  dass  irgend  em  neues  willkttbrUehas  Gmndmaasa  daiu 
gebraucht  wird,  was  m  bewsisen  war. 

Leuchtet  nun  auch  hiems  un  AUgmneinett  die  MOgUohkeii  eines 
ahsolulen  Wideratandsmaasses  in  der  angegebenen  eugem  Bedeutong 
des  Wortes  ein,  so  ist  es  doch  noch  nOlbig,  eme  genaue  Definition 
dieses  Maasaes  an  geben,  wenn  eine  wirkliche  Messung  nach  diesem 
Maa^  aosgeflihrt  werden  soll.  Eine  solche  Definition  findet  aber  eine 
Schwierigkeit  darin,  dass  sie  andere  absolute  Blaasse  als  bekannt  vor- 
aussetzt, nilmlicb  das  absohite  Hsats  fiir  die  elektromotorisohett  Kilfie 
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und  das  absolute  Maass  fittr  die  (aus  ihren  Wirkonyn  besiiiBinten) 

Stromintensiiaten.  Es  handelt  sich  demnach  bei  der  Begründung  eines 

absoluten  Widcrstimdsmaasses  im  Urimde  um  die  Feststellung  eines 
volijitÄudigt'n  Systems  absoluter  Maasse  für  die  jranze  liüektrodyiiaiiiik. 
Geht  man  noch  >Neitcr  zurück,  so  findet  iiiau,  da^s  auch  diese  letzteren 
Maasse  wieder  andere ,  ausser  dem  Kreise  der  Elektrodynamik,  vor- 
aosselzen,  mui  ilass  also  die  beabsichtigte  Begründung  des  Wider- 
standsmaasses  eine  uiiliure  Erüi  terunu;  der  absoluten  Maasse  mehrerer 
verschiedeuüD  GrOssenarten  nöthig  macht,  welche  der  Autiluhrung 
unserer  Messung  vorausgeschickt  werden  muss. 

9. 

über  die  absoluten  Maaase  mebrerer  Tencbitdenen  GrOssenarlen. 

Es  ist  bekannt,  dass  es  sehr  zur  Vereinfachung  physicalischer 
Forschungen  dient,  wenn  man  für  die  verschiedenen  GrOssenarten  nicht 
mehr  eigene,  von  einander  unabhüi^;ige  Gnmdmaassc  einführt,  als 
tinnmgMngiiph  Qötfaig  Bind,  Und  weuu  mui  alte  anderen  Maasse  aus 
dip>;en  wenigen  notfawendigcn  Grundmaassen  ableitet.  Aus  dieaein 
Grunde  werden  in  der  Mechanik  bloss  für  Linien,  Zeiträume  und 
Massen  Grundmaasse  au^estellt,  und  die  Maasse  aller  andern  in  der 
Mechanik  betrachteten  Grösscnarton  werden  aus  diesen  wenigen  Grund- 
maassen abgeleitet  und  heissen  dann  absolute  Maasse.  Zum  Bei- 
spiel werden  keine  Grundmaasse  für  Geschwindigkeit  und  Dichtigkeit 
aul^stellt,  sondern  es  werden  abaohite  Maasse  dafür  gebraaohl, 
welche  auf  jene  drei  tirnndnansse  «nrnciigeflihrt  werden  können. 
Eben  so  werden  die  Maasse  IHr  die  bewegenden  und  flir  die  alMointeii 
KrHfte,  flir  die  Drehungsmomente ,  TrUgheitsniODiente ,  Nulnifeele 
u.  8.  w.  nach  bekanmen  Gesellen  auf  jene  drei  Grendmaasse  snrüok- 
geführt.  Aus  demselben  Grunde  wird  femer  auch  fhr  den  Msgnetismiis 
kein  eigenes  «nabhttngiges  Grundmaass  ctngpfUhrt,  sondeni  mm  hslt 
sieb  an  das  absohite  Maass,  welchea  Gauss  für  den  MacpelismB  astt 
dsn  dsei  Gmndoiaassen  der  Mechanik  in  der  Abhandhing:  hkmilm  sis 
«M^nefScaa  lirmiri»  ad  meimurm  «Nelnfsm  rssoesls.  GöUmgM 
abgeleilet  hat 

Das  Maass  lUr  den  Slabuagnelismns  ist  nttodicb  hiemach  der  M»- 
gnetismos  eines  solchen  Stobs»  welcher.  — wenn  er  aus  grosser  Entfer- 
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vum  A  auf  «inm  andern  gleieh  ataik  magnelisdien  Stab  wirkt,  deateo 
magneligelM  Axe  deijenigaa  Geraden  parallel  ist,  welche  die  Ifittel- 
ponkte  der  beidea  Rbgnete  verbindet »  wAbrend  seine  eigene  magne- 
tiache  Aze  dagegen  fienkrecbt  ist,' —  ein  Drehuogsmoment  aoallbt, 
nveickae  aioh  znm  abiofaien  Bbaase  des  OrehangBmaoienlea  ymiiR* 
veibsli 

Das  Maas«  fltr  die  Stltrke  des  firdmagnctismns  (fiir  die  Stärke  doi 
erdmagnetischen  Kraft)  an  irgend  einem*  Orte  ist  eben  danach  das 
aftch  absololan  Ilaasse  awigedrttckie  Drehungsinoment,  welches  der 
BfdmagneUsooas  auf  einen  an  diesens  Orte  befindlichen  Magoetstab 
ansübt,  wenn  letiteiw  das  absolute  Maas«  Magnetismus  enthali  und 
seine  roagnetiscbe  Axe  mit  der  Richtung  des  Grdmagnutisuius  an  die- 
sem Orte  einen  rechlea  \\  iiikel  wagbl. 

40. 

Definitionen  der  absoluten  Bfaasse  In  der  Blektrodynaraik. 

Die  absoluten  Maasse  der  in  der  liloktrodv  [i  nnik  betrachteten 
ürössenarten  lassen  sich  nun  auf  folgende  Wcisi'  (laich  ZurUckfUhning 
auf  die  magnetiscben  Maasse  kurx  und  vollsuindig  definieren. 

1)  Das  Maass  lUr  dte  StromlntensiUilcii. 

Das  Maaifö  flir  die  Stromintonsitllten  ist  die  Intensität  desjenigen 
Stroms,  welcher,  wenn  er  eine  Bbene  von  der  Grösse  des  Flächen» 
maasscs  umläuft,  nach  den  elektromagnetischen  Gesetzen  die  näm- 
lichen Wirkungen  in  die  Feme  ausübt ,  wie  ein  Magnetstab ,  welcher 
das  vorher  definierte  Maass  des  Magnetismus  enthlllt. 

Diese  Definitkm  von  dem  Maasse  Atr  die  Stromintensittlten  ist  die- 
selbe, welche  in  den  «Resultaten  aus  den  Beobachtungen 
des  magnetischen  Vereins  im  Jahre  1840»  S.  86  gegeben 
worden  ist. 

S)  Dfts  Htass  IQr  die  eicklroaiotorlscliett  RrSIle. 

Das  Maass  für  die  elektromotorischen  Iü*aite  ist  diejenige  elekiro- 
motorische  Kraft,  welche  von  dem  vorher  defmicrlc;n  3lua«sc  de.s  Erd- 
magnetismus auf  eine  guschlossouo  Kette  ausgeübt  wird ,  wenn  lelzloi-e 
SO  gedreht  wird,  dass  die  von  ihrer  ProjecUon  auf  eine  gegen  die 
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BifthUmg  de«  Erdmagiioliniiu  lenkraGiile  BbcM  bogreostB  Flftche 
wlfarend  des  Zeidiiaaaws  um  das  FUtefaenman»  zuoimnil  oder  aboimiDt. 

3)  Dm  MaaM  fiir  deo  Wldentaod. 

Das  Maass  ^  den  Widerstand  ist  der  Wideratand  einer  «okfcen 
geschloBsenen  KeUe,  in  welcher  dordi  das  vorher  de^erte  Ifaass  der 
elektromoforiaehenKiaft  das  voiher  deflniene  Maass  derStromintensiUit 
hervorgebracht  wird.  > 

Baeidraelman  das  oben  deflnierle  Maass  ftlr  dieStrOBuntensitttteB 
mit  /  und  irgend  eine  hiernach  gemessene  StronriniensiUt  mit  t /,  wo- 
rin i  eine  reine  Zahl  bezeichnet,  und  bezeichnet  man  ferner  das  oben 
definierte  Maass  fhr  die  elektromotorischen  Kriifte  mit  E  und  irgend 
eine  hiemach  gemessene  elektromotorische  Kraft  mit  eB,  worin  e  eine 
reine  Zahl  bezeichnet ;  so  wird  w  W  der  Widerstand  einer  Kctlc  sein, 
aufweiche  die  elektromotorische  Kraft  eE  wirkt  und  dann  einen  Strom 
von  der  Iiitensitlil  tl  liei-vorbringt,  wenn  U'  da.s  obca  üciüiierte  Wider» 
st<indsmaass  bezeichnet  und  10==  —  ^^'^G  reine  Zalil  ist.  Der  Wider- 
st.ind  dieser  Kette  ist  also  dem  Widerslaudsmaabse  gleich,  wenn  e  —  i 
gefunden  wird.  Man  crsielil  hieraus,  wie  ein  Leiter,  welcher  das  vorher 
definierte  WiUerstand^auuaijö  besitzt,  wirklich  dargeäieiU  werden  kann, 

Schema  nir  abnolnten  WiderstandsbettimniaDg  eines  Leitata. 

Zur  Erläuterung,  wie  die  vorher  definierten  elektrodynamischen 
Maasse  zur  Ausführung  der  absoluten  Wideistflndsljestimmung  eines 
Leiters  iu  AoweuUuug  geLiuchl  vvcrdcu  küuueu,  dieue  das  fol|^eude 
Beispiel. 


1  1 

} 

— ^ 


Die  Gerado  iV5  bezeichne  die  Richtung  des  Erdmagnetismus, 
dessen  Starke  an  den  beiden  Orten  A  und  Tt  nach  dem  vorher  detinier- 
tcn  Maasse  =  T  sei.  Der  Werth  von  T  wird  bckamitlich  nach  der  von 
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Gauss  in  der  « Intensitas  vis  magneticae  lerrcstris  ad  mensuram  absolu- 
tam  revocata  >  gegebenen  Anleitung  aus  roagnetometrischen  Beobach- 
tungen gefunden.  Nun  besiehe  eine  geschlossene  Kette  aus  zwei  Krei- 
sen, deren  Mittelpunkte  A  und  B  seien;  die  .Linie  NS  liege  in  der 
Ebene  dieser  Kreise.  Es  gehören  aber  zu  dieser  Kette  noch  ferner  zwei 
neben  einander  liegende,  von  einander  isolierte  Drahte,  welche  eino 
doppelte  Verbindung  zwischen  beiden  Kreisen  herstellen,  und  es  sei 
endlich  jeder  Kreis  zwischen  den  beiden  Punkten,  wo  die  beiden 
Drahte  mit  ihm  verbunden  sind ,  durchschnitten ,  so  dass  alle  Theiio 
zusammen,  wie  die  Figur  zeigt,  eine  in  sich  zurücklaufende  Linie  bil- 
den; r  bezeichne  die  der  Einfachheit  wegen  gleich  angenommenen 
Halbmesser  beider  Kreise.  Projiciert  man  den  Kreis  A  nach  der  Rich- 
tung NS  auf  eine  gegen  NS  senkrechte  Ebene,  so  ist  die  von  der 
Projection  begrenzte  Flache  =  0.  Die  Beugsamkeit  der  die  beiden 
Kreise  verbindenden  Drähte  möge  aber  gestatten,  den  Kreis  A  zu  * 
drehen  und  gegen  NS  senkrecht  zu  stellen,  wo  dann  die  von  der 
nUmhchen  Projection  begrenzte  Fläche  =7rrr  wird.  Diese  Drehung 
geschehe  in  einer  kurzen  Zeit  t  auf  solche  Weise,  dass  die  von  der 
Kreisprojection  begrenzte  Fläche  in  dieser  Zeit  gleichförmig  von  0  bis 
mr  wachse.  Es  ergiebt  sich  dann  aus  den  magnetoelektrischen 
Gesetzen  eine  elektromotorische  Kraft  eE,  welche  der  Erdmagnetis- 
mus T  auf  den  kreisförmigen  Leiter  A  wahrend  der  Zeit  t  ausübt, 
welche  durch  das  vorher  definierte  Maass  E  und  durch  die  Zalil 

bestimmt  ist.  Durch  diese  elektromotorische  Kraft  wird  wahrend  der 
Zeit  T  ein  durch  die  ganze  geschlossene  Kette  gehender  Strom  hervor- 
gebracht, dessen  Intensität  mit  il  bezeichnet  werden  soll.  Dieser 
Strom  geht  auch  durch  den  Kreis  B  und  wirkt  von  diesem  Kreise  aus 
auf  eine  entfernte  Magnetnadel  in  C,  deren  Drchungsaxe  auf  NS 
senkrecht  sei  und  in  der  Ebene  des  Kreises  B  liege.  Ist  nun  /  das  vor- 
her definierte  Maass  für  die  Stromintensitüten,  so  ergiebt  sich  aus  den 
elektromagnetischen  Gesetzen,  dass  das  von  dem  durch  den 
Kreis  B  gehenden  Strome  auf  die  Nadel  ausgeübte  Drehungsmoment  dem 
von  einem  Magnetislabe  ausgeübten  Drehungsmomenle  gleich  ist,  wel- 
cher im  Mittelpunkte  des  Kreises  B  so  aufgestellt  würde,  dass  seine 
magnetische  Axe  auf  der  Kreisebene  senkrecht  wäre ,  wenn  der  nach 
dem  vorher  duünierlen  Maasse  gemessene  Magnetismus  Af  dieses  Stabes 
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ist.  Wenn  nun  ferner  der  nach  gleieiieni  Maassc  gemessene  Magnetis- 
mus der  Nadel  C  =  tn  und  BC  =  R  ist,  nnd  q>  den  Winkel  bezeiclt- 
net,  welchen  die  magnetische  Axe  der  Nadel     mit  der  Rtchtnng  iV5 

des  Krtlinai^nctisinus  macht;  so  wird  das  von  dem  MagnclsUd)c  M 
auf  die  Nadel  m  ansf^eübte  Drehungsmoment  nach  hekannteu  magne- 
tischen Gesetzen  durch 


-y  cos  ff  —  -gr  •  wi.  cos  (f 

ausgedrückt.  Hieraus  ergiebt  sich ,  wenn  K  das  Trägheitsmomral  der 
Nadel  bezeichnet,  die  Acceleration  der  Drehung 

=        •  ^-j^  •  COS  (]p 

und  folglich,  wenn  die  Nadel  vorher  in  Ruhe  und  tp  war,  die 
UrehuDgsgeschwiadigLüil       am  KiuIe  der  kui-zeu  Zeit  r. 

<(»  _  «rr  im  _ 
«    —    Jl»       JT  ' 

Aus  dieser  Geschwindigkeit  findet  man  endlich  die  grtfssle  Elong»- 
tion  a  der  dadurch  in  Schwingung  gesellten  Nadel  nach  bekannten 
Sdiwtngungsgesetzen  durch  MuitipUcalion  mit  der  Schwingungsdauer  i 
und  durch  Division  mit  der  Zahl  ir«  nttmüch: 

rr       4m  < 

Für  die  Schwiugungsdaucr  i  gilt  bekanntlich  die  Gleichung 
woraus  ~g-  = 


und  folglich  a  =  — •  -jy 


••Ii'  * 

Man  könnte  nun  femer,  indem  man  beachtet,  dass  der  durch  den 
Kreis  B  gehende  Strom  nnch  den  Kreis  A  durchläuft,  auch  die  Wirkung 
des  Kreisstroms  A  auf  die  Nadel  berechnen ;  inde(>5ven  mOge  hier  der 
BinÜBichheit  wegen  angenommen  werden ,  dass  die  Entfernung  il  C  so 
gross  sei ,  dass  diese  Wirkung  gegen  die  Wirkung  des  Kreisstroms  B 
verschwinde ;  es  wird  dann  die  Beoinchtung  der  wirklichen  BfcMkga' 
lioosweile  der  Nadel  unmittelbar  den  Werth  von  a  geben. 

Dann  ^giebl  sich,  dass  von  der  obm  angegebenen,  nach  dem  vorher 
definierten  Maasse  bestanmlen  elektromotoriBofaen  Kraft      fUr  welofae 
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gefunden  worden  ist,  in  der  ganzen  Kette  ein  Strom  hervorg&- 
bracht  werde«  dessen  Intensität  nach  dem  vertier  deBnierten  Maasse 
durch  •/  bestimmt  wird,  wenn 

t:^  ±  .  T 

Nun  wiid  rndlich  der  Widcrslaad  der  ganzcQ  Ketle  oach  dem  voiher 
doliniertcu  Maassc  duich  wW  bestimmt,  weaa 

«  — T  —  5pr 

ist.  Die  Ausftihrang  der  absoluten  Widerstandamessang  der  ganaen 
KeltiMst  biemach  aof  die  Messung  der  6r(Men 

r.  Ä.  «,  t 

XQrttdkgefttbrt  worden,  oder,  mit  andern  Worten,  der  Widerstand  der 
ganzen  Setts  kann  biemach  in  dem  vorher  definierten  Maasse  ansge- 
drOdEl  werden-,  wenn  man  aas  den  Beobnehiiuigen  erstens  die 
Zahl  «t  gefimden  hat,  welche  die  Blongatioasweite  der  Nadel  in  Theilen 
des  BMbmeflsers  sngiebt,  zweitens*  die  2ahl  ^,  welche  den  Halb- 
messer  der  beiden  Kreise  in  Theilen  der  Bntfemung  B€  angiebt, 
drittens  die  Gescfawindiglosit  -j*,  mit  welcher  der  flalbmesser  jener 
Kreise  wahrend  einer  Sch^ngnng  der  Nadel  dnrehlanfen  wttrde.  Hierau« 
folgt  also,  dass  ein  Maass  fttr  die  Geschwindigkeit  das  einzige 
GrOssenmaass  ist,  aof  welchem  die  absolute  Widerstandsmessung  beruht. 

Nach  der  hiermit  gegebenen  Obersicht  aller  zu  einer  absduten 
Widerstandsbestimmuog  erforderlichen  Beohachtongen  gehen  mir  zur 
Ausdlhrang  dieser  Beobachtungen  selbst  Uber. 

Über  die  AusOilirung  der  Beobachtungen. 

Die  meisten  Beobachtungen,  welche  der  vorheiigehenden  Darstel- 
lung geaallss  zur  absofaileo  Widerstandsbestinmrang  der  ganzen  KeCie 
gemacht  werden  müssen,  können  nun  ohne  Schwierigimt  aii  grosser 
Scharfe  wirklich  ausgeAlhrt  werden.  Denn  die  nur  Bestimmung  der 
Scbwbgungsdauer  der  Nadel  erfordeiüchen  Beofanchtnngen  gestnuen 
eine  Schub,  die  bekMntlich  nichts  zu  wünschen  tdnig  losst  Eben  so 
Terhftli  es  sich  mit  den  Abmessungen  der  Kreishaflmieiser  mal  der 
Entfemung  BC^R.  Eä  bleibt  daher  nur  die  Besbachtung  der  Elen- 
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gationsweite  «  der  schwingenden  Nadel  übrig.  Auch  üic^c  kann  be- 
kannllich  mit  deü  für  das  Magnetometer  getroffenen  Einrichtungen  bis 
auf  einige  Bogensecunden  genau  bestimmt  werden  und  würde  daher 
gleichfalls  nichts  zu  wünschen  übrig  lassen,  wenn  z.  B.  die  Wcrlhe 
von  «  nicht  unter  1"*  gross  würen.  iVber  diese  Werlhe  sind,  wenn 
genau  nach  (licpr-  '  Srhenia  verlaliivn  \\frd  ;il!r»rf!!r[;r?;  vif^l  klrnv  r  nutl 
>%ilrden  soi^ar  mit  tien  besten  BeobachuingsuiiHehi  niclit  w  ;iIu\L:<'ii()Tri- 
men  werden.  Die  Hauptaufgabe  für  die  pnikiische  Ausfuhrung  der 
Widerstandsraessung  einer  Kette  nach  absolutem  Maassc  besteht 
daher  darin,  solche  Modifir ationcn  in  der  beschriebenen  Einrichtung 
zu  treffen ,  durch  weiclu^  die  zu  beobaobten^e  JBio^{a>i«ft-<|  ia(>fliirtiat 
vergrösserl  wird. 

Eine  solcho  Modißcation  besieht  erstens  darin,  dags  man  die 
Hagnetnadel  C  aus  der  Feme  in  den  Mittelpunkt  des  Kreises  B 
Mizt«  wo  dio  Elongation  nach  einem  aus  den  Geaetzem  desElektro- 
mutgoetismiu  genau  zu  beslimineiiden  Verhältnisse  vergrössert  wird. 
Nur  muss  dabei  darauf  geachtet  werden,  dass  die  Länge  der  Nadel  viel 
kleiner  sei,  als  der  Durchmesser  des  Kreises,  damit  die  eigeothum- 
Uche  Vertheilimgswdse  des  Magnetismns  in  der  Nadel  nicht  besonders 
in  Rechnung  gebracht  su  werden  bronche,  weil  die  genauere  Eifor- 
scbiuig  dieser  Verlheilungsweise  mit  Schwierigkeiten  verbunden  isL 

Eine  zweite  Modification,  durch  welche  eine  Ver^rOssenmg  der 
Eloogalion  «  erlangt  werden  kann,  liesleht  in  einer  solcben  Verviet- 
filltigung  der  Umwindnngen  beider  Kreise,  wodurch  sie  in  Ringe, 
welche  einen  bedeutenden  Querschnitt  besitzen,  verwandelt  werden. 
Es  muss  aber  dann  der  Einfluss  aller  thnwindungen  einzeln  in  Rech- 
nung gebracht  werden,  weil  sie  verschiedene  flalbmesser  haben  und 
nicht  alle  in  einer  Ebene  mit  der  Nadel  liegen. 

Mit  diesen  beiden  wesentlichen  Hodificationen  gelangt  man  zu 
emer  solchen  VergrOssemng  der  Eloogation,  dass  auch  diese  Beob- 
aohtong  mit  SchUrfe  ausgeflihit  werden  kann,  wie  die  sn  beschreiben- 
den Veisaehe  beweisen  werden. 

Ehe  an  der  Beschreibung  der  Versuche  selbst  Idmigegangen 
wird,  nUfge  noch  eine  Bemeriamg  Ober  eine  andere  Modiflcation  der 
Bäniichtung  vorausgeschickt  werden,  zn*  welcher  man  gelangt,  wenn 
man  die  Ptt  den  Kreis  B  schon  angegebene  VerCanschung  emer  Wir- 
kung in  die  Feme  mit  einer  Wirkung  auf  den  Ifittelpunkt  audi  mf  den 
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Kreis  Ä  in  Anwendung  bringt.  Hiernach  würde  also  die  elcklromolo- 
risclic  Kraft,  welche  der  Erflmagnctismus  ans  der  Kerne  auf  (len 
Kreis  A  ausübte,  durch  die  cleklroinolorische  Kraft  eines  im  Mittelpunkte 
des  Kreises  A  aufzustellenden  Magnets  ersetzt  werden.  Es  ergiebt 
sich  sodann  nach  den  Gesetzen  der  Magnctoelcktricitut  eine  Identität 
der  Wirkung,  wenn  der  Magnet  ruhet  und  der  Kreis  vorwärts  gedreht 
wird ,  oder  wenn  der  Kreis  ruhet  und  der  Magnet  rückwärts  gedreht 
wird.  Man  kann  daher  im  Miitdpunkte  des  ruhenden  Kreises  eine 
Magnetnadel  auflinngen  und  schwingen  lassen  und  durch  diese  schwin- 
gende Nadel  eine  eleklromotorische  Kraft  auf  den  Kreis  ausüben ,  und 
dabei  können  der  Kreis  und  die  Magnetnadel  Inn  A  ganz  gleioiie  Stet- 
lung  erhalten ,  wie  der  Kreis  und  die  Magnetnadel  bei  B. 

Bei  dieser  gleichen  Gestaltung  und  gleichen  Aufstellung  beider 
Kreise  imd  ihrer  b^den  Nadelo  steht  endJidi  einer  völligen  Vereinig 
gong  gar  oichta  un  Wege ,  weil  nOinlich  die  magnetoelektriache  Wir- 
kong  der  Nadel  aof  den  Kreia  and  die  eieklromagncUsche  Wirkniig  des 
Kreiaes  auf  die  Nadel  ohne  gegenseitige  Störung  hi  derselben  Nadel  und 
in  demselben  Kreise  nach  dem  Prinoipe  der  Dimpfong  coaxisiie- 
ren  können.  Man  braucht  dann  eine  eindge  Nade!  >  welche  in  Scbwi»- 
gong  gesetzt  wird  und  dadurch  aof  einen  m  sidi  geschlossenen  Kreis, 
In  dessen  Hittelpunkle  sie  sieh  befindet,  nach  magnetoelektrt* 
sehen  Gesalzen  eine  eteklroiiiotoiische  Kraft  ausübt,  welche  in  die- 
seoi  Kreise  einen  galvanischen  Strom  hervorbringt,  der  auf  dieselbe 
Nadel  nach  elektromagnetischen  Gesetzen  znrttckwiricl,  von  wel- 
ober  er  erregt  worden  war,  und  der  dadurch  eine  Dampfung  oder 
Abnahme  der  Sehwingoiigsbogen  der  scfawmgenden  Nadel  hervor- 
bringt. Nach  dieser  Vereinfochung  genttgt  die  Beobachtung  der 
Schwing ungsbogen,  dareh  deren  GrOsse  die  Grosse  der  elek- 
tromotorischen Kraft  und  durch  deren  Abnahme  die  Stilike  des 
indncierten  Stroms  bestimmt  werden  kann.  Die  zweite  und  dritte 
Versuchsreihe  werden  Beispiele  geben ,  wie  auch  nach  dieser  Methode 
der  Widerstand  ein»  Ketls  nach  absolutem  Maasse  gemessen  wer^ 
den  kann. 

Wir  gehen  nun  zn  der  Beschreibung  der  nach  den  aus  einan- 
der gesetzten  Methoden  ausgeführten  Versuche  Uber  und  werden 
zuerst  die  nacli  der  ersten  Methode  gemachten  Versuche  zusamineu- 
stellen. 
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i  3. 

Ertle  Metbode* 

Zur  Ausfilhning  der  Versucho  nach  der  ersten  fifoiliodc  wurden 
fülgondi  lüsfniirionle  eingorichtri ,  nämlich:  11  der  Erdioductor 
odor  ein  iirahtrinü' .  in  \v(  I(  licui  iturch  Drehung  von  dem  ErdmfljB:ne- 
tismus  ein  galv;uii^(  Ik  i  Stiom  (negt  wurde;  2)  ein  M u  I ( i  p  1  i<' alor, 
dessen  Drahtenden  mit  denen  dos  Erdindiictors  verhundea  waren; 
3)  ein  kleines  Magneto  in  der,  dessen  Nadel  im  Mittelptinklo  des 
Multiplicaiors  aufgehangen  wurde.  Ueber  diese  drei  iDstrumeolo 
Folgendes  zu  bemerken. 

1)  Der  Erdlnductor. 

Der  zum  Erchnduclor  verwendeU'  Kupferdraht  hatte  mit  Ein- 
achlusfi  der  Wolle,  mit  welcher  er  ühetsfionnen  war,  ein  Gewicht  voa 

46,533  Graüimeii, 

wovon  fast  500  Gramme  auf  die  Wolle  kamen.  Dieser  Draht  wurde 
auf  ein  Uolzgestcil  aufgewunden ,  welches  nahe  die  Gesf;t!t  eines  regu- 
lär ii  Si  chsccks  hatte.  Alle  Drahtwindungen  zusanunen  bildeten  einen 
Ring  mit  recl;mgul}irem  QuersTlmilt,  dessen  eine  auf  die  Uingehene 
senkrechte  S«  itp  Gi  Millimeter,  die  andere  etwa  IG  Millimeter  lang 
war.  Die  Lange  eines  um  das  Holzgesteil ,  ehe  der  Draht  aufgewunden 
war,  gelegten  Bandes  ergah  den  Umfang  ~  30G7  Millimeter;  die 
iJinge  eines  um  den  aufgewundenen  Draht  gelegten  Bandes  ergab  den 
Umfang  =  3170  Millimeter.  Der  Draht  bildete  7  Lagen  Uber  einander, 
jede  mit  22  bis  23  Umwindungen ,  die  7"  oder  oberste  La^  war  niciii 
voU  und  hatte  bloss  10  Umwindungen ,  was  zasammeD 

143  Umwindungen 
gab.  Die  Länge  der  beiden  nherstebeadea  Drahtenden  betrug  zusam- 
men geDümmea  Ö50  Millimeter.  Hieraus  eiigib  sieb,  mit  Berücksich- 
tigung der  geringen  Abweichung  der  Form  voo  einem  regulären  Sechs- 
eck, die  Summe  der  Flachen,  welche  von  den  Projeolioaen  dieser 
145  Umwindungen  auf  die  Ringehene  begrenzt  wurden,  zu 

404,924,000  Quudratmillimeler. 
Nach  der  Aufwindung  des  Drahtes  wurden  an  zwei  gcgenOberstehen- 
den  Ecken  des  Sechsecks  zwei  starke  HoJzbackeu ,  welche  den  Kvpfer- 
riog  nmschlosseo;  am  HolsgestoUe  befestigt,  jede  derselben  war  mtt 


Digitized  by  Google 


BLKiTioDTiuinacM  MuamsraunnrABN.  .$Sfl 

einem  starken,  runden,  nach  aussen  ij;ekehrten  Zapfen  verschen,  um 
welche  der  Ring  gedi  ehet  werden  konnte ,  wenn  er  mit  diesen  Zapfen 
in  die  Lager  ein<'s  grossen,  aus  Balken  sehr  fest  zusammengcfilgUm 
Holzgestülles  eingelegt  wurde.  Die  von  diesen  Zapfen  gehildetc.  der 
Ringebene  parallele  l)r(>hungsaxe  war  verlieol.  Der  eine  dieser  beiden 
Zapfen  war  hohl  und  durch  denselben  wurden  die  l)eiden  nrahtenden 
durchgefidirt  und  aui  Knde  befesligl.  Diese  beiden  am  drchbarw 
Zapfen  befesUgten  Drahtenden  wurden  mit  2  Spiralfeilern  voa  Messing 
verlmnden,  welche  sich  an  dem  feste»  Uolzgcslclie  i  ndiglen,  wo  die 
VerbinduDgsdrühlc  eingekleinml  waren,  welche  »Im  Tn  hictor  mit  dem 
lloltiplicalor  verbanden.  Auf  diese  Weise  war  jede  lockere  V(M  bindiiiig 
Yonniedeii«  nVelche  eine  ünbeslimmthcit  di  >  AVid.  i  tm^irs  j  ^  Kette 
verursachen  konnte,  und  es  war  zugleich  eine  Drehung  des  Inductors  i«i 
HalUMi.  'VorwttrfiB  oder  rtickwttrts.  gestaUet,  wahrend  die  uhrigen 
Ibeüe  der  Kette  unbewegt  blieben.  Am  andern  Zapfen  war  eine  Hange 
Knrbelflir  die  Drehung  angebracht,  weiche  am  Ende  jeder  Drehung 
dareb  einen  fesfen,  am  Holzgestell  angebrachten  Zahn  arretiert  wurde. 
Die  Stellung  dieser  Sperrzahne  wurde,  so  reguliert,  dass  die  Drehung 
da«  Indnotors  genau  zwei  rechte  Winkel  betrug,  und  dass  die  vertical« 
Bingebene  am  Anüing  und  am  Ende  jeder  Drehung  genau  sfmkrecbt 
gag^n  den  magnetischen  Meridian  war. 

,     i  t)  Der  MulUpllcator. 

^Der^zum  Multiph'cator  verwendete  Kupferdraht  hatte  mit  Einschluss 
dar  WoHe,  mit  welcher  er  «bersponnen  war,  ein  Gewicht  von 

157,430  Grammen, 
wovon  4540  Gramme  auf  die  Wolle  kamen.  Dieser  Draht  wurde  auf 
eine  hölzerne  Rolle  aufgewimden,  welche  Slusserlich  von  einer.  Cylm- 
diarfillclie,  deren  Halbmesser 

303,51  Millimeter 
betrug,. 'begrenzt  wurde.  Der  darauf  gewundene  Draht  lag  zwischen 
zwei  parallelen  hölzernen  Scbotzw«nden ,  wctehe  202,05  Hiltimeler 
von  einandei-  abstanden.  Der  mittlere  Halbmesser  einer  die  Susserste 
Lage  von  Drahlvvindnngen  begrenzenden  Fläche  war  374,41  Milli- 
meter, wonach  der  rcclangulare  Querschnitt  des  von  allen  Umwindun- 
gen  gebildeten  Rinkes  202.0.)  Millimeter  lang  und  70,9  Millimeter  breit 
war.  Der  Drulu  bildete  28  Lagen  iü)cr  einander,  jede  von  06  bis  68 
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Ufuvvindungcn.  Die  ;^8"''  oder  obcr<;te  Lage  war  Dicht  voU  und  halte 
bl066'44  UmwinduDgen,  was  zusammen 

185i  Umwindungen 
gab.  An  der  letzten  Umwindung  fehlten  155  Millimeter.  DieLttogeder 
beiden  Ubersteheaden  Encl<^n  betrug  zusammea 

1340  Millimeter. 

Dieser  Multiplicator  wurde  so  aiifgesteUt,  dass  seine  Ebene  mit  dem 
magnetischen  Meridian  zusammenfiei. 

3)  Das  kleloe  Magnetometer. 

Die  Nadel  des  kleinen  Magnetometcrs  war  ein  gehärteter  und 
magncUsirter  Stahlcylinder ,  60  Miliiroeter  lang  and      MUlimeter  dick, 
in  ihrer  Mitte  mit  einem  roesnngeiien  Bügel  versehen ,  an  dem  sie  auf- 
gehangen wurde,  und  der  einen  runden  Planspiegel  von  30  Millimeter 
Durchmesser  trug,  dessen  Normale  mil  der  magnetischen  Axc  einen 
rechten  Winkel  bildete.  Bei  der  angegebenen  Lfinge  der  Nadel,  wekhe 
noch  nicht  den  10**"  Theil  des  Durchmessers  des  Multiplicntors  fio!rug, 
kommt  der  Einduss  der  eigcnthumlicben  Yertheilung  des  Magnetiamas 
nichl  mehr  in  Betracht  und  braucht  daher  nicht  in  Rechnung  gezogen 
za  werden.   Die  Nadel  war  an  beiden  Enden  durch  zwei,  3i  BGIU- 
meter  lange  Messingsüfle  veriSngert,  welche  zwei  Messin^ogrin  Ton 
11,7  Millimeter  Durchmesser  trugen.  Diese  Gewichte  dienten  zur  Ver- 
gFOasemng  des  Trägheitsmomentes  der  Nadel,  wodurch  die  Schwin- 
gniigsdauer  eine  filr  die  Beobachtung  beqneme  GrOsae  eriiielt  Diese 
Nadel  wurde  an  vier  zu  eniem  Faden  vereinigten  Goconftden  anllse- 
hangen,  welobe  an  der  innen»  Wand  des  MaHipHcalors  so  befestigt 
wurden,  dass  die  Mitte  der  Nadel  im  Mittelpunkte  des  Mulliplioators  n 
liegen  kam.  Der  von  dem  MultipKcator  umeeUoeaBne  Baum,  in  dessen 
Mille  die  Magnetnadel  schwebte,  wurde  endlich  durch  twei  von  bei- 
den Seiten  angebrachte  Uoladechel  m  ein  geschlossenes  GehAuse  ver- 
wandelt. In  dem  einen  dteaer  Dedml  wi^  eine  kleine  Oeffhung  vor 
dem  Spiegel  der  Nadel,  welche  mit  einem  planparallelen  Glase  ver- 
schlössen  wurde.  In  der  YerUcalebene  der  Spiegelnormale  wnrde  in 
etwa  4  Meter  Bnifemung  das  Ablesungsfenunhr  des  Magnetometors 
anfgesfellt  und  senkrechl  gegen  die  Spiegebmrmale  eine  Scale  darsiif 
befestigt,  deren  Horizontalabstand  vom  %uegel 

4087,«  HiBimeter 
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belrag  und  doron  Bild  durch  das  auf  den  Spiegel  gerichtete  Fernrohr 
beobachtet  werden  konnte. 

U. 

BcobadituDgeii. 

Mit  diesen  Inslramenlcn  wurden  nkin  folgende  Beobtichtiingen  ge- 
inncht.  Es  wurde  der  Inductor  so  gestellt,  dass  seine  Ebene  mit  dem 
magnetischen  Meridiane  zusammenfiel,  und  die  Magnetnadel  /ua  Uuhc 
gebracht.  Darauf  wurde  der  Inductor  plötzlich  um  90°  gedreht.  Da- 
durch wurde  die  Nadel  in  Scliwm^ung  geselzt  und  es  wurde  mit  dem 
Fernrohr  der  Siaiul  der  Nadel  bei  ihi-er  grössteu  positiven  Elongation, 
welche  sie  nach  einer  halben  Schwingungsdauer  erreichte,  an  der 
Scale  l>eobachtet.  Nach  Verlauf  von  Schwingungsdauer  gelangte  die 
Kadel  zu  ihrer  grosstcn  negativen  Elongation,  w(>lche  ebenfalls  an  der 
Srale  beobachtet  wurde.  Hierauf  wurde  in  dem  Augenblicke,  wo  die 
[  vorwärts  sciiwingende  Nadel  ihren  ursprünglichen  Ruhesland 
p  isM.  i  fe,  d.  i.  2  Schwingungsdauem  nach  Beginn  derVersnche,  tier 
Inductor  liukwarfs  um  180°  gedreht.  Die  schwingende  Nadel  wurde 
dadurch  mitten  in  ihrer  Bewegung  arretiert  und  rückwärts  geworfen, 
worauf  nun  wieder  zuerst  ihre  gro.s^io  negative  und  sodann  ihre 
grossle  pOöiUve  Elongation  an  der  Scale  beobaclilcl  wurde.  Nach  Ver- 
lauf von  4  Schwingungsdauera ,  in  dem  Augenblicke,  wo  die  Nadel 
von  ihrer  letzten  Elongation  zurückkehrend  ihren  ursprünglichen  Ruhe- 
stand passierte,  wurde  der  Inductor  wieder  um  180*  vorwürls  be- 
wegt, worauf  die  nämlichen  Elongationsbeobachtungen  gemacht  wur- 
den, wie  das  erste  Mal,  und  auf  diese  Woisf»  wurden  die  Versuche 
fortgesetzt,  bis  eine  hinreichende  Beobachtungsreihe  erhalten  wurtle. 
Die  folgende  Tafel  umfassl  4  solche  Beobachtung.sreihen.  Fur  jede 
Reihe  sind  in  der  ersten  Colunine  die  an  der  Scale  beobachtet(ni  Elon- 
gafionen  der  Reihe  nach  unter  einander  gestellt.  In  der  zweiten  Co- 
lumne  sind  die  Mittelwerthe  aus  je  zwei  auf  einander  folgenden  posi- 
tiven oder  negativen  Elongationcn  bcigefiigt  worden.  In  der  driften 
Cülunme  endlich  sind  die  Unterschiede  der  grosstcn  positiven  und  ne- 
gativen Elongationcn  oder  die  Grösse  der  ganzen  ScbwingaAgjSbogen 
und  unter  jeder  Reihe  deren  Mittdwertb  angegeben. 

AMiradl.  d.  K.  8.  G«.  d.WiweMch.  I*         *  18 
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BMft  Bmhe. 


Zweite  Reibe. 


Dritte  Reihe. 


Yierte  R^e. 


467,1 
640,7 
546,7 

461, 4 
465,8 
540,6 

5i6,l 
46i,3 
465,9 

r,i(,4 

462,3 

icr>,3 

542,0 
545.0 
iC2,8 
465,3 
542,0 

'>ir,,o 

462,9 

464, g 

544,7 
463,4 
465,1 
54?, 6 
545,3 
461,8 
466,6 


64$,70 

463,60 
ö4;i,3ö 
464,10 
543,55 
463,80 
543,50 
!46.l,05 
543,50 
463,85 
5  43,70 
464,SS 
543,95 
464,S0 


80,10 

7  9,7r> 
79.25 
79,45 
79,75 
79,70 
79,45 
79,45 
79,65 
79,85 
79,45 
79,70 
79,75 


467, l| 
540,5' 
546,8 
461,3 
466,7 
540,8 
546,3 
461.8 
465,5 
542,1 
54Fi,2 
462,8 
465,1 
542,3 
545,3 
462,7 
464,7 
542,3 
544,7 
462,8 
464,7 

«5;;^:543,35 

*^^;^|463,60 


464,00 
543,55 
463«66 
643,65 
463,95 
643,80 
463,70 
543,50 
463,75 


79,68 
79,55 
79,90 
80,00 
79,70 
79,85 
80,10 
79,80 
79,76 
79,60 
79,75 
7  9,8ii 


463,0 
536,7 
542,6 
456,6 
461,9 
537,6 
541,6 
458,3 
461,8 


539,66 
459,25 
539,60 
460,05 


467,9 

461,7 
537,6 
541,7 
458,2 
461,7 

5n:5"«'«^ 

467,3 


459,80 

539,65 
459,95 


462,7 

536,6 
5i2J 

457,2 

4G2,3 


460,00 
539,50 

i50,7r; 


80,40 

80,35 

79,55 

79,70 

79,95 

79,85^ 

79,70 

80,10 

80,05 

79,50 

7  9.7."» 


462,0 
534,7 
41,7 
455,3 
461,4 
535,1 
540,8 
456,0 
460,9 
53.-,,3 
540,6 
456,0 
4. '3  9, 8 
536,1 
639,4 
456,8 
469,6 
536,0 
;i39,7 
456,6 
459,8 
535.8 

r,^o, 

45G,4 
460,0 
535,7 
639,8 


638,20 
458,20 
537,95 
468,45 
837,95 
457,90 
537,78 
458,20 
537,85 
458,15 
537,75 
468,20 
537,75 


I 


80,00 
79JS 

79,80 

79,50 
80,06 
79,88 
79,66 
79,65 
79,70 
79,60 
79,55 
79,55 


Hittol  79,ri; 


MiUcI  79.79 


Mitlei  79,90 


Müh  l  79,69 


Der  MiUelwerlh  für  den  ttanzon  Schwingitni^sbogcn  aiu»  allen  öe- 
obachtUQgea  ist  folglich  19,7öö  Scaleniheile ,  wofUr  die  Abmessung 

79,4  Millunctor 

gab.  Dieses  ttosullat  ist  nbcr  noch  um  4  Willimclor  zu  vcrgrossern, 
wenn  es  von  dem  Einflui>se  unabhängig  gemacht  werden  soll,  wolclicn 
die  Dauer  der  Drehung  des  Indtictors  darauf  hatte:  mau  erholt 
dann  79,9  Mühmetcr.*) 

*)  Die  Drehung  dee  Ikidvefora  Hess  fk^  bei  Miner  GfBbm  ntehl  so  idmell  b*- 

werkatoliigcn ,  dass  ihre  Dauer  gegen  die  Schwingnngsdauer  der  Nadel  zu  vemacblfis- 
sigen  wUrc.  Sic  wurde  daher  mit  rtioKlichster  OleichfÖnuigkeit  immer  in  2  Secunden 
ausgefüllt.  Die  Inleosität  des  iiiducirlcn  Stroios  lissl  sich  hiernach  Tür  jeden  Augen- 
blick der  Drebnng  bestimiMn  und  wird  durch  •  *in  0  dargestellt,  wenn  i  die  In- 
tenaNit  in  der  llilte  der  Drehung  beniehiMl  und  die  Zeil  0  von  Aofirog  der  Drehung 
•n  gerechnet  wird.  Dieser  vorlnderlicheu ,  2  Secunden  lang  dauernden  Indactioil 
kenn,  nil  iaat  gleicher  WirkuDg,  eine  gleidilQmiige  todadion  sobetUaiarl  werden^ 
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Zur  VervollsUindigung  der  Messung  wurde  die  Schwingungsdauer 
der  Nadel  beobaoiitet  uiul  aus  .300  Soliwingungiädauem  die  Dauer  eioer 
SchwinguDg  =  10,2818  Sccundeu 

gefunden. 

Femer  wurde  das  Verhälliiiss  der  magnetischea  Directiousknift 
zu  der  des  Fadens  gefimden  wie 

070  :  1. 

Da  endli(  h  in  dem  Saale,  in  welchem  diese  Instrumente  aulgcstclll 
waren,  um!  in  den  angrenzenden  Zimmern  andere  Magnete  sich  befan- 
den, welche  nicht  hatten  entfernt  werden  können,  so  liess  sich  nicht 
annehmen ,  dass  die  SlArke  des  horizontalen  Theils  des  Erdmagnetis- 
mus, welcher  in  dem  Indnrtor  den  Strom  erregle,  der  Stiirke  des 
horizontjden  Theils  des  Erdmagnetismus,  welcher  auf  die  Nadel  im 
Älitlelpunkle  des  Älultip  lica  tors  wirkte,  gimz  gleich  Nvilre.  Daher 
wurden  beide  mit  einander  dadurch  verglichen  ,  dass  die  Schwingungs- 
dauer einer  und  derselben  Nadel  an  beiden  Orlen  unmittelbar  nach 
einander  beobachtet  wurde,  und  es  ergab  sich  diese  SchwiDgungsdauer 
im  MiUelpuDlde     <lefi  Dämpfers  =  2,9095  Secanden, 

„  Indaclore==  2,9126    „  „ 
Umgekehrt  wie  die  Quadrate  dieaer  Scbwingungsdauem  verhalt  gioli 
die  Starke  des  Erdou^elismus  an  diesen  beiden  Orten,  du  i.  wie 
  4  00000  :  99787 . 

welche  ^  Swniuleii  lang  etom^lrom  von  der  MmOM  i  emogl.  DfeserSlRNii  bcginiil 

~  Secunde  fräher  anf  die  Nadel  za  wirken,  ato  die  Nadel  zum  magnetischen  Meridiane 
gelangt  und  dort  umkehrt,  and  darauf  vorfliessen  nochmals  —  Scctindo,  <>ti(>  der  Strom 
aufhört  Bezeichnet  a  die  ßrösste  Eiongatioo  der  Nadel  und  t  ihre  Scinviiigungsdauer, 
so  wird  die- Ablenkung  der  Nadel  in  dem  Augenblicke^  wo  der  Siram  beginnt  oder  WO 
er  aufhört,  oalie  dorah  aingedriiekt  vnd  die  mittlere  Ablenkanglfir  dleganie  Dauer 
der  Induction  durch •  Die  einer  solchen  Ablenkung  entsprechende  BescblenniBong 
der  Nadel  ihirch  ihre  Directionskraft  ist  ^  •  und  die  wahrend  der  Induction 
dadurch  hervorgebnichto  Geschwindigkeit  ist  = •  Die    Häine  davon 

niüsste  zur  Geschwindigkeit  o,  welche  der  Nadel,  ihrer  Eiongatioo  o  nach, 
beim  Dorebgang  durch  den  Heridtan  »ikoimnt,  binsngelBgt  werden ,  «n  dMfeaige  Ge- 
anliwindiBkettmi  erhatten,  wdche  die  tMA  im  Asgeoblfcka  naeh  der  Onlmhrung  be- 
sitzen würde,  wenn  die  Induction  momentan  geschähe.  Wie  sich  nun  die  Ge- 
schwindigkeiten -^a  :  (1  +  ^)  "T  "  ▼w^'ä'^ßOf  ebenso  verhält  sich  die  beobnchtele 
Elongation  der  Nadel  «  zu  deijenigen' Elongation ,  welche  bei  momentaner  In- 
duction slaCIgefimden  haben  wurde.  Letalere  eifiebt  aidi  Uemadi  +  ^) 
Da  nwk  der  ganie  Scbwinenngebegeii  1«  —  79,4  HUUmetor  and  t  s-  la.tSIS  war, 
ao  lUflt  hieraut  der  oben  angamfaife  Werth  *  79,9  HiUimeler. 

18* 
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Dies  sind  alle  Versuche ,  welche  nacb  der  ersten  MeChode  nOd^  wa- 
ren ,  um  den  Widerstand  der  ganzen  Kette,  wdche  ans  dem  Drahte 
des  Iniluctors,  des  Dampfers  und  aus  den  heiden  Tertrindimgadridileil 
bestand,  nach  absolutem  Maasse  zu  bestimmen.  Ehe  zur  Berechnung 
der  Grosso  des  Widerstands  der  Kette  aus  diesen  VersocUen  über- 
gegangen ^vir(l,  sollen  auch  die  nach  der  zweiten  Melliode  gemach- 
ten Versuche  zu^aiiiuicugcstelU  und  vorausgeschickt  werden. 

45. 

Zweite  Melliode. 
A. 

Die  zweite  Methode  gewahrt  die  Vereinfachung ,  dass  von  den  bei 
der  crslcn  i^obrauchten  luslrunientcn  der  Erdindnrtnr  ganz  entbehrlich 
gemuchl  wird.  Bei  den  folgenden  Versuchen  bildeto  daher  der  Draht 
dos  oben  hoschrieboncn  Multiplicators  die  !?anzo  Kotto ,  indem  soinc 
Enden  unmittelbar  mit  einander  verbunden  wurden.  Die  Aufstellung 
des  Multiplicators,  welcher  dadurch  in  einen  Dampfer  vcrNvaudelt 
worden  war,  blieb  unverändert.  Dagegen  wurde  die  Nadel  im  Magne- 
tonioior  mit  einer  grosseren  und  stJirkoron  \(  lUuischt.  durch  deren 
Schwingungen  eine  grössere  elektromolorischc  Kiall  auf  die  geschlos- 
sene Kette  ausgeübt  werden  konnte.  Diese  Nadel  bestand  au.s  9  paral- 
lelopipedischen  Magnetstnbcn ,  joder  90  Millimeter  lang  und  0  Milli- 
meter breit  und  dick ,  welche  mit  j)arallol  gerirhtoton  Axcn  und  durch 
5  Millimeter  weite  Zwischenräume  von  einander  ge.scliieden ,  zu  einem 
festen  System  verbunden  und  zur  Beobachtung  der  Schwingungen  mit 
emcm  Spiegel  versehen  waren. 

Mit  diesen  vereinfachten  Instrumenlen  wurden  nun  folgende  Ver- 
suche gemacht.  Es  wurde  damit  begonnen ,  dass  die  Drahtenden  des 
Dürapfersvon  einander  getrennt  wurden.  Alsdann  wurde  die  Nadel 
in  Schwingung  gesetzt  und  nach  der  von  Gauss  in  den  «Resultaten 
aus  den  Beobachtungen  des  magnetisciicn  Voreins  im 
Jahre  1837»  gegebenen  Anleitung  die  Schwingungsdauer  der  Nadel 
und  die  Abnahme  ihrer  Schwingungsbügen  oder  deren  logarithmisehcs 
Decrement  bestimmt.  Darauf  wurden  die  Drahtenden  der  Kette  ver- 
bunden oder  der  Dampfer  geschlossen  und  die  nämlichen  Beob- 
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achlunprcn  wiock  rholt.  Sodann  wurde  der  Dumpfer  wieder  geüiTnet  und 
auf  diese  Weise  mehrmals  ahgeweclis>ell.  Dio  Resultate  dieser  Versuche 
sind  in  der  (bli^enden  Tiifel  zusnmmeni-'cstellt  worden,  wo  in  der  ersten 
Colunine  unter  A  das  logarithmische  Derrenient  der  Abnahme  der 
Schwin^un.usboijen  bei  geschlnsscnem  IJünipfer,  in  der  zweiten 
Coluuinc  das  nämliche  bei  ofienem  Dämpfer,  in  der  dritten  Co- 
lumne  unter  t  die  /.u.^ehOnge  Schwingungsdauer  angegeben  ist. 
Unter  den  Columnen  siud  die  Miltelwertlie  aus  den  wiederhoUen  Be- 
stimmuDgeii  beigeAigt. 


n 

t. 

0,028645 
0,0271)55 
0,0  2H  505 

()„()0  0iG0 
0,ÜÜU3Ü0 
0.000380 

9,1  128 
0,H48 
0,1107 

1  0.0^8388 

0,000400  1  0,!128 

Zur  Vervollständigung  fler  IMessung  \vurden  ondiich  noch  folgende 
Versuche  gemacht,  \\m  den  Magnetismus  der  Nadel  zu  b(\slimmcn  und 
auch  von  dessen  Vcrihcilung,  so  weit  es  nöthig  schien  ,  Kunntniss  zu 
erlangen.  Es  wurde  niinilieh  möglichst  nahe  an  der  Stelle,  wo  die 
schwingende  Nadel  sich  befunden  hatte,  eine  kleine  Boussolc  aufgestellt 
and  die  Ablenkung  ü,  derselben  beobachtet,  wenn  jene  Nadel  ihr  ge- 
niihert  wurde.  Eben  so  wurde  die  Ablenkung  beobachtet,  nachdem 
die  Nadel  um  ihren  Mittelpunkt  um  180"  gedreht  worden  war. 
Endlich  wurden  die  correspondierenden  Ablenkungen  und  beob- 
achtet» als  die  Nadel  })araUel  mit  sich  selbst  in  gleiche  Entfernung  auf 
die  entgegengesetzte  Seile  von  der  Boussole  versetKli  wiurde,  und 
daraus  der  Werth  von 

berechnet.  Diese  Versuche  wurden  nun  gemacht  bei  verschiedeaen 
Entferoungoi  von  der  Boussole  und  bei  verschiedener  Richtung  der  Ge- 
raden, welche  durch  die  Hille  der  Nadel  und  der  Boussole  ging,  nilm- 
lich  in  den  Entfernungen  von  iQO,  500  und  600  Millimetern,  als  jene 
Gerade  senkrecht  auf  dem  magnetischen  Meridiane  war ,  und  in  der 
Entfernung  von  400"*,  als  sie  dem  magnetischen  Meridiane  parallel 
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war.  Die  magnelisthf  Axo  der  ablenkenden  Nadc!  war  stets  senkrecht 
gegen  den  magnetiäscbeii  Meridian.  In  der  fotj^enden  Tafel  sind  die  Re- 
sultate dieser  Versuche  zusammengestellt.  Nr.  1  ,  2,  3  beziehen  sich 
auf  die  Fälle ,  wo  die  Richtung  der  Geraden  von  der  Mitte  der  Nadel 
zur  Mitte  der  Boussole  auf  dem  magnetischen  Meridiane  senkrecht  war, 
Nr.  4.  auf  den  Fall,  wo  diese  Gerado  dem  magnetischen  Meridiane 
parallel  war.  In  der  zweiten  Columnc  unter  R  ist  die  Entfernung  der 
llütelpaokte  beider  Nadebi,  in  der  dritten  Cohunoe  der  fUr  diese  £iil^ 
femoDg  gefiindeiie  Werth  von  t  angegeben. 


Nr. 

R 

1. 

400—. 

32« 

37' 

52"5 

2. 

500 

18 

i 

ö2,5 

3. 

600 

19 

37 

7,5 

4 

400 

17 

2i 

Hierbei  ist  zu  bemerken,  das.«!  diese  Versuchsreihe  einige  Zeit 
spiiler  gemacht  wurde  als  die  obigen  Beobachtungen  der  im  Diimpfer 
schwingenden  Nadel ,  und  dass  daher  nicht  angenommen  werden 
konnte,  dass  das  Verhaltniss  des  Nadeknagnetismus  zum  Erdmagnetis- 
mus in  dieser  Zeit  ganz  unverändert  geblieben  wSre.  Deshalb  war 
schon  in  den  Zwischenzeiten  zwischen  den  einzelnen  SiUaen  der  obig» 
Schwingungsbeobachtungen  einer  von  diesen  Ablenkungsversuchen 
gemacht  worden,  welcher  dazu  benutzt  werden  konnte,  das  ans  der 
letzten  vollständigen  Reihe  von  AbleokuogsbeobachtuQgen  steh  er- 
gebeode  Verhaltniss  des  NadelmAgnetiMiiiis  zum  Erdmagnetismus  auf 
dkgenige  Zeit  zu  reducieren,  wo  obige  SehwiagimggbeobaGhtungcn 
gemacht  wurden.  Aus  der  Vergleichung  der  oorreepondiereiiden  Ab- 
leokaogen  ergab  sich  nttmlicb  das  Verhüllmss : 

10293  :  40000, 

woratifl  hervorgeht,  dass  der  NadefaDagnelismus  in  der  Zwischenzeit 
meddich  abgenommen  hatte.  Das  Verhttltniss  der  mi^snelischen  Di- 
rectionskraft  zu  der  des  Fadens  bei  den  Schwingimgsbeobachtiuigen 
war:  68:1. 

Dies  sind  alle  Versnobe ,  weiche  nach  der  zweiten  Methode  nödiig 
waren ,  nm  den  Widersland  der  Kette  oder  des  Drahtes»  welcher  den 
DMmiifer  bildete,  nach  absolutem  Maasse  zu  bestimmen. 
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B. 

Aus  den  unter  (A.)  zusaiiiiJicni::('>U'llU'n  Versuchen  geht  hervor, 
dass  eine  Nadel,  dereu  Länge  fast  mu  tlcn  7""  Theil  des  Durchmessers 
des  DaiiipfcM-.s  betrug  und  die  sehr  kleine  Schwingungen  machte,  den- 
noch eine  eiektromotorischc  Kraft  auf  den  Dumpfer  ausdbte,  welche 
hinreichte,  einen  Strom  7u  erregen,  dessen  RUckwnkung  auf  die 
Nadel  nicht  Ijloss  wahrgenoinmen ,  sondern  genau  gemessen  werden 
konnti  Sollen  diese  Versuche  nuu  einer  Berechnung  (?f'>  Widerstands 
der  Ke!i(^  nach  ahsfjlnh  ni  IMaasse  zum  Grunde  gelegt  werden,  so 
entsteht  einige  (^oinpiiculiun  dadurch,  dass  auch  bei  den  mlissigen 
Dimensionen  der  Nadel  im  Vergleiche  zum  Durchmesser  des  Dampfers, 
die  Vertheilungswoise  des  Magnetismus  in  der  crsleren  nicht  ganz 
ausser  Acht  gelassen  N\erdon  darf.  Diese  Complicalion  wird  ganz  ver- 
mieden, wenn  man  eine  kleinere  Nadel  im  Dämpfer  aufhängt,  wenn 
die  kleinere  Nadel  gleich  viel  5Tagiietismus,  wie  die  grössere,  besitzt. 

In  dem  physicalischen  Institute  zu  Leipzig  befand  sich  ein  natOr- 
licher  Magnet  von  geringer  Grösse  und,  im  Verhältaia«  zu  dieser,  von 
grosser  Sutrke,  welcher  aebst  Fassung  40  Gramme  wog  und  24  Milli- 
meter lang  war.  Wegen  dieser  Kleinheit  und  Stärke  war  er  zur  Magpe- 
tometemndel  Air  diese  Versuche  sebr  geeignet ,  und  der  DurchraeMor 
des  Dttmpfers  bSitle ,  ohne  eine  genauere  Erforschung  der  Yertheilungs- 
weise  des  Magnetisinufi  nötbig  zu  machen,  betrttchtlich  verkleinert 
werden  können.  Die  zngemessene  beschrankte  Zeit,  in  welcher  die 
grosse  Drahtmasse  des  Dämpfers  zu  diesen  Versuchen  disponibel  war, 
gestattete  aber  kdne  Umgestattung  des  DttmpfefS  und  es  wurde  daher 
jener  natürliche  Magnet  als  Nadel  in  den  unveiünderten  Dlmpfei'  au%e- 
bangen  und  eine  zweite  Versuchsreihe  damit  ausgeführt,  die  hier 
gldchfolls  zusammeogeslellt  werden  soll,  weil  sie  einen  interessanten 
Beweis  von  der  Feinheit*  giebt,  welche  die  Beobachtungen  Uber  die 
Abnahme  der  Schwingungsbogeo  mit  dem  Dflmpfer  gewahren,  um  die 
Wiikungen  sehr  schwacher  elektromotorischer  Kmfle  noch  zu  eritennen 
und  selbst  mit  ziemlicher  Genauigjceit  zu  messen.  Dieser  natürliche 
Hagnet  wurde  zu  diesem  Zwedte  mit  Ftesung  v»rsdien  zur  Be- 
festigung des  Spiegels  und  zur  Aufhängung  an  einem  F^den  in  der 
IGtle  des  Dampfers.  Im  Uebrigen  blieben  die  faistrumente  unverändert 
und  die  Versuche  wurden  damit  ganz  auf  dieselbe  Weise,  wie  die  vor- 
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hergehenden,  aosgefttbit.  Die  folgende  Tafel  gieht  die  Wieraicht  der 
damit  gewonnenen  Resaltate«  nämlich  unter  A  das  logaritbmificbe  De- 
crement  der  Abnahme  der  Schwingungsbogen  bei  gesehlossenem 
Dtttnpfcr,  anter  B  das  logarithmteche  Decrement  der  Abnahme  der 
Schwingangsbogen  bei  offenem  Dämpfer,  tmter  I  die  zugehörige 
Schwingungsdauer. 


A. 

B. 

L 

0,00601 

0,00254 

3,955 

0,00013 

0.00267 

3,954 

0,006  lÖ 

0.002G7 

3,953 

0.00005 

0,00260 

3.949 

0  onnos."-. 

0, 00203." 

3,0527 

Zur  Vervollslündigung  dieser  Versuche  wurde  der  Magnetismus  des 
kleinen  Magnets  durch  Jjcsonderc  Vorsuclic  auf  ähnliclic  Weise  be- 
^liiuiut,  wie  in  der  vorhergehenden  Reibe ;  da  aber  bei  diesem  kleinen 
Magnet  bloss  daü  Moment  desselben  zu  iu  !,! im  tur  n  nöthig  war,  so 
wurden  diese  Versuche  auf  zwei  verschiedene  Ahcltindc  von  dem 
MiUelpunkte  der  kleineu  Hullsbuus:.iii(!  beschränkt,  in  der  Richlunt; 
senkrecht  auf  den  tnagnclischcn  Meridian  Östlich  und  westlich  von  der 
Büussoie.  Die  fok'endc  Tafel  giebt  eine  Uebersicht  der  dadurch  er- 
langten Resultate,  unter  R  den  Abstand  der  Mitte  des  natürlichen 
Magnets  von  der  Mitte  der  Houssole,  unter  v  die  Ablenkung  dcrBoufiSole 
auf  dieselbe  W  eise,  wie  in  der  vorigeu  Reibe,  berecbnel. 


1  ' 

V 

1  240,48 

9    4  62 

Die  Resultate  dieser  Beobachtungen  gelten  für  eine  Temperatur  von 
20"  R.  des  Kupferdrahts,  welches  im  Mittel  die  Temperatur  währ^d 
der  Reobachlunü;en  in  diesem  und  im  vorigen  Artikel  gewesen  ist. 

Durch  diese  Versuche  sind  die  Data  zur  Reslimmung  des  Wider- 
stands der  iiette  nach  absolutem  Maasse  voUataDdig  gegeben. 
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16. 

Begeio  tnr  Bereeliikuiig  des  Widerstand!  ans  den  Torhei^henden 

BeobadhtiiDgen» 

Wenn  die  Verlittltnisse,  unter  welchen  die  vorhergehenden  Beob- 
achtangen  ausgeführt  worden  sind,  denjenigen  VerhiUtnisscn  gnnnu 
entSprüchen,  welche  in  dem  Art.  ii  gegebenen  Schema  zur  absoluten 
Wider  standsbeslimmung  eines  Leiters  angenommen  worden  waren, 
flO  würden  die  Regeln  zur  Berechnung  des  Widerstands  aus  den  mit« 
getheilten  Beobachtnngs-Besultaten  in  der  am  Schlüsse  jenes  Schema's 
gefundenen  Formel  «  —  Vr* 

•  aJPI 

e&diailteD  sein;  denn  es  würde  alsdann  der  Werth  der  ZabI  «,  welche 
die  Elongationsweite  der  TOn  der  Ruhe  ab  in  Schwingung  gesetzten 
Nadel  in  Theilen  des  Halbmessers  angiebt,  ferner  der  Werth  der  Zahl  j, 
welche  das  Yerhältniss  der  Halbmesser  der  kreisförmigen  Leiter  A  und  B 
zu  der  Entfernung  BC  angicbl,  und  endlich  die  Geschwindigkeit  y, 
mit  welcher  der  Halbmesser  der  kreisförmigen  Leiter  wiilircnd  einer 
Schwingung  der  Nadel  durcb laufen  würde,  uümiLtclbar  durch  die 
Beobachtungs-Resultatc  gegeben  sein.  Weil  nun  aber  die  vorhergehenden 
Beobachtungen,  nach  der  gegebenen  Beschreibung,  nicht  genau  unter 
den  im  erwiiimten  Schema  angenüinmcneu  Verhültnissen  ausgeführt 
worden  sind,  so  bedürfen  jene  einfachen  Regeln  einiger  AbUnderungeo, 
um  Anwendung  auf  die  vorliegenden  Beobachtungen  zu  finden. 

Einige  dieser  Abänderungen  ci>(  I  n  n  sich  leicht,  wenn  man  in  der 
für  die  Gleichung  m;  —  ?('öC''t;ncn  Ableitung  die  Halbmesser  der 

beiden  kreisförmigen  ]j  il  r  un^deich  annimmt  und  sie  durch  r'  und  r* 
unlerscheid(>t,  wenn  man  lerner  die  Zahl  ihrer  Umwindungen  m  und  n 
in  Reclimiiii,'  Itringt,  wenn  man  ausserdem  die  ElasticitJSl  des  Fadens, 
an  welchem  die  Nadel  aufgehangen  wurde,  beriicksichligt,  aus  welclier 
sich  eine  Directionskraft  für  die  Nadel  ergiebt,  die  sich  zu  ihrer  magneti- 
schen Dircctionskrafl  verhält  wie  und  w(Min  man  endlich  die  un- 
gleiche Starke  des  Erdmagnetismus  an  den  beiden  Oilcn  A  und  B 
beachtet,  deren  Verhältniss  durch  dargestellt  werde.  ]\Ian  findet 
dann,  dass  in  obiger  Formel  das  Product  r'r'  (ür  das  Quadrat  rr  zu 
setzen  und  der  ganze  Werth  lUr  w  noch  mit  -j^^' '  -f^  multipU- 
eieren  ist,  folglich  ^ .      r  r»vrvv 
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Aiuffierdem  kommen  ntm  Air  die  nacli  der  erateii  Methode  ansgeMirteD 
Beobacbfon^  noch  fotgeode  wesenlUefae  ModificationeQ  in  Betracht, 
nHndich  erstens,  dass  die  Nadel  anis  der  Entfernung  =  il  in  den 
Hittelpunkt  des  Kreises  B  selbst  versetst  warde,  wodurch  die  beobachtete 
ElongatioQsweite  in  dem  Yerhdtniss  von 

vergrössert  wird.  Hierbei  lässt  sich  zugleich  der  Umstand  mit  berück- 
sichtigen, dass  der  Kreis  A  statt  um  einen  Quadranten  jedes  Mal  um  zwei 
Qiuulranton  gedreht  wurde,  wodurch  die  beobachtete  Elongationsweite 
ebeufaiU  vergrO^sert  wuide  und  zwar  in  dem  YeihUltoisä  von 

1  :  2. 

Bezeichnet  also  a  gegenwariiij  diese  vergrüiiserte  Elongationsweite, 
so  iäi  demgemäss 

w  —      Y' '  -üfir 

xn  setzen.  Zweitens  kommt  die  Tervielfidtigung  der  Umwindnngen 
beider  Kreise,  wodurch  sie  in  Ringe,  welche  einen  bedeutenden  Quer- 
schnitt besitzen,  verwandelt  werden,  in  Betracht.  Fttr  den  Rrag  A  ge- 
nttgt  es,  mit  Rttcksicht  darauf,  dass  er  keine  genaue  Kreisfoim  hatte, 
statt  «»r'r'  die  Summe  der  Flttchen  zu  setzen,  welche  von  den  Pro> 
jectionen  aller  seiner  Umwindungen  auf  die  Ringebene  begrenzt  wer- 
den, folglich,  wenn  diese  Summe  mit  8  bezeichnet  wird, 

TTJ'T'  SPT' 

Für  den  Ring  £  dagegen  ist  der  ttussere  Halbmesser  a*,  der  hmere  Halb- 
messer a\  die  Hohe  des  Ringes  S6'  und  ausserdem  in  Beziehung  auf 
die  Yertheihmg  des  Ibgnetismus  M  der  Nadel,  wenn 

gesetzt  wird,  wo  ±  fi  die  Menge  des  nördlichen  oder  südlichen  magne- 
tischen Fluidums  bezeichnet,  welche  dem  bekannten  Gaussiscben  Theo-> 
remc  von  der  idealen  Vertheilung  dos  Magnetismus  gemäss  an  der 
Oberfläche  der  Nadel  verbreitet  gedacht  werden  kann,  die  Lüiige  e  in 
Rechnung  zu  bringen,  was  dadurch  geschieht,  dass  statt  ^,  folgender 
Ausdruck  gesetzt  wird: 
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Die  hier  angeführten  Alianderungen  der  Art.  1 1  gefundenen  For- 
mel, welche  nothwcndig  sind ,  wenn  der  Widerstand  der  Ketle  aas  deo 
Art.  ii  bcschri ebenen  Versuchen  boreihnet  werden  soll,  sind  so  zahl- 
reich ,  dass  ich  es  vorziehe ,  statt  auf  eine  nähere  Erörterung  und  Be- 
gründung derselben  einzugcb^  die  beiden  Gleichungen,  welche  im  fol- 
genden Art.  17  zur  Berechnung  des  Widerstands  aas  den  Art.  14  Im* 
schnebeneii  Versuchen  gebmcbt  wecdea,  nttmlich: 

unmittelbar  aus  den  eloktromagnelischcn  und  magnetoelektri.schen 
Grundgesetzen  abzuleiten.  Alan  findet  diese  Ableitung  in  Beilage  am 
Ende  der  Abhandlung. 

Ferner  werden  im  18.  Artikel  zur  Berechnung  des  Widerstands 
aus  den  Art.  15  beschriebenen  Versuchen  folgende  Gleichungen  ge- 
braochi  werden: 

worin  X  den  naturlichen  Logarithmus  des  beobachteten  Verhältnisses 
zweier  auf  einander  folgender  Schwingungsbogen  der  Magnetomclcr- 
nadel  in  Folge  der  Dampfung  bei  geschlossener  Kette  bezeichnet  und 

SV* 

tang  Vq  statt  -f-'^-r  geschrieben  worden  ist.  Auch  diese  lelztcrcn  Glei- 
chungen sind  in  der  Beilage  D.  unmittelbar  aus  den  oleklromagiictischeu 
und  niugfiutüi  I  k Irischen  Gi  iindgcsctzen  abgeleitet  worden. 

Hiernach  koiuien  wir  nun  i:ur  Berechnung  des  Widerstands  selbst 
aus  den  Art.  1 4  und  1  o  beschriebenen  Versuchen  tlbcrgehcn. 


47. 

Bereehnung  des  Widerstands  aus  der  ersten  Versuchsreihe. 

Bei  der  Versuchsreibe  Art.  1 4,  welche  nach  der  ersten  Methode 
aufgeführt  war«  bestand  die  Kette  ans  dam  Drable  des  Inductors  und 
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des  Multiplicators  und  aus  don  l>oiden  Vcrbmclun^^sdiUhlen,  und  der  zu 
berechnende  Widerstand  ist  die  Summe  der  Widerslände  dieser  vier 
DrUhlo. 

Die  unmittelbaren  Ergebnisse  der  Art.  14  beschriebonon  Versuche 
waren  erstens  die  Gwi«;<;e  des  mit  dorn  Magnelomeler  gemessenen 
Schwingungsbogens,  nUmlich: 

79,9  MiUimeter 

für  einen  Halhmcsser  von  Silo  MiUimeter  Länge  (=  dem  doppelten 

Honzontalabslaude  des  Spiegels  von  der  Scale).  Hieraus  ergiebl  sich: 

  n.i 

*  8175 

Siehe  darüber  Beilage  C.»  wo  die  hier  gebrauchte  ZurUckwerfung&< 
metliodc  naher  erörtert  ist. 

Zweitens  die  Grösse  der  Sehwingungsdaaer  der  Magneto- 
meteniadel 

1=  10,2818  Scconden. 
Drittens  der  von  der  ElasticiUU  dos  Auflinngungsfadens her- 
rührende Theil  der  Dtrccüonskrait  der  Nadel,  in  Iheilen  ihrer  magneli- 
schen  Directionskraft  ausgedruckt, 

^  4770 

Viertens  das  Terfattlbiiss  der  Starke  des  horisontalen  TheOs 
des  Erdmagoefisiiiiis  am  Orio  des  Liductors  T'  zu  der  am  Orte  des 
HnltiplieafOTs  7" 

=  0,99787. 

Zu  diesen  unmittelbaren  Ergebnissen  dor  Beobachtungen  sind  fer- 
ner die  Resultate  der  Abmessungen  des  Inductors  und  Multiplicators 
hinzozufügcn.  Für  den  Inductor  genügt  das  Resultat,  dass  die 
Summe  der  Flüchen,  welche  von  den  Projeclionon  seiner  445  Umwin- 
dungen  auf  die  Ringebeno  boi^i  onzt  wunlen, 

5  =  4049^4000  Quadralmillimeter 

betrug. 

Für  den  Multiplicator  müssen  folgende  ResoUate  seiner  Ab- 
messung beigefügt  werden: 

innerer  Halbmesser      a'  =  303,51  Mülimelcr, 
ttnsserer  Halbmesser    0*  =  374,41 

Breite   8fr'=;S0t,05 

Zahl  der  Umwindnogen  854. 
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Aus  diesen  Wcrthcn  von  a ,  a,  b'  ergiebt  sich 

f        o"— o'  l'^o    « '+  r^ua  +  6  6'J         •♦    \[aa-it-b'U)i        {da+b'b}lj  bTj 

=r  0,00^28352  4  0,0000000^  5875  .  e'e' 

wo  bei  der  Kleinheit  der  Nadel  für  e'  einen  approximativen  Werth, 
von  etwa  20  Millimetern,  anzunehmen  genflgt»  also  -^=:  0,002841 55. 
Uieraofi  ergiebt  sich  dann 


t  +  f)        T"  ar"t 


=  ^  .  4854  •  0,90787  •   'g;,  ^^7^^  •  0.002841  $5 

oder 


«1  =  2166  .  40*. 

Durch  das  dcfinicrto  Widcrstandsmaass  und  durch  diese  Zahl  w  ist 
also  der  Widerstand  der  Kelle,  welche  an-  Irni  Indiu  lor-  und  dem  Miil- 
tiplicaionlrahtc  nebst  don  beiden  Vcrbindungsdriilik-n  bestand,  vollstän- 
dig bestimmt,  wobei  nur  zu  bemerken  ist,  dass  dieser  absoluten  Maass- 
bcstiniüumg  das  Millimeter  als  Uaummaass  und  die  Secunde  als  Zcitmaass 
zum  Grunde  Üogt,  was  durch  folgende  Bezeichnung  ausgedruckt  wird : 

««« •  • 

Verbalt  sich  ein  anderes  Raunmiaass  zum  Miilimeler,  wie  1  :  r,  ein 
anderes  Zcitmaass  zur  Secunde ,  wie  1  :  so  ist  derselbe  Wideibtand, 
wenn  diese  neuen  Maassc  zum  Grunde  gelegt  werden : 

2466-  40«  ~ 

z.  B.  wenn  die  Heile  als  Raummaass  zum  Grunde  gelegt  wird,  die 
sich  zum  Millimeter  veihfilt,  wie  4  : 0,0000004  35 : 

29244 


48. 

Bereehnong  des  WIderatands  am  der  zweiten  Venuehsreihe. 

Bei  der  zweiten  Versuchsreihe,  welche  nach  der  arwcitcn  Methode 
ausgeführt  war,  bestand  die  Kette  bloss  aus  dem  Drahte  des  Dilmpfers, 
d.  i.  aus  demjenigen  Drahte,  welcher  in  der  vorhergehenden  VersochS' 
reihe  den  MoltipUcator  bildete. 
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Die  unmittelbaren  Ergebni&sc  der  Vorsuche  waren  : 
Erstens  die  Grösse  des  logui lünuuschen  Doucuicnls  der  Ab- 
nahme (1(M-  Schwinarungsbogen,  welches  nach  Abzug  des  vom  eleklro- 
uiugueti^ehen  Einüussc  unabbangigOQ  Thoüee,  nach  gemeinen  Loga- 
riUimen, 

—  0,027988 

gefuudcu  worden  ist;  folglich,  nach  natürlichen  L<)garilhiiien, 

A  =  O.OG  ii  iö  . 

Zweitens  die  Grüsse ,  der  Schwiugungsdauer  der  Magneto* 
meternadol 

wobei  noch  zu  hcmerkoa  war,  dass  die  magnetische  Directionskrafl  un- 
gePahr  um  ihren  08'*"  Iheil  durch  die  Elasticitai  des  Fadens  veimehrt 
war,  also 

ö  =  V«. 

Drittens  die  GrOsse  des  Nadeknagnetismas  im  Vcrhältniss  zum 
GrdmagnoltsmiiB  war  ans  den  in  folgender  Tafel  eBlhaltesen  Efigdmissea 
der  Ablenkangsversttche  xa  entndmieD : 


Nr. 

n. 

V. 

1. 

32"  37'  52"  ö 

2. 

500 

18    1  52,  5 

3. 

600 

10  37    7.  ü 

4. 

400 

17  24  45 

Die  drei  ersten  Nummern  bezichen  sich  auf  die  Versuche,  bei  weichender 
Miltelpuni^l  der  Magnctomcternadel  und  ihre  magnetische  Axc  mit  ilem- 
jenigen  Perpendikel  auf  den  magncfisehcn  Meridian  zusammenfiel,  wel- 
ches durch  den  Mittelpunkt  der  Ilülfsboussole  gelegt  wurde;  die  vierte 
Nummer  auf  einen  Versuch,  wobei  die  Magnetometemadel  zwar  eben- 
falls mit  ihrer  Axe  senkrecht  gegen  den  magnetischen  Meridian  lag,  aber 
ihr  Mittelpunkt  in  der  durch  den  Mittel])unkt  der  Hillfsboussole  dem  ma- 
gnetischen  Meridiane  parallel  gelegten  Geraden  sich  befand.  Auch  war 
ermittelt  worden,  dass  das  hieraus  hervorgehende  Verfattltoiss  des  Nadi4- 
magnetismus  zum  Erdmngnetismus  in  dem  Verhttttotss 

40000  :  10293 
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veiigrösscrt  worden  inuss.  wenn  es  für  die  Zeit  gelten  soll,  wo  die  Ab- 
nahme der  Schwinguiig»bogcn  und  die  ScbwioguDgsdauer  der  BlagQelo- 
meternadel  beobachtet  worden  waren. 

Die  Ableitung  der  Werlhe  von  e  und  in  den  zur  Berechnuog 
des  Widerstands  au%estcllten  Formeln : 

7*          a—a'  r"ö    a  +  rjua"  +  6  6)        T  \^(o"o"'  +  6'6')f         (aV+6'6)V  \ 

aus  den  eben  angeführten  Datis  ist  nun  folgende.  Mun  denkt  sich  die 
nach  der  S.  2.18  schon  erwühnton  idealen  Vertheilungs weise  an  der  Ober- 
fläche der  Nadel  verbreiteten  magnetischen  Fkiida  jedes  in  seinem  Mittel- 
punkte '  Schwerpunkte)  eoncenfnert,  d.  i.  in  zwei  Punkten,  welche  in 
der  Enllernung  c  von  der  Mitte  der  Na<lel  in  einer  mit  der  Richtung  der 
magnetischen  A\e  parallelen  Linie  liegen  und  deren  Abstand  =  2e' 
ist.  Die  Lage  des  Mittelpunkts  der  Nadel  und  ihrer  magnetische  Axe 
gegen  den  Mittelpunkt  der  abgelenkten  Boussole  und  gegen  den  magne- 
tischen Meridian  ist  in  obiger  Tafel  für  jeden  Versuch  genau  bestimmt. 
Hat  nim  f  fitr  die  Boussole  gleiche  Bedeutung  wie  e  ftlr  die  Magneto- 
meternadel,  so  leuchtet  ein,  dass  für  jede  gegebene  Ablenkung  der 
Boussole  V  die  Lage  der  4  Punkte,  in  denen  die  magnetischen  Fluida  bei- 
der Nadeln  concentriert  gedacht  werden,  gegen  einander  und  g^;en  den 
magnetischen  Meridian  durcii  e  und  f  voUstttndig  bestimmt  werden,  uid 
dasB  sich  dann,  mit  ilulfe  des  Gesetzes,  nach  welchem  zwei  Kiemente 
des  magnetischen  Fluidums  auf  einander  wirken,  aus  dem  Verhältnisse 
des  Magnetismus  derMagneUmielemadel  if  zum  Erdmagnetismus  das 
Verhaltniss  des  Drehungsmomets,  welches  die  Magnetomeleniadel,  zo 
dem,  welches  der  Erdmagnetismus  auf  die  Boussolc  ansaht,  bestimmen 
lasse.  Diejenige  Ablenkung  v,  für  welche  diese  beiden  Drahungsmo- 
mente  sich  entg^ngesetzt  gleich  ct  crl m,  jgt  die  beobachtete,  die  da- 
durch in  Abhängigkeit  von  s',  f  und  kommt  Die  Gldchang,  welche 
die  Abhängigkeit  dieser  Grossen  ansdrUckt,  ergiebt  sich  daraus  fitr  den 
Fall,  wo  die  Gerade  welche  die  Mittelpunkte  beider  Nadeln  veibindet, 
auf  den  magnetischen  Meridian  senkrecht  ist : 

4-amg»=  4-  +  «^^-y-'*"if/-  + . . . 

für  den  Fall,  wo  R  dem  magnetischen  Meridiane  |>arallel  ist, 

-g-  lang  »  ^       -  i  '•'-l'-'»"»'-)f/-  ^. . . . 
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Die  Annahme  \on  der  Concentraüon  der  magnetischen  FiuiJa  ist  nun 
aber  nur  dann  zuIUssig,  wenn  diejenigen  Glieder,  welche  mit  il'  oder 
mit  hölicren  Potenzen  dividiert  sind,  vernachlässigt  werden  dürfen.  Da 
nun  fllr  jeden  Vcrsuoli  in  obiger  Tafel  die  Werthe  von  R  und  v  gegeben 

mg 

sind,  so  gicbt  jeder  Versuch  eine  Gleichung  zwischen  e.  f,  -y-,  und  folg- 
licli  geben  die  4  iu  obiger  Tafel  enlhallenen  Versuche  4  Gleichungen 
zwischen  diesen  3  Grössen,  von  denen  drei  zur  Bestimmung  dieser 
Grossen  dienen  und  die  vierte  zur  Controle,  dass  die  Werthe  von  A 
wiridich  so  gross  sind,  dass  die  Glieder  der  höheren  Ordnung  vernach- 
lässigt werden  dürfen.  Die  Werthe  obiger  3  Grossen,  weiche  mii  den 
BeobacbtUDgen  am  besten  haimoiiieren,  sind :  . 

«'  =  33,715 

/"  =  1 4,856 

-^-  =  20443000. 

Der  letztere  Werth  von  gilt  fiir  die  Zeit,  wo  die  AblenknriL'svt'r- 
suchc  gemacht  wurden,  uiul  niuss  nach  S.  ^42  inil  1,0293  niuitipliciert 
werden,  wenn  er  für  die  Zeit  gelten  soll,  wo  die  Schwingungsdauer  und 
die  Abnahme  der  Schwingungsbogen  bcubaclitet  worden  sind;  für 
letztere  Zeit  ergiebt  sich  also 

Jä.  =  4U66000 
SubstHniert  man  ferner  den  gefundenen  Werth  von  e'  m  der  Gleichung 

^  =  0.00S8358  +  0,00000001 5875  «V, 
welche  auch  Itlr  die  zweite  Versacfisreihe  gilt,  weO  die  Abmcssongen 
des  Dampfers  hier  die  nflmlichen  sind,  wie  die  Abmessungen  des  Mol:- 
tipUcatoi«  in  der  ersten  Versuchsreihe,  so  erfaldt  man 

^  =  0,0028532 

oder  r"  =  350.48 

und  mit  diesem  Werthe 

lang     =  0.90314. 

Aosserdem  ist,  wie  in  der  ersten  Versuchsreihe, 

n  =  4854. 

Hieraus  ergiebt  sich  dann 

«;  _  JüE2_  tan«  «  .  «*  +  ^  .  C 

=  S  •  48542;nr  .  0.9G3U  •         »^Mi**5l  .  _»£-«•. 
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oder  *  »=  <8M  .  <0»  . 

Durch  tif»  defimorie  Widerstandsiiia«»  W  and  durch  diese  Zahl  w  ist 
also  der  Widerstand  der  Kette,  welche  hkws  aos  dem  Dllrapferdraht  be- 
stand, vollständig  bestimmt  ' 

19. 

Bereebunni^  des  Wideratands  aus  der  dritten  Versuchsreibe. 

Auch  bei  der  dritten  Versuchsreihe  bestand  dioKott*  [  [cn  Wider- 
stand beslimmt  werden  solJle,  bloss  aus  dem  Dralilc  des  J)<1mpfors, 
und  die  Versiiclie  waren  nach  der  zweiten  Methode  ausgeführt  wor- 
den. Der  wesentliche  Unterschied  von  d(;r  zweiten  Versuchsreihe  be- 
stand daher  bloss  darin,  dass  der  zur  Magnetometemadel  gebrauchte 
natürliche  Magnet  viel  kleinere  Dimensionen  hatte,  wodurch  einerseits 
swar  die  Rechnung  vereinfacht  wurde,  weil  bei  so  kleinen  Dimen- 
sionen ,  im  Vergleich  zum  Durchmesser  des  Dämfyfers ,  die  Art  der 
Vertbeüung  des  freien  Magnetismus  nicht  in  Betracht  kommt;  anderer- 
seits verlor  «über  dadurch  die  Messung  an  Priictsion,  weil  der^Abgne^ 
tismus,  so  stark  er  aucli  im  Verhältniss  zur  Grösse  des  Magnets  war, 
doch  fost  nur  den  19*'°  Theil  von  dem  Magnetismus  der  grosseren  Na- 
del betrug,  wodurch  die  Dttmpfun^  so  geschwächt  wurde,  dass  die 
Beobachtungen  keine  so  feiiie  Bestimmung  des  logarithmischen  Decre^ 
ments  der  Abnahme  der  Schwingungsbogen  gestattelmi. 

Die  unmittelbaren  Bi^ebntsse  der  Yersoche  waren:  Erstens  die 
Grosse  des  logarithmisehen  Decrements  iUr  die  Abiiahme  d^  Schwin- 
gungsbogen, wddies,  nach  Abzug  des  vom  elddromagnettschen  Ein- 
flüsse unabhängigen  Theih),  nach  gemeinen  Logarithmen 

=  0,00345 

gefunden  worden  ist,  folglich,  nach  natttriiclien  Logarithmen, 

A  =  0,007944. 
Z  w  e  i  te  n  s ,  die  Schwingungsdauer  der  Nadel 

3,9527 

Die  Elaslicitftt  des  Aufhtlngefodens  konnt^  vemachlllssigt  werden,  da 
sie  die  Directionskraft  noch  nicht  um  -^^f^j^  vergrösserte. 

Drittens,  die  GrOsse  des  Nadelmagnetismus  im  Veriiiltnisse  zum 
Erdmagnetismus  war  aus  den  in  folgender  Tafel  zusammengestellten 

Ablenkungsversuchen  zu  entnehmen. 
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1  ^ 

1  18 

9    4  52 

[)iv  Linie  Ä,  welche  die  Mitfelpuukle  der  ablenkenden  und  abg(Menkten 
Nadfl  vorband,  war  dabei  senkrecht  auf  den  magnetischen  Meridian. 

Hieraus  folgt  nach  der  in  der  „IniamUu  vit  mof^neHcae  lerrestru  etc." 
von  Gauss  gegebeucu  Regel: 

iang  20»  4Sr      =      •  «O.aS^  +  a  J80,0S-* 
laug  0*  r  52"  =  ^  .   240.18-*  +  a .  240,4  8-» 

a)80  =  2224660. 

Bs  irt  jodoch  hieribei  sa  bemerioen,  duH  bei  dent  gertDgm  Grade  von 
Geaauigkeil,  welchen  diese  mit  eo  kleinen  llignelen  gemachten  Ablen- 
Inrngsversodie  beiitaen,  die  Elimination  des  zweiten,  von  der  5**  Po- 
tenz der  Entfernung  abhängigen  Gliedes  sehr  unsicber  ist,  so  dass  ein 
ebenso  genaues  oder  vieiieiclit  noch  genaueres  ResoUat  gewonnen  wird, 
wenn  man  dieses  zweite  Glied  gar  nicht  berodbrichtigt.  Alsdann  fin- 
det man 

lang  20"  42'  — •  180,0Jr» 
itaig  9»  4'  52"  =  -y^  •  240,18"« 

and  hierais  die  beiden  Werfbe  für  : 

.2206600 
2214500 

oder  den  MiUelwerÜi 

iiIOöoO. 

Bei  dem  Zweifel  darüber,  ob  der  ersten  oder  der  zweiten  Berccimung 
im  vorliegenden  Falle  der  Vorzug  gebühre,  und  da  die  auf  beide  Weise 
erhaltenen  Resultate  ohnedem  wenig  verschieden  sind,  so  soll  aus  den 
Rcsullaten  beider  Berechungen  das  Mittel  genommen  werden,  nfimlich : 

-^=2217600. 
Weil  mm  ausserdem  fUr  den  Dampfer  wieder  dieselben  Abmessungen 
wie  in  der  vorhergehenden  Versuchsreihe  gelten,  dabei  aber  das  von 

e  abhängige  Glied  im  Wcrtbe  von  ^  wcgcu  der  iileiulieil  der  Nadol 
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uuneridich  ist«  so  ergieiA  ach 

A  =  0.OOS8352 

folglich 

.  =  taug     =  0,05054. 

Ausserdem  ist,  wie  in  der  voriieiigeheodeii  Reihe, 

Hieraus  eigiebt  sich  daim,  waui  0  seber  Kleinheit  vernacb- 
hissigiwird, 

w  =  «nun  .  lang  t»„  •      f  ^  •  7- 

oder 

Der  ünlerschied  dieses  Wcrthes  von  dem  aus  der  zwoiton  Versuchsreihe 
abgeleitctcu  ist  kleiner,  als  der,  welchen  die  unvcnueidlichea  Beobacb- 
tm^fehler  der  letzten  Reihe  vemrsachea  kOnneii. 

so. 

Veigleiekimg  des  Wideratsads  der  Kette  in  der  enlen  Venuolw» 
reihe  nit  dem  Widentnnde  der  Kette  in  der  iweilen  nnd  drillen 

Reihe. 

Es  sind  in  obip;cn  Versuchsreihen  die  Widers tilnde  zweier  Ketten 
nach  absolutem  Maasse  gemessen  worden,  von  denen  die  erstere  zu- 
sammengesetzt war  i )  aus  einem  Drahte  A ,  welcher  zum  I^Iultiplicator 
diente,  2)  aus  einem  Drahte  B,  welcher  zum  Erdinductor  diente,  3)  aus 
iwei  kurzen,  dicken  Verhindungsdrlthten  C.  Die  letztere  Kette  bestand 
dagegen  bloss  aus  dem  Diahte  A,  welcher  zum  Dämpfer  gebraucht 
wurde.  Die  Yergleichung  des  Widerstands  beider  Kelten  beruht  haupt- 
^chlich  auf  der  Vei^lcichung  des  Widerstands  A  mit  dem  Widerstande 
da  der  Widerstand  C  so  gering  ist,  dass  sein  Einflass  nach  Propor> 
tion  seiner  Lange  und  seines  Querschnittes  leicht  als  Gorrection  in  Rech- 
nung gebracht  werden  konnte. 

Da  die  unmittelbare  Yergleichung  der  Widerstände  A  und  B  bei 
ihrer  grossen  Verschiedenheit  zu  einem  weniger  sicheren  Resultate  ge- 
fklhrt  haben  würde,  wurden  3  Httlfsdrtthle  a,  6,  c  zugezogen«  durch 
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welche  es  möglich  wurde,  das  Verliiillniss  von  A :  B  bloss  auf  solelie 
Messungen  zu  ii:rUnd<m,  durch  welche  uomiUelbar  nur  einander  nahe 
gleiche  Wi(K  rsiiiiide  verglichen  wurden. 

Diese  WidersUindsvrrgleichungc^n  wurden  sttmmtlich  nach  der  in 
*der  Beilage  C  beschriebenen  und  durch  ein  Beispiel  erl.iiiterton  Me- 
thode ausgeführt,  und  es  genügt  daher,  in  der  folgenden  Tafel  die  Ke- 
sohale  zusanuneBzustellen,  ohne  in  das  Detail  der  Beobachtungen  ein- 
zttg^n.  In  der  ersten  Cotumne  sind  die  nach  der  angegebenen  Me- 
thode gemaebten  Widerstandsvergleichungen  dnrdi  MaanMrn  dnler^ 
schieden.  Die  zweite  Cotumne  unter  X  gibt,  die  Bezeichnung  des  ge- 
suchten WiderstandsverhAitnisses,  die  dritte  Columne  unter  q  den  ge- 
fundenen Zahlonwerlb.  In  den  beiden  letzten  Ckiluninen  sind  endlich 
die  Logarithmen  von  q  und  9  +  I  beigelUgt  worden. 


Nr. 

X. 

Q 

Log^ 

Log(jy+1) 

1. 

c 

4,04354 

.MIB5I 

0,31 03S 

2. 

b 

B  +  c 

1.03498 

0,30856 

3. 

a 

a  +  6  +  c 

1,00752 

0,30S6() 

4. 

A 

0,91529 

9,00156 

Ä 
M 

7,3224 

9,94305 

0.921 6ü 

'»8(i)="«(tW3T?)-"«T+»»8(^  +  iXi^  +<X.Hj+;+0 

das  heissU  der  Unterschied  der  beiden  Logarithmen  in  der  yierlen  Co- 
lumne (welclier  darunter  angegeben  ist)  ist  der  Sunmie  der  drei  Loga- 
rithmen in  der  letzten  Columne  (die  gleichialls  darunter  angegeben  ist) 
hinzuzufügen,  um  den  Logarithmus  des  gesuchten  YeriiSltnis^s  zu 
erhalten,  welches  hieraadi  berechnet  unter  der  dritten  Oplvwpß  be- 
merkt ist. 

Für  C  reicht  es  hin ,  zu  bemerken,  dass  der  Querscfanill  3  Mal 
grösser,  die  Lange  30  Mal  kleiner  war»  als  bei  fulgiicb,  dä  beide 
Drtfale  von  Kupfer  warenrdas  Widerstandsverbaltniss 

^  =  90 
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wonus  eodlich  zur  Yei^leicbung  des  Widerstandes  clor  in  der  ersteo 
V€rBiichsreilu>  g(>l)iauchten  KeUe  A  -{-/?  +  C  mit  dem  WiderBlande  der 
Kette  A  in  den  beideo  andern  Versucfasreiben  folgt: 

Nun  isf  ^  -f.  +  aus  der  er^itea  V  iTisuchisreihc  nach  absolutem  Mauste 
bei>liuiuU  >YordeQ : 


Dividiert  man  diesen  Werth  mit  obigen  Qnotientea«  so  efhältjnum  den 
Werth  von  A  aus  der  ersten  Versuchsreihe  abgeleitet : . 


Uebcnieht  der  verschiedenen  MoassbesUinmung'en  ftar  den  Wider- 
stand des  MuUiplicator*  oder  Dfimprerdralites  A. 

I.  Aus  der  ersten  Versuchsreifae: 

U.  Aus  der  zweiten  Versuchsreihe  : 
A=  1898  .  tü» 


Senuide  * 

III.  Aus  der  dritten  Versuchsreihe : 

b<^cunde 

Von  diesen  drei  Maassbesliiiunuiigcii  für  denselben  AViderstuad  ij>l  der 
drillen,  wie  schon  benicrkt  worden  ist,  ein  geringeres  Gewicht  beizu- 
legen, als  den  beiden  rrstcm.  Da  sie  aber  mit  den  beiden  andern  sehr 
nahe  UbereinslimnU,  so  i^i  ki-iit  Gruiui,  sie  auszuäcidiessen,  und  es  er- 
gtebt  sich  aus  alleu  folgender  Miltclwerth : 

A=  49003,  10^-5^2^, 

DieUebereinstimmung,  weiche  sich  hiernach  swischen  den  beiden  nach 
ganz  verschiedenen  Methoden  erhaltenen  liaassbesttmmungen  für  den 
Widerstand  des  Drahtes  A  ergiebt,  nimlich  zwischen  der  aus  der  er- 
sten und  der  aus  den  beiden  letzten  Versuchsreihen,  hat  darum  noch 
besonderes  Interesse,  weit  sie  beweist,  dass  die  1854  Umwindungen, 
welche  dieser  Draht  im  Multiplicator  oder  Dämpfer  bildete,  durch  die 
Wolle,  womit  sie  umsponnen  waren,  hhureichoid  isolirt  vrarden.  Denn 


balle  darch  die  Wolle  hindurch  eine  Leitung  von  einer  llmwindang  zur 
andern  gtattgefunden,  so  wurde  dadurch  in  der  ersten  Yersochsreihe 
die  Wirkoog  des  Multiph'cators  auf  die  Bfagnetometemadel  geschwächt 
worden  sein  vnd  die  Rechnung  wurde  einm  za  grossen  Widerstand 
gegeben  haben«  wie  wenn  der  durch  den  ganzen  Draht  gebende  Strom 
duüh  einen  gr<j6Beren  Widersland  geschwächt  worden  wflre.  Auf  das 
ans  der  sweiten  Versochsreibe  berechnete  Resnllat  wtlrde  dagegen  die 
Leitung  durch  die  Wolle  hindurch  von  einer  Windong  zur  andern  gar 
keinen  Einfluss  gehabt  haben ;  denn  es  ist  bekannl«  dass  die  Dimpfinigi»- 
kraft  eines  Dttmpfers  dadurch  nicht  geändert  wird,  dass  seine  Drahl- 
windung«!  in  Idiende  V^bindung  mit  einander  gesetzt  werden.  We» 
nigstens  kann  dadurch  auf  keine  Weise  die  Dlmpfungskraft  vermindert 
werden;  eine  Yergrüsserung  derselben  würde  aber,  wenn  sie  irgend 
merklich  gewesen  wftre,  bewu'kt  haben,  dass  die  Rechnung  den  Wider- 
stand au  klein  ergeben  hatte.  • 

ii. 

Elaions  in  WiderstandsBessongen  nach  absolutem  Maasse. 

Hölle  der  Djiihl  A,  dessen  Widersland  durch  obige  Manssbcstini- 
mungcn  nach  ubsolutcin  Maasse  bekannt  war,  als  Widerstands -Elalon 
anfhe wahrt  werden  können;  so  würde  selbst  dazu  haben  dienen 
können,  alle  Widerstandsmessungen  auf  absolutes  Maass  zu  rcducieren, 
ohne  dass  eine  Wiedeiiiolung  der  Originalniessung  nülliig  gewesen 
wäre,  so  lange  man  auf  die  UnverMnderliclikeil  des  Etalons  bauen  durfte. 
Jen«  r  Draht  war  aber  nicht  zu  diesem  Zwecke  bestimmt,  und  es  war 
seine  licnutzung  zu  der  vnHiegonden  Untersuchung  nur  für  kurze  Zeit 
verslattct.  Sollte  daher  der  Nutzen,  welchen  die  gewonnenen  Resultate 
auf  die  Dauer  für  künftige  Maassbeslimmungen  des  Widerstands  haben 
konnten,  nicht  verloren  gehen,  so  mussten  Copien  vom  Drahte  A  ge- 
macht werden,  deren  gleicher  Widerstand  verbüj^  war,  oder  Etalons, 
*  deren  Widerstand  mit  dem  Widerstände  A  genau  verglichen  war.  Es 
können  nun  zunächst  zu  solchen  Elaions  die  oben  angefulirten  drei 
Kupferdrähte  o,  6,  c  dienen,  welche  als  Hulfsdrühtc  zur  Vergleiclmng 
der  Widerstände  A  und  D  gebraucht  worden  sind,  und  deren  Wider- 
standsverhältoiss  zu  A  ans  den  obigen  Beobachtungen  abgeleitet  wer- 
den lotnn.  Denn  nach  den  obi^n  Beobachtungen  war 
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log     f  =0,01861 


»og  ^-J:^  =0,01493 

log  Tfi^Ti  = 
Fogt  man  nach  Oingem  noch  hiiaa: 

log  -|  =  0,86465 

lüg  A       I  I.^788jJ 
80  ergeben  sich  hioraiis  die  Witlerütände  der  drei  KupiciUialito  a,  0,  c 
uack  altöolutem  Maas^k),  uauiiicii : 

t=:  8880 . 10»  -Säsy. 

.=  2487.  IO'>i=!^ 

Diese  so  besUnunlen  drei  Widerstands-Elaluns  sind  mit  der  angegebe* 
nen  Bezeichnang  und  dem  bcigofiiij^ten  Widerstand.<^worlhe  in  der  In- 
strumenteosammlung  des  physikalischea  latHHnts  der  Universitlli  Leipzig 
niedergelegt  worden. 

Da  nun  aber  mit  dem  voo  Jacobi  aafgeafeHtenWidcrstands^Etalon 
schon  viele  Widerstandsmessangen  gemaehl  nnd  Gopten  desselben  vei^ 
breitet  worden  sind,  so  erschien  es  Air  pralcüsdie  Anwendungen  am 
bequemsten,  den  Werth  dieses  Blalons  nach  absolutem  Haasse  m 
bestnmnen,  was  sich  leicht  durch  eine  Vergleicfaung  des  Widerstands 
dieses  EtalDus  mit  dem  Wideratande  des  oben  mit  e  beaeichneten  Ko- 
pferdndiles  erreiclien  liess.  Auch  diese  Vergieichnng  wurde  nicht  un- 
mittelbar ansgeAdni»  mndem  durch  einen  vierten  Kupferdrabt  d  ver* 
mittelt. 

Es  ist  S.  au  der  Widerstand  emer  Gopie  des  Jaoobi^schen  Eta- 
hms  /  mit  dem  Widerstande  des  Originals  vergUcbeii  worden.  Die 
Yergleichung  derselbea  Copie  mit  einer  anderen  findet  man  in  Beilage  €, 
Bs  ergiebt  sich  daraus  der  Widerstand 

<for  ersten    :=x  0,9846  .  / 
der  sweiten  =  0,9839  .  J 
in  Summa  =  1,9664  .  / 

Die  Verglfichuug  dieses  VVidorslands  mit  doin  dis  Drahlett  d,  uacb 
der  ficilagc  C  beschriebenen  Methode,  ei^ab  fiir  d: 

d=  1.1i95  .  1,ÜÜÜ4  2,ii»0  .y 
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Die  Vergleichung  dieses  tetzteren  Widerstands  oebst  dem  der  beiden 
Co|»ea  mit  dem  des  Drahtes  e  ergab  aber  fttr  c 

€  =  0.993  .  (S,820  +  1,9654)  ./  =  4,156  .  / 

folglich,  da  e  nach  absolutem  .Muasse  2487  ,  10'  ist, 

Herr  Inspcctor  Leyser  ia  Leipzig  bat  eine  Anzahl  Copien 
des  Jacobi  bchea  l..talons  dargestellt,  dcrrn  Widerstand  nacli  gonauor, 
von  Herrn  Dr.  Quint  US  I  eil  ins  ausgefülirtcr  Prüfung  sowohl  in 
Theilen  des  Jacubi  sehen  als  des  absoluten  Maasses  angegeben  ist. 

23.  . 

UeW  N«umanB»  Iddiietioiis>GowCante  and  Kireblioib  Bestmunnng 

demlben. 

lu  Poggendorfls  Annalen  4849.  Bd.  76.  S.  412  ff.  ist  soeben  eine 
Abhandlung  des  Hm.  Dr.  G.  Kirch  hoff  in  Berlin  erschienen:  „Bestim- 
mung der  Constanten,  von*  welcher  die  Intensilttt  induderter  elektrischer 
Ströme  abhängt' \ 

Herr  Kirchhoff  sagt:  ,,Die  malhematischen  Gesetze  der  iaducierlea 
elektrischen  Ströme  sind  von  Neumann  und  Weber  aufgestollt  wor- 
den; in  dem  Ausdrucke,  den  beide  für  die  Jntensitnt  eines  indacierten 
Stromes  gebunden  haben,  kommt  nasser  Grossen,  die  in  jedem  gegebe> 
nen  Falle  gemessen  werden  mttesen,  eine  Conslante  vor,  die  ein  für 
alle  Mal  durch  Versache  ermittelt  wofden  muss,  nnd  dieNenmaan  dofch 
e  bezeichnet.  Diese  zu  bestimmen  habe  ich  antemommen/* 

Diese  von  Kirch  hoff  bestimmte  Ck>n8tante  «  steht  nnn  in  einer 
einfachen  Relation  zu  dem  von  ihm  gebrauchten  Widerstandsmaasse  und 
zu  dem  oben  definierten  absoluten  Widerstandsroaasse,  *wdche  auf  fol^ 
gende  Weise  ausgesprochen  werden  kann. 

Nach  d^  oben  festges^tenMaassenfilrStromtntensitaten,  elektro* 
motorische  Emfte  and  itir  Widerstünde  hat  man  fUr  die  Strominten- 
sitSt «,  welche  durch  die  elektromotorische  Kraft  e  in  einen  geschlos- 
senen Leiter,  dessen  Widerstend  w  ist,  hervorgebracht  wird,  folgende 
Gleichuiig: 


e 
w 
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Fuhrt  man  nun  andere  Maasse  ein,  die  äeh  zu  jenen  absoluten  m> 
halten  wie :  , 

b:i 

c  :  \ 

und  bezeichaet  mt  i\  e\  obige  drei  nach  den  neuen  Blaaasen  ausge- 
drückte Grdasen,  so  erhiUt  man 

^  ^  i,  M  =    ew'  =  w 

folglich 


Eine  genauere  Pinfnng  und  Vergleichung  derjenigen  Haasse,  welche 
dem  Neumann*schen  Ausdrucke  flir  die  Intensität  eines  indacierten 
Stroms  und  KirchhoflDB  Rechnung  zum  Grunde  liegen ,  mit  obig«i  Bbaa« 
seo  ergiebt,  wenn  Millimeter  und  Secunde  als  Raum-  undZdtmaasa  der 
Geschwindigkeitamesaung  zum  Grunde  gelegt  werden, 

n      /I  und  &  =  /2 
und  man  hat  also  hiemach 


wofUr  mau  auch  schreiben  kann 


Der  constante  Coefficient  -| ,  mit  welchem  in  diesem  Aosdraeke  des 
inducierten  Stroms  die  elektromotorische  Krafl  e  multiplicicrl  ist,  ist 
nun  die  von  Neu  mann  und  Ki  rch  Korr  mit  e  bezeichnete  Constante. 
Zugleich  ersieht  man  aus  der  geijebeiicn  Darstollunü;,  dass  c  =  -j-  die 
Zahl  ist,  welche  angiobl,  um  wie  viel  Mal  das  gewählte  Gmndmaass 
des  Widerstandes  grösser  ist,  als  das  Art.  10  definierte  absolute  Widcr- 
standsmaass.  Wählt  man  z.  B.  ein  solches  Gmndmaass,  für  welches  die 
Inductions-Constante  e— 1  ist,  so  verhalt  sich  dieses  (^rundinaass  zu  dem 
Art.  1 0  deüniertea  wie2:  I.  Nun  Imtiet  Kirchhof  f  aus  seinen  Beobach- 
tungen :  „Es  ist  die  Constante  «  =  1 ,  wenn  man  als  Einheit  der  Geschwin- 
digkeit die  Cicschwindigkeit  von  1000  Fuss  iu  der  Secunde,  als  Einheit 
des  Widerstands  den  Widerstand  eines  Kupterdrahts  von  einer  Qua- 
dratiinie  Querschnitt  und  0,434  Zoll  Länge  annimmt.  Diesen  Anja^aben 
liegt  das  preussische  l.Ungenmaass  zum  Grunde.  In  Melermaass  über- 
setzt heisst  dies:  Es  ist  die  Constante  e  =  i,  wenn  man  als  Einheit  der 
Geschwindigkeit  die  Geschwindigkeit  von  313853  Millimeter  in  der 
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Secande,  als  Einheil  des  Widerstands  den  Widcrsland  eines  Kupfer- 
drahtes von  4»7ö  QuadratmiUimeter  Querschnitt  und  4 1 ,35  MiUimetor 
Lttngc  annimmt. 

Es  lasst  sich  nnn  leicht  nachweisen ,  dass  «  =  1  bleibt,  so  lange 
als  dag  hier  angebcno  Ycrhallniss  der  beiden  Maasse,  des  Geschwindig- 
keüamaasBeB  und  des  WiderstrodannageB ,  unverändert  bleibt.  Es  ist 
daher  die  Constantc  «  =  1 ,  auch  wenn  man  als  Einheit  der  Geschwin- 
digkeit die  Geschwindigkeil  Von  4  BfilUmeler  in  der  Secande,  als 
Einheit  des  Widerstands  den  Widerstand  eines  Kvqpferdrahtes  von 
4,75  .  313853  QaadratmilUmeter  Querschnitt  und  41,35  Millimefer 
Unge  wählt. 

Da  nun  dann  nir«:=4,c=:s2ist,  so  eiigiebl  sich,  dass  dieses 
Ibass  des  Widerstands  S  Hai  ffOeaet  ist,  als  das  Art  10  defimerle  ab- 
solute Haass  des  Widerstands. 

Aus  Kirch  hoCfs  Beobachtungen  ergiebt  sich  also  nach  der  an- 
g^iebenen  Reduction  das  Art.  40  definknie  Haass  des  absoluten 
Widerstands  gleich  dem  Widerstande  eines  Kupferdrahtes  von 
4,75  .  343853  Quadratmiilimeter  Querschnitt  und  5,675  Hillimeter 
Länge,  oder  von  S62758  Quadratanillimeter  Querschnitt  bei  4  Hüli- 
meler  Länge. 

Aus  den  in  dieser  Abhandlung  mitgetheillen  Beobachtungen  hat 
sidi  dagegen  nach  Art  88  ergeben,  dam  der  Jacolifsche  Kupferdraht 
bei  0,3335*.  ;r  QuadratmiUimeter  QuerschniU  und  7619,75  Millimeter 
LUnge  einen  598  .  40'  Mal  grösseren  Widerstand  lH!sas>;,  dh  das  Ar- 
tikel 10  deßnierte  absolule  Widcrstandsmaass,  und  da.ss  folglich  von  die- 
sem Kupfer  der  WidorsUmd  eines Kuplerili  alilos  von  0,3335'.  ö98  . 10'.  ;r 
QuadratmiUimeter  Querschnitt  und  7649,75  Millimeter  I,<inge  oder  der 
Widerstand  eines  Kupferdrahtes  von  274250  Quaiiiainullimcter  Quer- 
schnitt bei  1  Miiiirueler  LUiii^'c  dem  Widerstandsiuaasse  iiieich  sei. 

Die  IJcibcreinstiramung  dieser  heiden  auf  t^anz  ver.s<  Im  denen  We- 
gen erhaltenen  Angaben  kann  niclit  grösser  erwartet  werden,  wenn 
man  beachtet,  dass  die  Drühtc  von  Jacobi  und  von  Kirch  hoff  von 
verschiedenem  Kupier  gemacht  waren,  und  dass  in  der  Leituni;.sftihi£rkeil 
oder  in  dem  WidersL;mdscoellicienten  des  Kupfers  oll  noch  weil  grös- 
sere Differenzen  vorkommen.  Setzt  man  die  Differenz  der  beiden  An- 
gaben bloss  auf  Rechnung  der  Verschiedenheit  des  Kupfers,  so  eigiebt 
sich,  dass  das  von  Jacobi  gebrauchte  Kupfer  eine  etwas  geringere  Lei- 
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tuügsfaiugkeit  oder  einen  ntvvas  iznisseren  Widcrslanflscrjcllicionton  be- 
sass.  als  das  von  Kirchhoff  gübrauchte.  Auch  icli  habe  den  Widcr- 
slandscoetiicienten  des  von  mir  gebrauchten  Kupfers  kleiner,  als  den 
des  von  Jacob i  gebrauchten  gefunden,  und  der  üutcrschied  war  so- 
gar noch  beträchtlich  grösser,  als  bei  dem  von  Kirchhoff  gebrauchten 
Kupfer.  Eine  unmittelbare  Vcrgleichung  des  Widerstands  des  Kirch- 
bofl'scben  Drahtes  mit  dem  Jwjobf  «ihen  Grundmaasse  würde  daher  von 
besonderem  Interesse  sein  inr  genauem  Yergleicbung  der  ResoUate 
beider  Measongen. 


ni. 

BEISPIELE  DER  ANWENDUNG  DES  ABSOLUTEN  MODERSTANDS- 

MAAS5ES. 

«4: 

Anwendung  des  Widerstandsmaasscs  zur  Messung  galvanischer 
SirGme  bei  techniacber  Benutzung  deneiben. 

Fllr  die  technischen  Anwendungen  des  Galvanismus ,  z.  B.  zu  che- 
misrhen  Zwecken  und  zur  dalvanoplaslik,  fehlt  es  oft  an  einfaclien 
und  ;ill^(  ni(  in  verst.lndHchen  Vorschriften.  Jeder  Techniker  ist  daher 
genöüiigi,  dilti  Ii  t'igetie  Versuche  die  Verhältnisse  zu  eqjrohen,  welche 
giinstitre  Rrsultate  geben.  Der  dadurch  verursachte  Zeit-  und  Kostrn- 
üufw  iiul  erschwert  diese  Anwendungen  des  Galvanismus  besonilers  bei 
grösseren  üntemehnuingen.  Solche  Vorschriften  fehlen  aber  nicht  so- 
wohl darum,  weil  noch  keine  genügenden  Krfahrungen  gemacht  wUren, 
als  viehnehr  weil  di(  Iii  -nitale  der  gemachlen  Krfahrungen  üich  niciil 
einfach  und  bestimmt  aus>[H'  chcn  lassen;  denn  blosse  Beschreibungen 
des  Verfahrens  gentigen  dazu  nicht.  Nur  durch  galvanische  Maass- 
bestimmungen ist  es  möglich,  die  Resultate  der  gemachten  Erfahrungen 
mit  wenigen  Worten  und  Zahlen  allgemein  verständlich  darzulegen 
und  bestimmte  und  genaue  Vorschrifltcn  zum  ktlnfligen  Gebrauche  zu ' 
geben,  und  ebenso  notbwendig  sind  die  galvan!^^(-hen  Maaasbestim- 
mitngcn  in  der  Anwendung»  mn  sich  der  Brfilllttng  der  TOigescfariebe-  . 
nen  Re^ln  zu  versicbem. 
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Es  h.'intlf'It  sn-h  dabei  um  die  Wirksamke  it  des  galvanischen 
Stroms,  die  aber  aach  Verschiedenheil  der  UuiiStünde  sehr  verschie- 
den zu  bemessen  ist.  Oft  ist  es  die  blosse  Stromintensitnt,  um 
welche  es  sich  handelt,  /  R  hei  i?alvanoplastischen  Niedorsrhlü,y;en. 
Oft  ist  aber  die  Stromintcnsitat  nur  der  eine  Factor  der  traglichen  Wirk- 
samkeit, deren  anderer  Factor  die  Lüngc  des  Leiters  ist,  welcher 
diesen  Strom  fuhrt,  z.  B.  wenn  der  Leiter  um  einen  Hisenstab  geht, 
welcher  in  einen  Eleklroma^iel  verwandelt  werden  soll.  Endlich 
kommt  auch  der  Fall  vor,  dass  von  dieser  Lange  des  Letterg,  durch 
welchen  der  Strom  gefulirt  wird,  jeder  Theil  mit  einem  besODdereo 
Wertbe  fUr  die  fragliche  Wirksamkeit  in  Betracht  zu  ziehen  ist,  z.  B. 
bei  eioem  MoltipUcator,  dessen  verschiedene  Windongen  euie  verschie- 
den günstige  Lage  gegen  die  Magnetnadel  haben. 

Der  einfiiehste  nnd  ftlr  die  technische  Anwendung  wichügsle  Fall 
ist  der  erste,  wo  die  fragliche  Wiiiosamkeit  bloss  von  der  Strom  in- 
tens itftt  abhängt.  Die  Erricfatnng  galvanischer  Werkstatten  und  die 
mannig&ltigen  darin  auszuführenden  Arbeiten  wttrden  sdir  erleichtert 
und  gefördert  werden,  wenn  die  fhr  jeden  Zweck  günstigste  Stromin- 
tensitat  genau  ermittelt  und  bequeme  Millel  an  die  Band  gegeben 
worden,  zur  Prüfung,  ob  bei  der  AusAlhruDg  diese  Stromintensilttt 
statttnde. 

Was  die  Erforschung  und  .genaue  Bestinunong  der  gttnsligslen 
Stromintonsitlltea  betrilA,  so  bietet  das  vonFaraday  zudksemZweckse 
angegebene  VoUameter,  wo  <fie  durch  die  Zeraetsmig  des  Wassers  in 
«iner  beslioimten  Zeit  erzeugte  Menge  Gas  diese  Intensität  anzeigt ,  ein 
sehr  einfiiches  Blittd  dazu  dar,  dessen  Gebrandi  daher  nicht  genug 
empfohlen  werden  kann.  Nur  ist  dasselbe  bei  schwachen  Strömen, 
wo  die  Wasserzersetzung  sehr  langsam  geschieht,  iiichl  auwcudbar. 
Ausserdem  würde  das  Voitametcr  iu  der  gewöhnhchen  Praxis,  wenn  es 
zur  l'ruliiiif;  der  vorschrilL^ujiisi>igcn  Strominlensitäl  fortwühreud  ge- 
braucht werden  sollte,  nicht  immer  bequem  sein,  weil  die  Zeil  als  ein 
wesentliches  EU-mcnt  dabei  gemessen  wenlen  muss.  Endlich  inuas 
das  Voltauu'ter  fortwaiireud  m  der  Kette  eingeschaltet  bleiben,  weil  die 
SlrominlensitiU  bei  Wegnahme  desselben  nicht  mehr  die  gemessene 
bleibt,  viel  slürker  wird.  Die  mit  der  Einschaltung  verbundene 

Schwttchuni:  des  Stroms  kann  aber  in  manchen  Fallen  sehr  uiiNorllieil- 
haft  sein.  In  alien  Fällen,  wo  aus  den  angeführten  Gründen  der  Ge- 
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!)r;ittrh  des  \'()l(;iniiM«M  <  niVlif  prnkfisTh  icf .  ^^;lUll  (Ii'Sncii  Stelle  durch 
<  IUI'  i"ü  iif  i  n  I  (  II  Ii  o  II  >  s ')  I  r  iiscLct  werden,  dic^  tu  den  «Resul- 
taten aus  den  Heobac  Ii  tnngon  dos  in.i.uncti  sc  hc  n  Vereins 
im  Jahre  1840»  S.  85  f.  heschrieben  und  deren  Gehrauch  zu  Intensi- 
tätsmessungen daselbst  durch  Beispiele  erliiutert  worden  ist.  Es  sind 
doriaach  die  Angidton  «!or  Tangentc^n-Bouissole  auf  Angaben  des  YoltiJ- 
metara  airUckgeruhrt  uiul  beide  unter  einander  vergleichbar  gemacht 
worden.  Jede  Einheit  dei-  dücIi  dieser  Vorschrift  mit  der  Tangenten- 
Boussole  gemessenen  Stronuntensiiai  zerset/t  in  I  Secuade  0,009376 
oder  in  1  Min.  40 j  Si>c.  1  >[illigramni  WaBsef  im  Voltameter  ^  (etwa 
i  Gtran  in  Stunde).  Zum  Gebraoche  der  langenten-Bonssole  ist  kjsine 
Uhr  nQÜiig.  und  die  Einschaltung  oder  Ausschliessung  des  InstruinentB 
aus  der  Kette  Juit  auf  die  Stromintensitilt  keinen  merklichen  Einfiass., 

Ein  drittes  praktisches  Hulfinnittel  zur  Bestimmung  der  Strom- 
lUtensüttt  bietet  endlich  die  Widerstandsmessung  dar.  Die 
Slrommtensitttt  httngt  von  zweierlei  ab«  von  der  elektromotö- 
risehen  Kraft  und  von  dem  Widerstände  der  Kette,  wovon  bei 
technischem  Gebrauche  in  der  Regel  nur  di^  Veründeriichkeit  des  letz- 
leren  In  Betracht  kommt.  Denn  in  dQr  Regel  wird  bei  technischen  An- 
stalten immer  4lie  nAmliche  Gattung  von  Bechern  gd>raucht,  deren 
elektromotorische  Kraft  mit  emer  Dir  praktische  Zwecke  genugendctti. 
SchArfe  ein  fUr  alle  Mal  bestimmt  sein  kann.  Der  von  diesen  Bechern 
ausgehende  Strom  wird  dagegen  bald  durch  mehr,  bald  durch  weniger 
G^sse  und  durch  verschiedene  Flüssigkeiten  geleitet,  wodurch  der 
Widerstand  sich  sehr  ändert. 

Setzt  nmn  die  Kcamtniss  der  elektromotorischen  Kraft  voraus, 
und  kommt  es  also  nur  noch  auf  die  Messung  des  Widerstands  an ,  so 
kann  jedes  bcli«!bige  (ialvanonieter  zur  Bestimmung  der  Strom- 
intensitüt  gebraucht  werden,  wenn  man  sich  dabei  eiuco  aach  absolu- 
tein .Maasse  bekannten  Widerstandsetaions  w  be<lient.  I)< mui  bc- 
zijkhucl  4j  die  Angabe  iles  GalvanoiiM  in .s.  \m na  diesf^r  l^t^ilon  \nii  dt  r 
Ivpftn  aMsgeschlossen  ist,  und  h,  \m  im  di  iftclhe  <'itvci*st  iialtel  v^iiti,  00 
i.si  iladui  i  Ii  der  \\  ider^tand  der  Kette  nach  ahsululeua  Maasäe  W  be- 
fitmunt,  nämlich:  W=  ^ 

und  die  Stromintensitat  ergiebt  sich  dann  iBinfiich* 

w. —  "»JT  *  *  • 
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Anwendung  des  WidenUndsmaasses  zur  Messung  elektromotoriseber 

Krftfte  nach  absolutem  Moasse. 

Die  letzla  Bemerknog  im  vorigen  Artikel  tlihtt  ztt  einer  weiteren 
Anwendung,  welche  man  von  einem  nadi  absolutem  Blaasse  iidiamilen 
Widerstandsetalon  machen  kann.  Denn  aus  dem  Gesagten  folgt, 
dass,  wenn  man  sich  statt  eines  beliebigen  Galvanometers  einer  Tan- 
genten-Boussole  oder  Voitamelers,  oder  irgend  eines  andern  Instru- 
moMes,  bedient,  mit  welchem  man  die'Stromintensitttt  nach  absolu* 
tem  Maasse  bestimmen  kann,  auf  dem  angegebenen  Wege  die  elektitH 
moUMische  Kraft  K  sdbst  nach  absolutem  Maasse  geflmden  werde, 
wenn  sie  noch  unbekannt  ist  Denn  bezeichnet  man  die  nach  absolu- 
tem Maasse  gemessene  Stromintensiiat  mit  a,  wenn  der  Widerstands- 
etalon  aus  der  Kette  ausgeschlossen  ist,  mit  wenn  er  eingeschaltet 
wird,  so  ergiebt  sich  eben  so,  wie  vorher,  der  Widerstand  W  der  Kette 
n«:h  absohitem  Maasse: 

und  daraus  die  elektromotorische  Kraft  E  nach  absolutem  Maasse : 

Man  ersieht  daraus  zum  Beispiel,  wie  die  elektromotorischen  Krttfte 
galvanischer  Becher  auf  diese  Weise  nach  demselben  absoluten 
Hassse  bestimmt  werden  können,  wie  die  elektromotorischen  Krifte, 
welche  der  Brdmagnetismus  aufgeschlossene  Ketten,  während  sie 
bewegt  werden,  ausübt.  Es  ist  aber  wichtig,  elektromotorische  Krfllke, 
wekslie  aus  so  versdiledenea  QoeBen  entspringen,  wie  die  hydro- 
elektrischen und  roagnetoetektrischen  Kiflfte,  nach  gleicbem  Maasse  n 
messen,  weil  dadurch  der  Weg  zur  comparativen  Erforschung  diesei' 
Quellen  selbst  gebahnt  wird.  Es  ist  das  bei  Anwendung  eines  Leiters 
von  bekanntem  absoluten  Widerstande  leicht  und  einfach,  ohne  einen 
solchen  Leiter  aber  mit  grossen  Schwierigkeilen  verbunden,  wie  zum 
Beispiel,  wenn  die  Vergleichung  auf  folgende  Weise  geschehen  sollte. 

Der  gais  anische  Becher,  dessen  elektronjotorisc  he  Kraft,  ohne  ciucn 
Leiter  von  bekanntem  absoluten  Widerstände  aazuwenden  ,  mit  einer 
magneloelektriscfacn  Kraft  verglichen  werden  soll,  sei  durch  einen  Lei- 
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(er  von  beliebiger  Litngo  und  GesUilt  geschl(MBen  QHd  flUlunt  deniselbeo 
drehbar.  Bei  der  Drehung  entsteht  daiin  da  zweiler  Strom  in  der  Kelle, 
nünilfch  nussor  dein  Strome,  welcher  von  der  cIektroniotoris<^Qii  Knil 
des  BecJtöi's  selbst  ents{)rini;t.  noch  ein  anderer  .Strom,  welcher  von  der 
eleltlromotorischen  Kraft  d^  ErdmegnetiBBae  henUhit.  Man  faal  es  in 
seiiier4jewalt,  dncdi  die  Richtung  der  Drehung  zn  bewiiten« 
Richtung  beider  StrOme  io  der  Kette  entg^ngesetzt  sei.  Dordi  die 
Geschwindigkeit  der  Drehung  kann  man  andorerseila  die  Inlenaitttt 
beider  SirOine  wenigstens  fiir  einen  kleinen  Zeitraum  gleich  machen,  wo 
sieh  dann  beide  Stitime  Itlr  diesen  Zeitraum  annuUiren.  Smd  aber  die 
IntensitUen  beider  Strüme  gl^cfa,  so  f<^  daraus  Ihr  diesen  Fall  die 
Gleichheit  der  elektromotonschen  Krtlfte,  d.  h..  dieGleidiheit  der  etektrcH 
motorischen  Krall  des  Bechers  mit  der  elektromotorischen  Kraft  tdea 
Erdmagnetismus.  Die  letztere  ist  durch  den  bekannten  Werth  des 
Brdms^netisnuis  und  durch  die  Form  und  Drehung  der  geschlossenen 
Kette  nach  abaohitem  Blaasse  unmittelbar  gegeben ;  folglich  wird  da*- 
durch  Zürich  auch  die  elektromotorische  Kraft  des  Bechers  nadi 
demselben  Ilaasse  gefunden.  Es  leuchtet  aber  von  selbst  ein,  dass  die 
Yorglcichong  dieser  Knude  auf  die  oben  VDgegeliene  Weise  mic  Hülfe 
des  absoluten  WiderstandsDoaasses  viel  einfiicher  und  leicUter  erhalt 
tan  wird.      *.  ■ 


IV. 

LBEii  üiK  PULM:iriE.N  vi:us( ;iiii:i)i:M:ii  ailsüLLIKh  MAASii- 

SYSTEMli  IIS  i>Eli  fc-Lliki  HÜD YiN.yilK. 

26. 

Selbststlndige  BegrOndnng  der  ahsolnteu  Maasse  in  der  Bleklro- 
dynamik)  ohne  auf  die  magnetiaehen  Ilaasse  Benig  zn  nehmen. 

Wie  für  die  Grösse  der  Geschwindigkeiten  kein  eigenes  G  rund- 
in aas  s  aufgestellt  zu  werden  braucht,  wem»  solche  Maasse  für  Kaum 
und  Zeit  .st;hon  {gegeben  sind,  eben  so  l)iauclit ,  wie  wir  gesehen  haben, 
fUr  die  Grösse  der  galvanischen  WidcislJtnde  kein  eigenes  Grunil- 
maass  aufgestellt  zu  werden,  wenn  schon  Maasse  f&r  die  Grosse  der 


I 
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eli  kli  uiJiotonscheu  Kräfte  und  der  Strouimlt  [iMUiicn  ycgebori  sind.  Aber 
auch  für  die  beiden  letzteren  (MYissenarlcn  Idaucheo  keine  eigenen 
Grnndmaasse  angenommen  zu  werden,  sondern  es  können  auch  da- 
fitr  absolute  Maasse  gegeben  werden,  welche  nach  den  Art.  10  ge- 
gdienm  Definitionen  durch  Vermiltelung  der  magnetischen 
Maiisae  auf  die  drei  Gruodmaasse  der  Mechanik  zurückgeführt 
worden  sind. 

Für  die  meisteu  elektrodynamischen  Messungen  ist  es  nun  zwar 
genügend  und  bequem,  die  Maasso  für  die  elektrodynamischen  Grossen 
auf  die  festgestellten  magnetischen  Maasse  so  zu  reducicren ,  wie 
es  Art.  40  geschehen  ist»  Die  Abhängigkeit*  in  welcher  hierdurch  die 
elektrodynamischen  Maasse  von  den  magnetischen  gebraebt  werden,  ist 
aber  in  der  Sache  selbst  keineswegs  begründet,  wie  aus  der  UnabhHn- 
gigkeit  der  elektrodynamischen  Grundgesetze  von  den  magnetischen 
roa  selbst  einleuchtet.  Die  elektrodynamischen -Maasse  lassen  sich  viel- 
mehr noch  auf  andere  Weise  begrOnden,  wodurch  sie  von  der  Begrün- 
dung der  magnelisöhen  Maasse  ganz  unabhängig  werden.  Es  ist  dazu 
bloss  nOtbIg,  statt  von  den  Grundgesetzen  des  Blektromagnetis- 
mus  und  der  Hagneto-Elektricität  auszugehen,  wie  es  Art.  10 
geschehen  ist,  auf  die  Grundgesetze  der  Elektrodynamik  und 
Yolta-Induction  zurttckzogehen. 

Das  Grundgesetz  der  Elektrodynamik  giebt  folgende  Fornid 
fUr  die  GrOase  der  Abs  tos  sungs  kraft  zweier  Stromelemente  a ,  ce' 
mit  den  Stronunlensilllten  t,  aus  der  Bnlferaong  r,  welche  mit  den 
beiden  Siromrichtungen  die  Winkel  9,  6^  macht,  wtthrend  der  Winkel' 
der  beiden  Stromrichtungen  ~  e  ist,  nämlich : 

—  ~Tf  "  '          y  cos  Ö  CO«  0')  . 

Das  Grundgesetz  der  Volta-Induction,  wie  es  Art.  30  der  er- 
sten Abhandlung  Über  «Elektrodynamische  Maas  s  Itcstimmun- 
gen» angegd)en  worden  ist,  giebt  folgende  Forin(!l  ftir  die  von  einem 
Slromelemente  a  mit  der  Stromintensitat  t  auf  ein  anderes  Element  a 
aus  der  Entfernung  r  ausgeübte  elektromotorische  Kraft,  wenn  r  mit 
der  Stromrichtung  und  mit  der  Biditnog,  nach  welcher  a  mit  der  Ge- 
schwindigkeit V  verschoben  wird,  die  Winkel  b  und  (f  macht,  die  bei- 
den letzteren  Ricfatuogen  gegen  einander  den  Winkel 

— -•^»•(cos*  — Icos^cosö'j  -|       cos  6'^ 
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Diese  nach  der  Richtunf^  r  wirkcinlc  Kraft  ist  nach  der  Richtung  von  a 
zu  zerlegen,  weil  die  ge^en  «'  senkrechte  (lornponenlc  aufgehoben  wird. 
Bezeichnet  ri  den  Winkel,  welchen  a  mit  r  nuicht,  so  ist  obige  FiM'iuel 
also  loit  cos  ti  zu  multipiicieren. 

Auf  diese Gnwdgesetze  Ittsst  sich  niin  erstens  ein  absolutes Haass 
der  Strom  Intensität,  unabhängig  von  den  magnetischen  Ilaassen, 
auf  folgende  Weise  begründen: 

Das  Maass  der  Stromiotensiiat  ist  diejenige  Strominlensitiit, 
welche  ein  Strom  besitzt,  der  —  indem  er  eine  dcni  FlüdieD- 
maasse  gleiche  Ebene  umlauft  und  auf  einen  gteioben  Strom, 
der  eine  eben  solche  Ebene  umläuft,  aus  einer  grossen  Ent- 
fernung R  wirkt,  und  bei  rechtwinkeliger  T.ai,'0  beider  Ebe- 
nen» btt  welcher  die  verlängerte  erste  Ebene  die  zweite  ha^ 
birt  —  auf  den  letzteren  Strom  ein  Drebungsmooient  ausübt, 
welches  sich  zur  Einheit  des  Drefaungsmoments  wie  4  :  2iP 
verhall. 

Dieses  neue  absolute  Haass  der  Siromintensitat  iSsst  sich  noeh 
einfacher  definieren ,  wenn  dabei  gestattet  wird,  statt  auf  die  Wechsel- 
wirkung geschlossener  StrOme  auf  die  Wechselwirkung  einzehier  Strom- 
elemcntc  /uruckzugehen,  welche  sich  nicht  unmittelbar  beobnchten  lässl, 
weil  solche  Strouielemenle  nur  als  Thcile  geschlossener  Ströme  vorkom- 
men, nämlich: 

Das  Maass  dei  Stromintensität  ist  diejenige  Stromintensität, 
welche  ein  SlronuMement  besitzt,  wenn  es  auf  ein  gleiches, 
paralleles  und  auf  der  Verbindungslinie  senkrechtes  Stromelement 
ans  einer  dem  LHngenmaasse  gleichen  Entfemoi^  eine  An/.ie-< 
hungskraft  ausübt,  welche  sich  zum  Kraftmaasse  verhält,  wie 
das  Quadrat  der  Lange  jener  Stromelemenle  zum  Flächenmaasse. 

Dieses  zweite  absolute  Maass  der  SlrominkMisitiit  ist  dem  ersten, 
von  den  magnetischen  Maassen  abhängigen,  nicht  gleich,  sondern  ver- 
halt «ich  dazu  wie  1  :  /  2. 

*}  Die  Atiluilung  der  obon  aurgeslelHäii  ÜoOuitioueo  »us  deiu  Urunü^esetM  der 
ElektrodyuaiDik  idi  fol^seiide.  ErsteOofiDitioo.  Eaiil  Mfaoo  ArL  9  der  frOlunn 
Abhandlvag  «BlektradyiiaintBohe  IIaaa«be«liiaiBai»geii>  Lrfpiig»  ISIS,  an- 

AMm«.  4  K.  a.       4.  WiMtüMli.  I.  M 
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Zweitcus,  das  Maass  der  elektromotorischen  Kraft  wird 
auf  folgende  Weise  auf  das  angeftihrte  Grundgesetz  der  Volta>Iiidaclioii. 
iinabhungig  von  den  magnetischen  Maassen,  begiUadet. 

gftgeben  worden,  wie  aus  dem  SninJgB— ^  EUktrodyiiMii&  rolBMid«r  AmSndk 
des  von  ehiem  Ptonstrome  auf  einen  andern  tn  der  Ferne  amgeObleo  0  re hu  ngs nor- 
men ts  hergeleitet  werde»  nUmlich : 

i       ein  d  .  /(I  +  3  008  V) 

wo  i,  •''  die  Slnmintenaitltett»  4 , 1'  die  wnelrSnlen  Ebenen,  r  den  Abstand  ihrer  MUlfA- 

punktc ,  «/'  den  Winkel  der  Normale  des  ersten  Plaiislrom«?  mit  r,  d  den  Winkel  he- 
zfirhnot,  welchen  die  Nomwlc  des  zweiten  Planslroins  mit  der  Di  reo  l  i  ori  s  k  r:i  fl 
einscblies«t.  Diu  Direction&kraft  aber  ist  in  der  durch  die  Noniiale  dos  ersten  iMan> 
Stroms  A  und  dorch  den  MiHelpinkt  des  «weilen  Planatroma  C  gelegten  Ebene  ent- 
halten und  ist  in  dem  bei  C  rechtwinlcetigen  Dreiecke  ACB,  deaaen  Hypotenuse' jUt 
die  Normale  des  Planstrunis  A  ist ,  derjenigen  Linie  CD  parallel ,  welche  die  Dreieck- 
seite AH  iiJ  O  so  schneidet,  dass  AD  :  flß  1:2.  —  Unter  den  in  der  ersten  Dc- 
fmilion  hi  zciihuüteo  Verhältnissen  ist  nun  i  «=•  i  ,  a  —  A  — ■  I,  d  =  y  »==  ,  r=^Ä, 
wonach  das  Drchuogsmoment  den  Worth  . 

erhUt,  weleher  rar  Einheit  des  Drdiungamoments  sieb  ▼eridUl  wie  I :  SA*,  wenn 
^     I  ist. 

Zweite  De rinition.  In  dem  dordk  das  Grundgeselz  der  Elektrodynamik  ttH* 
miitelbar  gegebenen  Aoadracke  der  Anziehnngakraf t  zweier  SlromeleaMate 

ii'  (cos  «  —  4  cos  d  eoa  0^ 

ist  für  die  in  der  Definition  bezeichneten  Verbällnisse  i  —  i a  —  ö  =■  ö'  , 
«  B  0,  r        wodurdi  die  Anstehungekraft  den  Werth 

umii 

eibült,  Nvt'lcher  sich  zum  Kraftmaasse  vcrhsit,  wie  aa  :  t,  wenn  i  b=  i  ist. 

Es  ist  mnli  übrif;,  nachzuweisen,  dass  das  zweite  liier  nifc>f>>teHtc  ahsolnle 
Maass  der  Slromuitensität  zu  dem  ersten,  von  dem  mngnelisclicn  Maasse  abhänt<igcn, 
sich  verhalle,  wie  I :  Y^i .  —  Es  ist  schon  in  Art.  9  a.  a.  0^  bekannten  Gesetzen  ge- 
Diss,  dar  Ausdnidc  des  von  dnen  Hi^t  m  aoT  ebieo  andern  m'  bi  der  Feme  r 
aosgeublen  Drohn ngamomeota  angegeben  worden,  namlieh: 

sin  d  .  /(I  -|.  S  coe  vi^ 

wo  vnd  i  dl»  angefiihrte  Bedeutung  haben ,  wenn  man  darin  die  Noranlen  der  bei- 
den Pbnatröme  mit  den  Axen  der  beiden  Hagnete  veriauscht.  fieniobnet  man  nun, 

zur  riitersi  tieiilunn  der  beiden  Maasse  der  StroniintensitSt,  mit  A' das  erste ,  von  den 
magnetischen  Maassen  abhängige,  mit  J  das  zweite,  ?o  «eien  /.7t' und  k'Ktwv'x  he- 
stimmte ,  nach  dem  crsleni  JUaasse  ausgedrückte ,  Stroininlousi(üteu ,  und  U  und  t'j 
seien  die  nimKcbui  ftramhitensiliten,  nach  dem  xweiten  Ilaasse  ausgodrücki,  folglich : 

t/«=*ürund*v^ir'ir. 

Dem  Grundgesetze  des  Elektromagnetismus  gemlss  Ueibt  dann  oUgeo  Drehung»- 
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Das  Maass  dor  olektromotori.schen  Kraft  ist  (liejouige  elektro- 
motorische Kraft .  weiche  ein  Strom ,  der  eine  dem  Flüchenmaasse 
gleiche  Ebene  umlauft,  auf  einen  eine  gleiche ,  auf  jene  senkrechte 
und  von  ihr  halbierte.  Ebene  begrenzenden  Leilcr  aus  der  grossen 
Entfernung  R  ausübt,  wenn  seine  Intensität  zu  dem  aufgestellten 
absoluten  Maasse  sich  verhält,  wie  2iJ':  i.  wahrend  der  Leiter 
mit  der  Einheit  der  Drcliungsgeschwiadigkeit  um  die  Durch- 
schnittslinie  beider  EIx  ik  n  gedreht  wird. 
Wird  es  gestattet,  auf  die  elektromotorische  Kraft  einzelner  Strom- 
elemente zurückzugeben,  so  lasst  sich  diese  Delinitioii  eiofikcber  auf 
folgende  Weise  fassen : 

Das  Maass  der  elektromotorischen  Kraft  ist  diejenige  elektromo- 
torische Kraft ,  welche  ein  Stromelement  aid'  ein  gleich  langes, 
darauf  senkrechtes,  der  Verbindungslinie  paralleles  Leiterelemenl 
aus  einer  dem  Lftngenmaassp  i^lciclien  EnifiMnimir  ausübt,  wenn 
seine  Intensität  zu  dem  aufgestellten  absoluten  Maasse  sich  ver- 
httltt  wie  das  Flachenmaass  zum  Quadrat  der  T.a  nge  jener 
Elemente,  wahrend  das  LeiterrE-tefflenl  mit  der  Einheit  der  Ge- 
schwindigkeit der  SifomrichtuDg  entgegengesetzt  parallel  versehe-  ' 
ben  wird.  *) 

moraenl  unverändert,  wenn  nuin  fOr  den  Hagoel  m  den  Strom  AIT a«l<t,  vreldier 
eine  Ebene  X^-^-  umlSull.  Scl«(  man  auf  gldche  Weis«  für  den  Hugnet  m  den 
Sipom  k'K,  welcher  eine  Ebene  A'  --^  umlSuft,  so  erbütt  man  diw  von  dem  eisten 
Planstrome  auf  den  zweiten  ausf;euble  Drebungsmoment, 

sin  et  .  /  !  4-  3  cos  i/-*) 
FOr  dieses  Drebancnnoinent  ist  oben  aber  folgender  \\  enli  gefunden  worden: 

"'X-  sin  J  .  V'tl  +  3  CO«  v^). 
wonns  .y  »'  —  kk'  folgt,  d.  i. ,  wenn  <      f,'  i  »', 

,  =  A-ri. 

Hiernach  crgiebt  sich  aus  der  Oieichuni^  iJ  »  kK 

*)  Um  die  erste  dieser  beiden  neuen  Definitionen  eines  absoluten  Maasses  der 
cleklromolorischcn  Kraft  aus  dem  allgemeinen  GesPlze  dpr  Volt.i-Induction  abzuleiten, 
ho.ichte  man  zunUcti'«) ,  dass  der  inducierende  Strom  i  in  dieser  ÜeQoilion  coustaut 
^eiioinmco  ist ,  also  ff^O,  wodurcli  der  alljjemdne  Ausdraok  der  naob  der  Rich- 
tung r  wirkaamen  elektromoloriseben  Kraft  auf  folgenden  redodert  wM: 

 ^  ei'  (cos  «     $  cos  0  eos 

Wie  nun  aber  aos  dem  Stinliclien  Auadrucke  derAbslosauogskraft  zweier  Stromelemente 

 ^  «'(cos  «  ~  I  OOS  «  cos  B') 
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Dieses  zweite  absolute  Maass  der  elektromotorischen  Krjft  ist 
dem  ersten,  von  den  magnetischen  Maassen  abhangigen,  nicht  gleich, 
sondern  verhalt  sich  dazu,  wie  /2  :  1. 


sicli  die  Riclitung  and  die  Grösse  der  Kraft  ei^cben  hat,  welche  ein  Slrom  welcher 
die  Ebene  l  unilUuft,  auf  das  Slromclcinent  a' ausübt ,  nämlich  e rstens  die  Rich- 
tung als  senkrechl  gegen  die  durch  die  Slromrichtung  t'  und  die  üirectionskraft 
gelegte  Ebene  (die  Dircclionskraft  ist  in  der  durch  die  Normale  des  inducierenden 
Planstroms  A  und  durch  den  Mittelpunkt  des  induciertcn  Elements  C  gelegten  Ebene 
enthalten,  und  ist  in  dem  bei  C  rechtwinkeligen  Dreiecke  ACB,  dessen  Hypotenuse  AB 
die  Normale  des  Planslroms  A  ist ,  derjenigen  Linie  CD  parallel ,  welche  die  Dreieck- 
seite AB  \n  D  so  schneidet,  dass  AD  :  DB  =^  i  :  i);  zweitens  die  Grösse  der  Krad 


wo  V  Winkel  der  Normale  des  Planslroms  mit  r,  S  den  Winkel  bezeichnet,  wel- 
chen die  Stromrichtung  in  a  mit  der  Directionskrafl  macht  — ;  auf  Shnliche  Weise  er- 
giebt  sich  auch  aus  dem  vorhergehenden  Ausdrucke  der  elektromotorischen  Kraft, 
wclcho  ein  Stromelement  auf  ein  Leiter-Element  nach  Richtung  der  sie  verbindenden 
Geraden  ausübt,  die  Richtung  und  die  Grösse  der  elcktromolorisclien  Kruft,  welche 
der  ganze,  die  Ebene  A  umlaufende,  Slrom  i  auf  das  Leiter-Element  a  ausübt,  nüro- 
lich  erstens  die  Richtung  senkrechl  gegen  die  durch  die  Bahn  ,  in  welcher  u  ver- 
schoben wird,  und  durch  die  Richtung  der  Directionskrafl  gelegte  Ebene,  zwei- 
tens die  Grösse 


wo  1^  den  Winkel  der  Normale  des  Planstroms  mit  r,  d  den  Winkel  bezeichnet,  wel- 
chen die  Richtung,  nach  welcher  o'  verschoben  wiid,  mit  der  Directionskrafl  macht. 
(S.  Art.  9  a.  a.  0.  S.  264  in  der  Note,  wobei  zu  bemerken  ist,  dass  dort  t  die  nSmliche 
Bedeutung  hat,  wie  hier  d,  dass  aber  in  der  Formel  für  die  Kraft,  welche  ein  Plan- 
strom  auf  das  bewegte  Element  eines  Leiters  ausübt,  der  von  der  Richtung  der  Bewe- 
gung dieses  Elements  abhUngige  Factor  sin  r  aus  Versehen  weggelassen  worden  ist.) 

Gehört  nun  femer  auch  das  Leiter-Element  a  der  Begrenzung  einer  Ebene  i!  an, 
deren  Normale  der  Richtung,  nach  welcher  die  Leiter-Elemente  (in  Folge  einer  Dre- 
hung des  Leiters  um  eine  seine  Ebene  halbierende  Axe)  verschoben  werden,  parallel 
ist  und  also  mit  der  Diroctionskraft  den  Winkel  d  macht:  so  zericge  man  jedes 
Element  a  der  Begrenzungslinie  in  zwei  Eleiuente  d«  und  dti,  das  eine  parallel  der 
Linie ,  in  welcher  eine  auf  die  Directionskrafl  CD  normale  Ebene  die  Ebene  des  Lei- 
ters schneidet,  das  andere  senkrecht  auf  dieser  Schneidungslinie.  Die  ersteren  Elemente 
kann  man  paarweise  von  gleicher  Länge  d«  ™  tis'  ordnen  und  durch  Perpendikel 
auf  jener  Schneidungslinie  verbinden.  Bezeichnet  man  mit  a.  6,  c  die  Abslände  der 
Elemente  d«  und  d«'  und  des  Durchscbnitlspunkts  des  Perpendikels  x  mit  der  Dre- 
hungsaxe  von  jener  Schnoidungslinie,  und  ferner  mit  die  Drehungsgescliwindigkeit 
und  mit  d'  den  Winkel  der  die  Ebene  des  Leiters  halbierenden  Drehungsaxe  mit  jener 
Schncidungslinie,  so  ist,  wenn  v  und  v  die  Geschwindigkeiten  bezeichnen,  mit  welcher 
die  Elemente  ds  und  d«'  verschoben  werden , 


—  i         ü'  sin  d  .ITH  -f  3  cos  v'j 


•j 


~  r»  sin  *  .  1^(1  4-  3  cos  i/  ') 
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Drittens  leuchtet  von  selbst  ein,  dass  nun  auch  die  Begrün- 
dung des  dritten  elektrodynamischen  Maasses,  nämlich  des  Wider- 
standes, unabhängig  von  den  magnetischen  Maassen  gemacht  wird, 

a  —  *  ==  » 
(a  —  c)  /  cos  — ■ « 
(5  —  e)    CM    »  »*. 
Beachtet  man  Tomer,  datt  die  obttk  aogegebene  Richtung  der  elektromolMtedMO 
Kraft  mit  dem  einen  Elemente  d*  direct  parallel ,  mil  dem  andern  d*'  entt^egengeselzl 
parallel  ist,  und  dass  die  Linge  ds  =>  ds,  so  erhält  man  die  nach  der  Rictitang  beider 
Elemente  zerlegten  elektromotoriM:hen  Kräfte : 

+  J     sin     .  I^i  t  +  3  cos  1//')  .  y  cos      (a  —  c)  ds 

—  J  ^  siu  d  .  iTH      3  CM       ,/  009  d' .  {b  —  c)  dt 
folglicb  ibre  Summe : 

"f"  5-  ^  *  y  cos  ^'  sin  S  .  Y^{i  -\-  3  cos  if')  .  x  d< 
Hieraus  folgt  endlich  die  Summe  aller  auf  die  niil  obiger  Schneidungslinie  parallelen 
Elemeiile  des  gesciilosseaen  Leiters  ausgeübten  eieklrouiotoriscben  Kräfte  iiac|i  der 
Bicbtmig  des  Ldlers  terlogl: 

+  I  ^'  -  f  M»  ^'  abi  # .  ir(<  +  3  CM  ^  .JSsdi, 
dM  iMtet,  4U  du  tmgaißBd$  dto  Ortae  der  becmutai  Bbane  i  jwntehMl, 

+  I  ^f)r  CM  4' aiD  .  +  S  ew  ^ . 
IMnobtel  man  auf  Ihnlidie  W«iM  dia  auf  alle  gigMi  «bi«»  SdinridangaKiite  aeok> 
rechten  Elemente  da  wirkenden,  nach  deren  Richtung  zerlegter»  eleklromotorischcn 
Kräfte,  so  Qndel  man  ihre  Summe  =  0;  folglich  ist  die  obige  Formel  der  Ausdruck 
der  ganzen  elektromotorischen  Kraft,  welcbe  der  Plaoslrom  auf  den  gescblosseoen 
Leiter  ausübt. 

WmmM  man  nun  diaMii  Ansdrack  auf  die  in  der  «raten  Deflnilioa  benicluieten 
VerikWoiMe  an,  wo  mmlid»  I,  r  — Jt./i^  I,  d»  0,  ««-t^  — |- 

so  eigtaU  sieb  der  Werth  der  dakliefuoloriadMo  Kraft 

d.  i.  =  r  wenn  »  =  Sfl*  ist. 

Zweite  Definition.  Der  oben  angefulirte  allgemeine  Aosdnick  der  elektro* 
motorischen  Kraft  eines  StromeIeii),cntä  auf  ein  Leitcrclemeot : 

—  -~  vi  (cos  f  —  5  cos  ö  cos  ö*)  cos  17  —  I        CM  $  OM  »j  .  ^ 
ledjiciert  sieb  in  der  Anwendung  auf  die  in  der  zweiten  Deftttltion  da»  ebaplnten 
IbanM  der  elektoomotaMeii  Kraft  beieiohiMlen  TerUUnbi«,  wo 
0  —        ^,ri— 1,«-*^  I,     »»i»,anrden  WeA: 

ami  t 

d.  i.  auf  die  Einheit,  wenn  die  Intensität  dM  inddcterenden  Strama  '  nun  fMge-- 
eelcten  Maa&sc  der  In!i'ns)(?(t  sich  verhält,  wie  (  :  ««  . 

Das  Verhällniss  endlich  dieses  zweiten  hier  aufgestellten  aksotulen  Maasses 
der  elektromotorischen  Kraft  zu  dem  ersten ,  von  den  magoelMien  Maassen  abUn- 
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wenn  in  der  Art.  10  gegebenen  Delinilion  die  von  den  nuignolisehon 
Maassen  abhiingigcn  absoluten  Maasse  der  StroniintensiUU  und  der 
elektromotorischen  Kraft  mit  den  neuen,  davon  unabhängigen  Maassen 
vertauscht  werden,  wobei  übrigens  die  Definition  ganz  unverändert 
bleibt.  Es  ergicbt  sich  dann  aus  den  angegebenen  Verhältnissen  dieser 
neuen  Maasse  zu  den  alten,  dass  das  neue  absolute  Maass  des- Wider- 
stands zu  dem  Art.  1 0  definierten  sich  verhüll,  wie  2:1. 


gigcn,  ergicbt  sicli,  wie  folgt.  Setzt  man  in  dem  in  voriger  Note  anjjelührten  Ausdruclc 
dos  Drehungsmoments,  welches  ein  Magnet  m  auf  einen  andern  m  in  der 
Ferne  r  ausübt ,  nämlich  : 

-"^  sin  *  .  r"(t  +  3  cos  V*', 

für  den  Magnet  m  einen  Strom  k'K,  welcher  die  Khenc  Ä'  =  umlSoft,  so  erhält 
man  das  auf  diesen  Strom  vom  Magnet  m  ausgeübte  Drehungsmoment 

-^l-  k'  sind  .V(l  +  3  CO»  v-») 

und  hieraus  nach  den  bekannten  Relationen,  welche  zwischen  den  clokiromagnetischen 
und  den  magnetocleklrischcn  Gesetzen  slattßndcn ,  und  «lie  man  am  Ende  dieser  .\b- 
handlung  in  Beilage  D.  näher  erörtert  fmdet,  die  elektromotorische  Krall ,  welche 
,  der  Magnet  m  auf  den  geschlossenen  Stromleiter  ausübt ,  indem  derselbe  mit  der  Ein- 
heit der  Geschwindigkeit  in  der  jenem  Drchungsmomento  entgegengesetzten  Richtung 
gedreht  wird,  wenn         i  gesetzt  wird,  nUmlich  : 

sin  *  .  ni  +  3  co6  v'). 
Setzt  man  hierin  endlich  auch  für  den  Magnet  m  einen  Strom  kK,  welcher  die  Ebene 
l       -j- durchläuft ,  so  erh9lt  man  die  elektromotorische  Kraft,  welche  dieser  Strom 
auf  jenen  geschlossenen  Stromleiter  ausübt,  bei  der  beschriebenen  Drehung  desselben, 

ksiud  .        -f  3  cos  xfi') 

nach  dem  ersten  Maasse  ausgedrückt,  die  nach  dem  zweiten  Maasse  aus- 
gedrückt 

i      ■ »/  cos  d'  sin  d  .  K"(t  -|-  3  cos  v'^ 

war,  d.  i. 

\        1  sin  ^  .  r(l  -f  3  cos  «/<•) , 

wenn  man  beachtet,  dass    «=  I  und  cos  <>'—  I  ist. 

Bezeichnet  man  nun,  zur  Unterscheidung  beider  Maasse,  mit  E  das  erste,  mit 
das  zweite,  und  bezeichnet  dieselbe  elektromotorische  Kraft  nach  beiden  Maassen  mit 
eE  und  cfi*:  so  ergiebt  sich,  wenn  man  beachtet,  dass  i  =  kJTi  war, 

«  ==  ITJ  .        I  sin  <J  .  K"(<  +  3  cos  V»*) 

«'  ==  ^   .  i  Sia  d  ,  }r(i  4-  3  108  V'*; 

folglich,  da  eE^e'J^  ist: 

£'  :         e  :  e  =  irt  :.4. 
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lieber  dos  Verbältuiss  der  absuluten  Muussc  tu  der  Elektrodynamik  zu 

deoeo  in  der  IMechaaik. 

Eine  elektromotorisebe  Kraft  ist  jede  Kraft,  welche  die  bei- 
deö  elekirischea  Fluids  an  eiaem  Orte  nach  enigcgengcsetzlen  Ricb^ 
taagen  ieu  bewegen  sucht  Solche  Krtifte  sind  nun  aber  aUe  nach  dem 
Grundgesetse  der  BVektrostatik  beBÜiomten  Krttfte;  denn  alle 
diese  Krttfte  sind  Aaziebungs-  und  Abstossungskrurie,  und  zwar  isl 
die  nämliche  Kraft,  welche  fiBP  das  eine  elektrische  Fliiidum  eine  An- 
ziehungskraft ist,,  fitr  das  andere  nothwendig  eine  Afastossuugskraft. 
Da  nun  alle  Arten  von  elefciremolonseheD  Kräften  unter  emander  ver- 
gleichbar sind  und  .  daher  alle  nach  dotgenigen  Ilaasse  ausgedritckt 
w«fden  können,  nach  y/Miem  ii^end  etae  derselben  gemesscin  wor- 
den ist,  so  leuchtet  ein ,  dass  aUo  Arien  von  elektromotorischen  Krlften 
nadi  dem  in  der  Elektrostatik  fUr  elektrische  Krttfte  festgesetzten 
Ihasse  müssen  ausgedruckt  werden  k(taiDen ,  und  dass  mm  daher  für 
die  eteklromotorischeo  Kräfte  keine»»  anderen  Haasses  als  fUr  die 
elektrostatischen  Krflfte  bedarf,  in  der  Elektrostatik  werden  aber  die 
elektrischen  Krfifte  auch  nicht  nach  einem  besonderen  Maasse ,  sondern 
nach  gleichem  Masse,  wie  alle  KrUfte  in  der  Mechanik,  gemessen, 
indem  diejenige  Kraft  zum  Maasse  genommen  wird,  welche  der  ponde- 
rabelen  Massencinheit,  wenn  sie  darauf  wirkt,  die  Einheit  der  Beschleu- 
nigung ertheilt.  Die  uul  ein  clrktrisclies  Thcilchen  ausgeübte  elektri- 
sche Kraft  ist  hicniach  —  1,  wenn  der  {>onderabelen  Masseneinheit, 
an  welcher  lUis  olckli ischo  Thcilchen  hallet,  die  Einheit  der  Beschleu- 
nigung,' dadurch  ertheilt  wird.  Man  sieht  hieraus,  dass  die  Feststellung 
eines  eigenen  Mansse.s  für  die  (> le  kl  ro  ni  o lorisch e  n  Kräfte  gar  nicht 
ntithig  ist ,  sondern  dass  liafUr  das  für  alle  Kräfte  in  der  Mechanik  fest- 
gestellte Maass  genügt. 

Eine  ähnliche  Betrachtung  findet  Anwendung  uul  die  lutcnsi  lüt 
clektriüchcr  Strome,  wenn  man  in  der  Mechanik  diejenige  Stromstärke 
oder  Stromintensität  zum  Maasse  nimmt ,  bei  welcher  die  Ma&seneinlieit 
irgend  einer  Flüssigkeit  während  <les  Zeitmaasses  durch  den  Quer- 
schnitt des  Stromhctles  geführt  wird.  Da  nun  die  Mnssenninheit  der 
elektrischen  Flüssigkeit^'ii  in  der  Elektrostalik  schon  besummi  ist,  nam- 
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.  Ech  als  diejeDige  Masse,  welche  auf  eine  ihr  gleiche  Masse  in -der  Ent- 
fernimg  11  eme  Kraft  aosubt,  die  sich  zum  Kraftmaasse  verhält,  wie 
i  :  RR;  so  leuoblet  mi,  dass  man  keines  hesondereo  Maasses  für  die 

IntensiUlt  elektrischer  StrOme  bedarf. 

Soll  nun  hiernach  der  Gebrauch  aller  besoniteren  Ibasse  für  die 

elektroQio lorischen  KrSfte  und  SlromintensiUklen  ganz  beseitigt  werden, 
so  muss  eine  Regel  gefanden  \n  erden ,  nncb  welcher  die  nach  den  Im^ 
licrigen  besonderen  3Iaassen  ausgeführten  Messungen  m  redncwreo 

sind,  um  sie  von  dic*-en  besonderen  Maaoien  unabhängig  darzustellen. 

Um  diese  Regel  zu  finden,  genügt  es  nicht,  auf  die  tiiiindgesetze 
der  Eleklroslatik.  Klektrodynaniik  und  Induction .  sondern  es  ist  noth- 
wendig,  auf  das  allgemeine  Grundgesetz  der  EleklriciliUslehro,  welche« 
(he  Elektrostalik,  Eleklrodj uauak  uml  ludut  lum  zugleich  umfasst  und 
verbindet  zurückzugehen,  welches  in  der  früheren  Ahli  iinlInnL^  ülrlaro- 
dynamische  Maasshesliuin  niiLi  n»  Leipzig,  18i6.  aiUgt.'.>U'lU  wordi  ii  ist. 
Nach  diesem Iclzlcrn  Ge.<ielz(;  uad  iliese  Kraft,  wclchedio elckfri>(  lu  .Masse 
c  ijut  (iic  elektrisohi'  >hisse  c  in  der  Entfernung  r,  bei  der  itl.iii\f>n  Go- 
scUwmditjkeit       uiui  iicr  relati\<ju  iieschleunigung  -^^r  austibl,  durch 

w'    / 1    (  dr'    ,     tr    ddr  \ 

rr    y        "ä"  •  "d?"  +  "  «"  'Wj 

dargestellt ,  wo       der  ntbnfiche  constante  Factor  ist,  weteher  in  jener 

Abliaudiuug  mil        bczeicluuu  wuide. 

Für  einen  rf instanten  Wertli  der  relativen  Geschwindigkeit  ist 
=  0,  fülghch  die  Kiaft 

rr  y         cc"  *  'Wj  * 

woraus  sich  ergiebt,  dass  c  denjenigen  conslanten  Werth  der 
relativen  Geschwindigkeit  bedeutet,  bei  welchem 
zwei  elektrische  Massen  gar  keine  Wirkung  aufeinander 
austlben. 

Nun  ist  ferner  in  der  angeführten  Abhandlung  Art.  Sti  nachge- 
wiesen worden,  dass  diejenige  Zahl  t,  welche  zu  dem  im  vorhergehen- 
den Artikel  definierten  Maasse  J  gefugt,  irgend  eine  Sl rominten- 
sitfit  bestimmt, 

K 

I  =  neu  ■  t'u 

c 

ist,  uu  eu  du  NI(  uge  Elektriciliit  bezeichnet,  welche  bei  dieser  Strom- 
iütcüsitiil  wäiueud  des  Zeittiiaa«»ses  durch  den  Querschnitt  des  liCiters 
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geht.  Wird  nuo  dieselbe  Stromin tcnsitat  nach  dem  io  dei'  Mechaiuk  .  »• 
feslgesetzlen  aUgsmeinw  Strommaasse  Ä'  durch 

ar  flW  s=s      t . 

Bs  eiigi^t  sich  hieraus  die  R^l,  nscfa  welcher  die  nach  dem  im  von* 
gen  Artikel  definierten  besonderen  Ifaasse  ansgefUhrten  Messungen  zu 
redociereo  sind,  um  sie  von  diesem  besonderen  Haasse  unabhängig  tn 
machen,  nSmlich:  man  mnItipKciere  die  erhaltenen  Wertfae  mit-J-« 
Man  erhalt  dadurch  den  Werth  der  elektrischen  Stromstarke  nach  dem 
allgemdnen  Strommaasse  in  der  Mechanik  ausgedruckt 

Eben  so  efgiebt  sich  aus  Art.  24  der  aiigeftahrten  Abhandlung, 
dass  eine  elektromotorische  Kraft«  wetehe  durch  eine  Zahl« 
und  durch  das  im  vorigen  Artikel  definiefte  besondere  Maass  E  be- 
stimmt ist,  nach  dem  allgemeüien  Maasse  aller  Kralle  in  der  Mechanik 
F durch  die  Zahl  /bestimmt  werde,  so  ^ass  fF c=  tE  ist»  wenn 

gemacht  wird ;  denn  es  ist  in  dorn  angcfiilirten  Art.  24  folgondor  Aus- 
druck flu  die  oickliumotorischc  Kraft,  welche  ein  constanter  Slrüin  auf 
einon  bew(u,n(  n  Leiter  ausübt,  nach  dem  aUgemeioeD  KrafUnaasse  der 
Mechanik  gegeben : 

/"=  ^  i  (cos  €  —  I  cos  6  cos  ^  .  «tt'  cos  9 . 

Unter  denjenigen  Verhältnissen  aber,  fhr  wetehe  die  hierdurch  be- 
stiannte  elektromotorische  Kraft  dem  im  vorigen  Artikel  definierten  be- 
sonderen Haasse  gleich  wird,  ist 

rr  -  ' 

folglich  ist,  für  e  =  1,  /*  —  fl  =  J  ,  oder  allgemein 

Bs  ei«iebt  flieh  hieraus  dia  Kegel,  nach  welcher  di6  Baah  d«D  im  vori- 
gen Artikel  Mniertaa  besonderen  Maasse  ausgellihrtea  Messungen 
elektramotorisoher  Krttfte  su  rednoieren  sind,  um  sie  von  diesem  be- 
sonderen Maaaie  unabbmgjg  su  madMu,  nimlich:  man  multtpHciere 
die  eriialtenen Werthe  mit  -f.  Mau  eihldt  dadureh  den  Werth  der 
elektromolorisobeo  Kraft  nach  dem  «ngemehieii  Knftmaisse  der  Me^ 
chanik  autgedmckt. 
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Soll  -endlich  aus  diesen  allgemoinen  Kraf!  uiiil  Sttouioiaassrn  <lc*r 
Mt'clianik,  indeiit  sie  lUi'  du:  elektromülorisclieu  Kriine  und  elekUiüclien 
Stu  inc  i^obrducht  werden,  uui  absolutes  Widerslaudijiua  ass  atifdie 
iiii)iili<  he  Weise  wie  im  vorhergehenden  Artikel  aus  den  dort  (irdnici  lea' 
besonderen  Maassen  ubgeleilcl  werden,  so  nluulich ,  dass  dcrjrnijje 
Widersland  /um  Maasse  gerionunen  wird,  welclien  r\w  Kt  lte  besitzen 
luuss,  damit  das  Maass  der  elektromotorischen  KratI  das  Strommaass 
hervorbringe ;  so  ergiebt  sieb ,  wenn  iv  nach  dem  im  vorhergehenden 
Artikel  definierten  Maasse  den  niUulieheu  Widersland  bezeichnet,  wel- 
cbCD  V  nach  dem  neuea  Maasse»  folgende  Gleichung: 

•=-^-- 

Die  Gcschwindigkeite,  mit  welcher  zwei  elektrische  3f assen 
gegen  einander  bewegt  werden  nassen,  wenn  sie  auf  einander  gar 
nicht  wirken  sollen,  ist  bis  jetzt  noch  nicht  ennittott  worden ,  und  dies 
ist  der  Grund,  warum  die  besonderen  Maasse,  wie  die  im  vorigen  Ar- 
tikel definierten,  zur  Zeit  noch  Air  den  praktischen  Gebranch  ni  der 
Elektrodynamik  unentbehrlich  sind,  weil  ohne  Kenntniss  der  Geschwin*- 
digkeit  e  die  Bedaclioa  der  gemessenen  Stromintensitttten,  elok- 
Iromotorischc n  Kräfte  und  Widerstände  auf  die  liokannten 
llaasso  der  H eobanik  nicht  ausgeführt  werden  kann. 


V. 

UEBKR  ni'N  ZLSAMMEMlA.Mi   l)l<:U    rilHoKIK    DHU  GAhVAM- 
SCHEiN  Küli'E  ÄUT  DEN  ELEKTRISCUEN  GRUNDÜESETZEN. 

Die  IlMiorie  der  galvanischen  Kette  bildet  an  aich  etmen  Theil  der 
Elektrodynamik  und  es  sollten  darin  die  Gesetze  der  galvanischen  Kette 
in  ihrem  Zosammenhango  mit  den  elektrischen  Gnmdgesetten  ent- 
wickelt werden.  .  Dies  ist.  bisher  MA  geschehen;  viehnehr  ist  die 
Theorie  der  galvanisohea  Kette  Air  sich  allein  betrachtet  worden  und 
die  Gesetze  der  galvanisoheii  Kette  sind  theils  uomitlelbar  aus  dar  Er- 
fidirung  entnommen,  theils  aus  Annahmen  abgdeilet  worden,  w^che 
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ganz  itnabhanf^ig  von  den  eleklrischen  Gruiuli^esetzen  aiifgest<?Ut  wor- 
den Sinti.  Namentiich  gilt  dies  von  den  (icscl/cii  der  ijidvauiüchua  Kette, 
wie  sie  Ohm  gegeben,  deren  liichtigkeit  und  prakti.selKj  Bedeutung  übri- 
f<cns  allLreinein  anerkaniu  vviid.  Der  (inind.  warum  bisher  eine  solche 
Enlvvickeluug  der  Theorie  der  galvaii  i  lien  Kette  aus  deu  elektrischen 
ürundgesotzen  noch  nicht  gegeben  worden  ist,  düille  hauptsUchlic  h  iu 
den  mathematischen  Schwierigkeilen  liegen .  welelie  eine  .solche  Knl- 
wickeluüg,  wenn  .sie  voUstUndig  und  .streng  süiu  üoU,  findet  Imteissen 
mögen  hier  einige  ^jn  <  ielle  Krürteruugen  Platz  finden,  welclie  den  Zu- 
sammenhang der  Ihcone  der  galvanischen  Kelle  mit  den  elektrischen 
Gruiulijesptzen  hetrefTcn,  und  welche  mit  den  in  dieser  Abhandlung 
trachtelen  Gegenstanden  in  näherem  Zusammenhange  stehen. 

Im  Laufe  dieser  Abhandlung  ist  hüuflger  auf  die  Ohra'schen  Ge- 
setze der  galvanischen  Kette  verwiesen  worden,  was  nothwendig  war, 
weil  alle  ^^'ider.slandsIn<^ssuDgün  wesentlich  auf  diesen  Gesetzen  be- 
ruhen und  selbst  die  Definition  des  Widerstands  und  des  Widerstands- 
maassos darauf  begründet  werden  musste ;  denn  der  Widerstand 
wii-d  im  Gi  unde  nur  durch  die  nach  den  ühm'schen  Gesetzen  für  jeden 
ge.schlossencn  Leiter  iu  dem  Verhältnisse  der  elektroo^Olori^ßhea  lür^ft 
zui'  StromintcnsiUit  gegebene  Constauto  definiert. 

Die  ühm'schen  Gesetze  setzen  voraus,  dass  die  inlcnsitai  des 
elektrischen  Stroms  in  allen  Theilen  der  geschlossenen  Kette  gleich  sei, 
wie  es  bei  eingetretener  Beharrlichkeit  wirklich  der  Fall  sein  muss. 
Durch  diese  Voraussetzung  ist  das  Gebiet,  für  welches  die  Ohm'sclien 
Gesetze  gelten,  beschritnkt  und  um&sst  nicht  alle  Bewegungen  der 
Eiektricität  io  dei;  Kette ;  denn  es  sind  davon  z.  B.  alle  Bewegungen 
ausgeschlossen ,  welche  die  Elektricitat  in  der  Kette  machen  muss ,  ehe 
ein  beharrlicher  Ziistand  zu  Stande  kommt.  Auch  leuchtet  ein,  da&s 
diese  Gesetze  nur  in  so  weit  erfahrungsmassig  begründet  sind,  als 
die  Abhängigkeit  der  in  allen  Tbeilen  der  Kette  gleicii  gewordoncn 
Stromintensität  von  der  Summe  aller  elektromotorischen  Kräfte  in  def 
Kette  und  von  der  Summe  der  Widerstände  aller  iUror  Ihcule  l^ffp^an, 
während  ein  wii'kUdKBS.GnuidgQsetz  die  StfomintensiUit  an  irfßtpil.^jPQ^ 
Stelle  der  Kette  nur  von  der  auf  diese  Stelle  wirkenden  elektromotOx 
rischen  Jürafl  und  von  dem  an^  dieser  SteUe  yorliaiid«tDffn:  l^iders^ 
abhang%! machen  darf.  Nwir  ^at  zwar  Ohm,  um  zu  einem  wirklichca 
Gmndgeaetze  zu/gefamgea, . die  Veracibiedealieili  der  elffMcipcfaen  ^^UQ^ 
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der  verscltiedenen  TheiJe  der  Kette  in  Betracht  gezogen  und  hat  das 
Gesetz  zu  begründen  gesucht,  dass  bei  gleicher  Stromintensiiat  der 
lJnters{;hied  der  Ladung  an  zwei  Stellen,  zwischen  welchen  keine 
elektromotorische  Kraft  eeijebcn  ist  (kein  Berührungspunkt  verschie- 
dener Metalle),  dem  Widerstände  des  zwischen  beiden  Stellen  liet^en- 
den  Tlieils  der  Kette  proportional  sei .  und  dass  dagegen  an  einer  üuI- 
chen  SlPÜo  wo  eine  elektromotorische  Krafl  gegeben  ist  (wo  t.  B.  zwei 
verschiedene  Metalle  sich  berühren),  die  Ladung  von  der  einen  Seite 
zur  andern  einen  plötzlichon  Sprung  mache,  und  dass  der  Unterschied 
der  ]  idung  aut  beiden  Seiten  der  Air  diese  St*  Ilo  ^r»^ebenen  elektro- 
nioi()ri?;chen  Kraft  proportional  sei;  dass  endlich  bei  verschiedeoer 
Slr(t[iiiii[(  ii?:i1rtt  der  Unterschied  dor  eloktromntorischen  Ladung  au  zwei 
bcstiniralen  StcDcu  (Ios>(  n  Leiters  cIit  Strom intensilül  proportional 
SO!  Hierdurch  eolnitet,  hat  dann  Ohm  ein  analoges  Grundgesetz  tür  die 
elektrische  Strömung  in  jedem  Theile  der  Kette  in  ihrer  Abhängigkeit 
von  der  Yertheilung  der  elektrischen  Ladung  aufgestellt,  wie  Fourier 
für  die  Warmeströmung  in  jedem  Theile  eines  Wärmeleiters  in  ihrer 
Abhängigkdt  von  der  Yertheilung  der  Temperatur,  und  hat  nadige- 
wiesen ,  dass  die  aus  dieser  Analogie  gezogenen  Folgerungen  mit  der 
Erfahrung  ubereiostünmeo ,  so  weit  als  deren  Beeultate  verbttr^t  wer> 
den  kennen. 

0  h  m  hat  wirklich  in  der  Yertheilung  der  elektrisdieii  Ladung  den 
wahren  Schlüssel  gefunden  zur  Eröflhong  des  Uebergangs  von  dem 
erfahrnngsmassig  begründeten ,  die  ganze  geschloBMne  Kette  umfassen- 
den Gesetze  zu  dem  wahren  Grundgesetae,  wie  es  allgemein  von  jedem 
Theile  der  Kette  aufgestellt  werden  moBB ;  was  aber  die  Wirkung  dieser 
elektrischen  Yertheilung  auf  die  Bewegung  der  Elektricitttt  betrifil,  die 
er  bloss  nadi  der  Analogie  mit  der  Wirkung  der  Temperatun  erihdlmig 
auf  die  Bewegmg  der  Wärme  belraclitet  hat ,  so  li<^|eii  Aanalmien  zu 
Grunde,  welche  weder  nothwendig,  noch  zulässig  erscbeioen;  denn  die 
Wirkung  der  freien  Elektrioititt  ist  durch  dH  nilgameine  Grundgesell 
der  Elektricitätslehre  oder,  wenn  man  von  den  relativen  Bewegungen 
abstrahieit,  durch  das  Grundgesets  der  Elektroetatik  schon  gugobon 
und  kann  daraus  fUr  jede  Yertheilung  kn  Leiter  berecimet  werden, 
wonras  sich  leicht  die  Unzulttssigkeit  wUlktthrlicherAanaiMBen  nach  blos- 
ser Analogie  mit  der  Wirknog  der  Tempenfnrrertfieihmg  naf  die  Be- 
vregung  der  Wirme  naehweisen  Usst.  Schon  w«s  dte  Vertheilmig  aelhat 
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betrifft,  erscheint  es  hiernach  unzulässig,  eine  andere  Vertiieifalligi  dor 
freien  BleJitridtat  ali'aii  der  Oberfittche  des  Laiters  anzimdiBeD. 
Ferner  leocbtet  ein  wesenthcher  Unterschied  aodi  daranft  ein,  dass 
zwisdicia  dl»  WSIrmefortpflaDzuiig  and  der  in  der  lUditniig  derselben 
vprlin|deiiea  Teinpenitanibnabme  eine  so  nolbwendige  Beziebun|p  statt- 
findet, dafis  entere  ohpe  die  letztere  gar  nicht  m'Oglich  ist.  ßtne  solche 
Abh(bigi£|keit.  der  elekiriscben  Strttinnng  von  der  Vertheilnng  der  frmen 
Elektridtttt  findet  in  der  galvanischen  Kette  nicht  statt,  weil  die  ^flte, 
welche  die  elektrische  Strömung  hervorbringen,  nicht  bloss  von  der 
nichsieK  Umgebung,  sondern  anch  aas  grosseren  EntfemniigeD  wirken 
mid  daher  ihren  Silz  anch  ganz  ausserhalb  des  Leiters  -haben  können, 
was  bei  einem  WMnneleiler  nicht  mOglich  ist 

Man  nehme  k.  B.  einen  kreisfiSrmigen  kupfernen  Bing  zum  Leiter, 
dessen  Querschnitt  liberall  glewh  ist,  und  bewege  in  der  dorch  seinen 
Mittelpunkt  senkrecht  auf  seine  Ebene  gelegten  Geraden  einen  Magnet. 
Der  Hagnet  tibt  bekanntlich  bei  dieser  Bewegung  auf  alle  Ringelemente 
gleiche  elektromotorische  Kraft  aus  und  es  wird  dadurch,  weil  allen 
Blemelitmi  aach  gleicher  Widerstand  zukommt,  eine  gleiche  elektrisohe 
StrOmniig  gleichzeitig  in  allen  Elementen  hervoigebraobt ,  voraus  £>lgt, 
dass  an  keiner  Stelle  des  Binges  eine  grössere  oder  geringer»  iUi- 
aanmdnng  von  positiver  oder  negativer  Bldktricilflt  entstehen  kann. 
Wir  liaben  hier  also  den  Fall  eines  Stroms  in  einer  geschlossenen 
Kelte  ohne  eine  Vertheilung  freier  Klcklricitüt  in  der  Kelle,  Das  Gesetz 
der  AhhUngigkeit  der  Strominlensitüt  von  der  Voitlieilung  der  freicüi 
EleklricilUt  ini  Leiter  luidel  also  in  allen  d(^njenigen  Fallen  keine  An- 
wendung, wo  die  £<egehcnen  elektrouioloi  ischen  KrJifte  sich  über  dit^ 
ganze  gescidosMJusj  K(  He  erstrecken  und  in  allen  Theilen  d(?n  Wider- 
siandcMi  proportional  N\  ii  k<  n.  Nur  lu'i  uui;lciiliin{»ssiger  ^\  uk>ii[nl  *  it 
der  cegclM  iioa  clekli  i:i  »ini  isi  heu  Ki;il!e  in  dtm  verscliiedeiien  Um  Hi  n 
dri  Krtte  frif!  eine  \Vj  ihnlutig  freier  KlekUaUiW  eia>  iiml  <l.i>  Tin  luai. 
d.i>-  ('Iii  in  ulli'ii  Tljrilcn  (liT  Kette  gleichformii.nM'  innl  hcli.uTlieher 
Strom  zu  Stande  kouiriiL,  Ix  \m  i-t  ftafin ,  dasr»  »lioo  Verllü  iliuig  der 
frPf«'n  Floktriciliit  in»  Leiter  lite  Wiikuiig  habe  alle  Lnirleirlihciirn  in 
de-i'  ui>]inifiifliclion  1\H  kiiii^r^woiM*  d'T  oIcUrinimiiK  i.-''licn  Ki'alte  .uis- 
zugleielien.  Wird  nun  dber  duM  Aii>i:l< k  lnin.  dun  Ii  das  Factum  <ler 
Kxistc>n/  eines  beharrlielien  Stroms  als  bewiesen  i>el  rächt  et.  so  hli  il>t 
noch  (U)rig:  erslens  nachzuweisen,  wie  eine  soicxhe  Vctlhctluug 


narli  dorn  elektrischen  *.i i]ii(l£!:eseJze  nWii^'Urh  und  wie  sie  beschaffira 
sein  müsse,  zweitens,  wie  sie  entstehe  und  erhaileo  werde. 

NachweisaDg  <ler  HSg^liekkeit  einer  Vertheilung  der  freien  ElektrielUll 
im  Leiter^  wodurch  die  Uogleiehheilen  der  WiriKaanikeiC  g^ekener 
elektromotoHgeber  KrSfte  in  den  verschiedenen  Tkeilen  der  Ketle  nach 
Proportion  ihrer  WiderstXnde  auagegiiehen  werden. 

Jedes  TliPÜchon  freier  (positiver  oder  negativer)  ElektricitM,  wel- 
ches sich  an  der  Oberflücho  oinns  Leiters  befindet,  übt  elektromotCK 
rische  KrUfle  auf  alle  Theile  des  Leiten  ans,  welche  die  gegebenen 
elektromotoriacben  Kräfte  der  Kette  nn  einigen  Stelleu  schwachen,  an 
andern  versUirkon ,  und  es  fragt  sich  daher,  oh  eine  sokshe  Verlheilung 
freier  Elektricitüt  auf  der  gnn/on  Oberflüchc  des  Leiters  möglich  sei, 
durch  welche  die  elektromotoiischc  Kraft  uberall.  wo  sie  zu  schwach 
ist,  verslflrkt,  wo  sie  zu  stark  ist,  geschwächt,  und  auf  diese  Weise 
eine  Ausgleichung  der  elektromotorischen  Kraft  in  aUen  Theilen  der 
Kette  nach  Proportion  ihrer  Widerstltaide  zu  Stande  gdiracbt  werde, 
welche  die  Bedtngnng  eines  gleichsinnigen  und  beharrlichen  SItoids 
ist.  Diese  Frage  muss,  wenn  vor  der  Hsnd  von  dem  Einflösse  der  re- 
lativen Bewegungen  der  elektrischen  Tfaioilchen  gegen  einander  abstra- 
hiert wird,  aus  dem  Grundgesetze  der  Elektrostatik  entschjeden  wer- 
den, wodurch  die  von  der  Elektridliit  bei  jeder  beliebigen  Verthetlnng 
an  der  Oberflttche  auf  alle  Punkte  im  Innern  des  Leiters  an^obien 
Krflfte  bestimmt  sind. 

Poisso-n  hat  bekanntlich  aus  dem  Grundgesetze  der  Elektrostatik 
folgendes  Theorem  bewiesen: 

Wenn  auf  einen  Leiter  von  betiebiger  Gestalt  von  aussen  be- 
liebige elektrische  Kräfte  wirken,  so  ist  an  der  Oberflttche  des 
Leiters  immer  eine  solche  Vertheilung  freier  Elektricillt  möglich 
aber  nur  eine  einzige  —  bei  welcher  die  elektriscfaen  KiiUfte, 
welche  von  dieser  verlheilten  freien  Elektricitilt  herrfihren,  den 
von  aussen  her  wirkenden  elektrischen  Krttften  in  allen  Punkten 
im  Innern  des  I^iters  zoglebh  das  Gleichgewicht  halten. 
Denkt  man  sich  nnn'zunttchst  efaien  Leiter  von  cylindrtseber  Form  und 
in  der  Richtung  seiner  Axo  in  grosser  Entfernung  eine  conoentrierte 
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Masse  freien  (positiven  oder  negativen)  elektrischen  Fluidums,  welche 
anf  alle  Theile  des  Cylinders  gleiche  und  seiner  Axe  parallele  Kräfte 
ausübt;  so  folgt  aus  obigem  Lelirsat^^e  die  M(igiichkcit  einer  solchen 
VerlheiUing  der  freien  Eiektricität  an  der  ObcrflMche  des  Cylinders ,  aus 
welcher,  bei  dem  Wegfall  jener  fernen  Masso,  für  alle  Thcilc  des  Cylin- 
ders gleiche  und  seiner  A\6  parallele  elektromotorische  KriiHo  resal- 
tieren,  nämlich  diejenigen  Kräfte,  welrhe  den  von  der  fernen  Masse  vor 
ihrem  Wegfoll  aosgeubtea  KrttfteD  das  Gleichgewicht  gehalten  hatten. 

Denkt  man  ach  dagegen  einen  gebogenen  Stab  und  in  der  Rich- 
iQDg  der  Tangente  eines  seiner  Elemente  in  grosser  Entfernung  eine 
conoentrierte  Masse  freien  (positiven  oder  negativen)  Fluidums;  so  folgt 
eben  so  die  Möglichkeit  einer  aolofaen  Verlbeilnng  der  freien  ElektriciUlt 
an  der  Obeillttdie  dieses  Elements,  aus  welcher,  bei  dem'  Wegfall  jener 
'  fernen  Masse,  fbr  alle  Theile  des  Elements  gleiche  and  seiner  Tangente 
parallele  elektromotorische  Krflfte  resultieren,  und  diese  Möglichkeit 
bknbt  auch  dann,  wenn  auf  das  betrachtete  Element  die  elektrischen 
Ladungen  aller  andern  Elemente  des  gd>egenen  Stabes  wirken ,  wie 
auch  diese  Ladungen  beschaffen  sein  mtfgen,  nur  dass  alsdann  die  Ver« 
theilungsweise  der  freien  Elektrieitttt  an  der  ObeiiOilohe  des  betrachte« 
len  Elements  von  der  Ladung  des  ttbr^en- Stabs  al>hftng%  ist 

Diese  Belraditung  Itast  sich  nun  auf  alle  Elemente  des  gebogenen. 
Stabs  anwenden,  so  dass  (Ur  alle  Elemente  gleiche  und  ihren  Tangenten 
parallele  elektromotorische  Krflfle  resultieren.  Die  Ladungen  aller  ein« 
zelnen  Elemente  werden  dadurch  von  der  Ladung  des  ganzen  Stabs 
abhängig  gemacht,  und  die  Ladung  des  ganssen  Stabs  muss  endlich 
wiederum  der  Summe  der  Ladungen  aller  Elemente  gleich  gesetzt 
werden. 

Eine  auf  solche  Weise  gewonnene  Bestimmung  der  Ladung  des 
ganzen  gebogenen  Stabs  wird  nun  gelten,  der  Stab  mdge  nur  einen 
kleineren  oder  einen  grösseren  Theil  von  einem  Kreise  bilden.  Die  La- 
dungen in  den  Berührungsflächen  je  zweier  an  dnauder  grenzender 
Elemente  müssen  sich  neutralisieren,  SO  dass  die  Vertheilung  der  freien 
Elektricitat  auf  die  Oberfläche  des  Stabs  beschrankt  bleibt,  zu 
der  aber  wesentlich  die  Anfangsflache  und  Endfläche  des  Stabs 
itereclmct  werden  müssen ,  welche  daher  nicht  zusammenfallen  dürfen. 

Die  Nolhwendigkcil,  Aufai%'  und  Ende  des  Stabs  geschieden  zu 
erhalten,  wenn  die  an  der  Oberfläche  vertheilte  freie  Elektricitilt  in 
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allen  Eiementon  des  SUiba  gleu  lie  elektromotorische  Krttfle  nach  laag(m- 
Ualer  Richtung  ausüben  i»oll,  folgt  daraus,  dass  dio  Ladun^n  am  An- 
fänge und  am  Ende  des  Stabs,  bei  gegenseitiger  Annälieiuiig,  keinem 
bestimmten  Grenzwerthe  sich  nUhern,  sondern  ins  Uneudliche  wachsen 
mUsslen ;  wie  man  sich  durch  fülgendc  Betrachtung  ilberzeugen  kann. 

Es  stelle  AR  die  Anfani^sflachc ,  Ch  dk 
Endfläche  des  Stabs  dar;  der  sehr  kleine  Ab- 
stand  bt  i(](M-  Flächen  von  einander  beisse  d. 
Es  darf  inii^cnommen  werden,  dass  bei  einer 
Verklemerung  von  ö  die  Vertheihmg  der  freien 

 *S  ElektricitJit  auf  der  ganzen  StatiuherQäcbe  mit 

Ausnahme  von  AB  und  CD  nahe  unverändert 
bleibt,  woraus  folgt,  dass  die  fUr  einen  Punkt  E 
des  Stabs  resultierende  elektromotorische  Kraft 
als  unveritndeii  angesehen  NvenJcn  kann  .  wenn 
^  nur  die  aus  den  LaduiiLrcn  i1<t  bridcu  Fhiclien 

AB  und  CD  für  E  resultierende  elektromotorische  krall  gleit h  i:rl)lirhen 
ist.  G  und  H  seien  zwei  i^Iciche,  einander  gegenüberliegende  Elemente 
der  Flachen  Aß  und  CD.  Die  Laduna;  des  Elements  G  werde  mit  —  c, 
die  Ladung  des  Elements  II  mit  -f  c  bezeichnet.  Der  Abstand  /'7/, 
senkrecht  auf  die  Richtung  der  für  E  resultierenden  elektromotorischen 
Kraft,  heisse  ß\  der  Abstand  Fii^  heisse  a.  Alsdann  ergiebt  sich  die  Non 
B  auf  E  nach  der  tangentialen  Riohtung  EF  wirkAude  Kraft  aus  dem 
Grtmdgeselze  der  Elektrostatik 

die  von  G  auf  £  nach  der  lUtinlichen  RicbUing  wirkende  Kraft 

  —  (g  +  i\t 

folglich  die  Summe  beider  Juatte ,  wemi  d  gegen  a  sehr  klein  ist. 

Hieraas  folgt  also ,  dass  die  Ar  E  resultierende  elektromotorlsclie  Kraft 
bei  der  Verkieinerui^  von  i  miverand^  bl^it,  wam  das  Prodoot  d!» 
gleichen  Werfh  behalt.  Für  verschwindende  Werthe  von  9  mttssCe  also 
die  Ladung  e  ins  Unendliche  wachsen»  was  zu  beweisen  war. 

Zugleich  leuchtet  daraus  ein,  dass,  wenn  die  im  ganzen  Stabe 
gleiche  elektromotorische  Kraft  wachsen  oder  abnehmen  soll,  auch  der 
Werth  des  Products  <te  sich  proporlioiial  tindem  mttsse. 
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« 

Bezoiclinel  cniilieii  K  einen  zwisclicn  den  Flüchen  AR  und  CD 
gelegenen  l'imkt,  so  Icudilet  ein,  das>s  die  Ludungen  der  Kliichen  AD 
und  CD  aut  A  eine  oloklrümotorisrhc  Krafl  nach  onl^egengesetzter 
Kiclitung  wie  auf  E  ausüben.  Soll  daher  ein  gesciilossener  Kreis  ge- 
bildet werden,  in  welchem  überall  gleiche  elektromotorisciie  Kräfte  in 
Reichem  Sinne  wirken,  was  nolh wendig  ist,  weim  ein  gleichföriuiger 
und  betiarrlicher  Strom  zu  Stande  kommen  soll ,  so  muss  A'  der  Sitz 
einer  von  der  Vertheilung  der  freien  Elektricitai  an  der  Slabobcrfldchc 
onabbUngigcn  elektromotorischen  Krad  sein ,  welches  z.  B.  der  Fall  ist, 
wenn  Kupfer  und  Zink  im  Punkte  K  einander  bei  (ilu  en.  Auch  lüsst  sich 
nachweisen,  dass  die  gegebene  elektromotorische  Kraft  in  allen  Punk- 
ten IT  der  Linie  ^,  welche  die  beiden  entgegengesetzt  geladenen  Fia> 
chen  verbindet,  unter  sonst  gleichen  Verhaltnissen  dem  Produkte  df 
proportional  sein  mttsse,  und  duss  also  dieses  Produkt  als  ein  Maass 
der  g^benen  elektromotorischen  Kraft  betrachtet  werden  dürfe. 

Aus  diesen  allgememen  Betrachtungen  lassen  sich  nun  folgende 


} 


*}  El  üdien  AB  und  CD  die  beiden  entgcgengesclzl  geladenen  Ftürltcn  dar, 
^  deren  Abstand  a  d  ist.  G  sei  ein  Element  der  Fläche  AU,  dessen 
Ladunit  mit  e  bezeichnet  wird.  Der  Abstand  /-'G',  senkrecht  auf 
diu  Richtung  der  für  K.  resaltiercndcu  eleku-oraotorischen  Kraft, 
werde  mll  der  AiMland  FKvbIXv  bezeiebnel.  Dann  ergiebt  sich 
die  voo  G  vxsi  K  nach  der  WohCimg  ¥K  wirkende  Kraft  eos  den 
GnuidseqBtKe  der  Elektrostatik 

f 

folglich  für  alle  Punkte  üTvona  —  Ohiaa^^ 

«  (7  ~  rwV  M) )  * 
Für  «He  FlieheDelenieDte,  weiche  in  gleicber  Enireroung voo  F  liesen,  eridUl  nun 
hiamaoh  durch  Hqtlipltealion  joH  tnp 

endlich  Tüc  .lUe  FlScbencleoienle  von    «—  0  bis  6' 

tut      +  6  —  "Tm  +  ii)^ 
oder,  well  ^  gegen  h  sehr  Itlein  isl. 

Dasselbe  Resultat  crgioht  sii  h  für  .lio  von  der  Fläche  CD  ausgeüble  Krafl,  un<l  es  er- 
glebl  sich  folglich  die  Suiuiuc  beider  Kräfte  *ji«d,  d.  b.  proporüonal  dem  Pro- 
ducle  de  . 

Ablwiull.  il.  K.  S.  Um.  4. WlMMtcfc.  I.  21 
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Uesullaie  7i<*Iion,  welche  v'mo  Vcrgleichuog  mit  den  bekannten  GgsgIzcu 
der  galvanis(  l)eu  Kette  gestytft'n. 

1 .  Aus  obiger  Betrachtung  folgt ,  d»«!«:  in  einem  geschlossenen 
Ringe  durch  blosse  Vertheilung  der  freien  Fllektricitiit  an  seiner  über« 
fläche  kein  Sdoin  möglich  ist,  sondern  dass  wonigslen«;  in  einem 
Querschnitte  dieses  Hini^es  elektromotorische  Krftile,  z.  B.  durch 
die  Berührung  von  Kupfer  mit  Zink,  gegeben  sein  müssen  ,  weoo  durch 
Vermittelaiig  einer  gewissen  Vertheilung  der  freien  Elektiicitat  an  der 
RingoberflKche  ein  gleichförmiger  und  beharrlicher  Strom  im  ganzen 
Ringe  zu  Stande  kommen  soll. 

2.  Wenn  in  einer  bestimmten  Kette  der  Strom  verdoppelt  werden 
soll ,  so  muss  die  Menge  der  freien  Elektriciliit  iiiil  der  ganzen  Oher- 
niirlk'  verdoppelt  werden ;  folglich  luuss  auch  eine  Verdoppelung  des 
Farlors  e  im  Producte  de  staltfuiden,  d.  h.  eine  Verdoppeln u_,  der  <la- 
uiil  prof)orti(»ii;ilen  elekd oniolorischeii  kiiili.  Kiuei'  Veitlojipeluag  der 
eieklioiiiotoiisclu  h  Kiall  eiilspricht  also  eine  Verdoppelung  der  Strom- 
intensitut  in  der  namUchen  Kctic. 

3.  Werden  alle  Dimensionen  einer  Kette  verdoppelt  und  soll  da- 
bei die  elektromotorische  Krall  in  allen  Punkten  noch  eben  so  gross 
wie  vorher  bleiben,  so  muss  die  Dicke  der  elektrischen  Schicht  an  ent- 
sprechenden Stellen  der  Oberflache  unverändert  geblieben  sein,  wäh- 
rend die  davon  bedeckte  SteUe  der  Oberflache  I  Mal  grosser  gewor- 
den ist.  Zugleich  einlebt  das  proportionale  Wachstbum  aller  Dimen- 
sionen, dass  auch  der  Abstand  d  in  dem  Producte  de  verdoppelt  ge- 
dacht werden  muss ,  wonadi  also,  da  e  unverändert  gebliebok  ist,  das 
Prodnct  ^  und  die  damit  proportionale  elektromotorische  Kraft  ver- 
doppelt  sein  muss.  Hieraus  folgt,  dass  eine  doppelte  elektromotorische 
Kraft  erfordert  werde,  um  in  einer  Kette  von  doppelter  Lange  und 
vierfiichem  Querschnitte  eme  eben  so  starke  elektrische  Bew^ung  in 
allen  Punkten  hervorzubringen,  wie  in  einer  Kette  von  eiafiicher  Lttnge 
und  einfhchem  Querschnitte.  Eine  solche  in  allen  Punkten  gleich  starke 
elektrisdie  Bewegung  giebt  aber  bei  vierfachem  Querschnitte  die  vier^ 
Ihche  Stromintensitftt.  Die  doppelle  elektromotorische  Kraft  bringt  also 
in  «ner  Kette  von  doppelter  Lange  und  von  vierfechem  Querschnitte 
die  vierlache  Strominlensitllt  hervor,  was  nach  den  bekannten  Gesetzen 
der  galvanischen  Kette  auch  wirklich  der  Fall  ist. 
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Eiue  vollständige  EnlwickeluDg  der  Gf  M  t/i  ile.t  i^alvaiuschen  Kette 
fordert  eine  nlUiere  Bestimmung  der  Verüieiiimg  der  freiet  ElcktricitSt 
an  der  OberfläoLc  der  KeUe. 

30. 

Ueber  das  Gesetz  der  Vertheilung-  der  freien  Eiektricitiit  an  der  Ober- 
fliehe  de«  Leiters  eines  gleicbfönuigen  und  bebarrlicben  Stroms. 

Bei  einem  linearen  Leiter  ist  es  gestattet,  für  die  Yertheilung 
der  freien  Elektridtät  auf  der  OberOflcbe  eine  Yertheilung  derselben 
in  derjenigen  Linie,  welche  die  Axe  des  Leiters  bildet,  zu  setzen. ,  Es 
leucbiet  dies  m  Beziehung  auf  alle  TheOe  des  Leiters  von  selbst  em, 
welche  in  grosserer  Entfernung  von  demjenigen  Punkte  liegen ,  für 
welchen  die  von  jener  freien  Blelttricitftt  ausgeübte  elektromotorische 
Kraft  bestimmt  werden  soll,  nnd  es  bleibt  daher  nur  ttbrig ,  den  BeWei» 
für  denjenigen  Theil  des  Leiters  zu  (Uhren,  welcher  jenem  Punkte  zu- 
nächst liegt. 

  ^        Es  sei  A  derjenige 

Punkt,  tili-  Nv eichen  die 
von  der  Elektri- 
citüt  des  Leilereleiiients 

BCDE  ausgeübte  elekfroinutDrKsclH'  Kraft  bestimmt  werden  mW;  a  be- 
zeichne den  uneiidlicli  kleinen  llaliinicsser  des  I.citimgsdrabtes.  Die 
Dicke  der  Schiebt  der  fi*eien  Elektricitüt  in  dem  i'unkte  F,  dessen  ^c- 
rini;t'r  Abstand  von  dem  durch  A  flehenden  Qnerschnitt  des  Leiters  mit 
X  bezeichnet  werde,  kann  dargestellt  werden  durch 

a  +  6x 

und  'lif>  olcktroniotorische  Kraft  welche  die  fr<'ie  KlekU-icilÄt  des  Fltt- 
cheoeiements  %jtadx  bei  F  auf  den  Punkt  A  ausübt,  durch 

Saoja  +  bici  <U; 

woraus  die  Gomponente  dieser  Kraft  nach  der  Richtung  der  Axe  folgt, 

  jag  (g  +  bx]  jcto 

Der  Integralwerth  zwischen  den  Grenzen  x  =  —  k  hi&  x  k  ist 
hiemach 

•  0?^!  -  ^'•"l'  ('"8  4:^1^  -  Vi-^) 

21* 
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oder,  weil  a  geg^n  A  sehr  klein  ist, 

=  4fftt6  .  log       =  imth  (lög  A  —  log  4"  «) 

worin  o  dio  Gnrndzjihl  des  iintiirliclien  Logarilhinonsyblcnis  btv.ciclmol. 

AViiie  nun  dieselbe  IrcK*  Elrktricitül ,  slaU  auf  (Inr  OI)<»rflaclic  des 
Loifors  voilhnili ,  in  seiner  Axc  conccnlrierf,  so  \\1lnle  von  dem  A\on- 
elemonlo,  tn  wck'hent  (li(*  freie  Flektririfül  2,7«  i^u  +  dr  coiicfMiinri  i 
wUre.  auf  A  nach  der  Kichtiing  der  Axe  eine  olektromolorisciie  Kraft 
wirken,  weiche  dargestellt  wird  durch 

iTta  {n  4-  bx]  dx 

je  nacbdon  x  einen  positiven  oder  n^tiven  Werth  hat.  Der  Int^ral- 
werlh  zwischen  den  Grenzen       — A  bis  :p=  —  y  o  ist 

=  %mtb  (log  A  —  log  f  tt)  +  ^naa  (j  ^) 

zwischen  den  Grenzen  x  =        ahis  x  =^  k 

=  ftm,b  (log  A.-  log  ;  «)  -  2«««  (-{  -  -A  )  . 

folglicfa  ist  der  bitegralwerth  zwischen  den  Grenzen  x  =  —  A  bis 
X  ~  4*  A,  mit  Ausschluss  des  zwischen  den  Grenzen       —  -|-  o  bis 

=:  +  y  K  fallenden  Theils, 

—  I^jtttb  ^log  A  —  log  ^ 

woraus  hervwgeht,  dass  es  gosf;i(tct  ist,  ftir  die  Vertbeiiung  der  freien 
Eiektridtat  auf  der  Oberflttche  eine  Vertheilung  derselben  in  der  Axe 
des  Leiters  za  substitnieren»  wenn  man  in  dem  Int^ralweräio  der 
elektromotorischen  Kraft  denjenigen  Theil  ausscbliesstf  welcher  zwi- 
schen den  Gfenzen  x  =  —  -|>«bi8fl;=r=-|.-|-iK  liegt. 

Hat  z.  B.  <ler  lineare  Leiter  die  Gestalt  eines  Kreises,  dessen  Halb- 
messer =:r  ist,  und  bezeichnet  A  den  Anfangspunkt  eines  Bogens 
AB  =  r^t  welcher  der  Sitz  der  gegebenen  elektrcnnolorischen  Kraft 
der  Kette  isti  so  sei 

(tp ,  dtp 

die  freie  ElektriciUlt  des  Bogenelements  rdip  am  Ende  des  Bogens  rgi. 
Der  Werdi  des  Potentials  dieser  elektrischen  Masse  im  Punkte  C  am 
Ende  des  Bogens  AC  =  ryt  ist  dann 

  fy  .  dy 
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folglicli  der  VVcttli  dos  PoteoUals  der  elekuiscbea  Masso  des  ganseii 
Leiters  im  Punklo  C 

^i.fJi-^  =Fiö 

«rj  sin  ♦     —  V)  ~ 

>vu  liie  liilcgtuliuü  \()n  tp  =  t/;  +  ^  bis  <;p  =  i:i  +  t//  —  ■*  zu 
orsfreckcn  ist.  Hieraus»  ergiebt  sich  die  auf  den  I'iiukl  C  ausfjriihlit 
t'li'kiromotorisehe  Kraft,  fHis!ä:p(li (ickl  durch  den  Diflcreatialquolicutcn 
des  PuteuUuii»  iu  BeziebuDg  aut  tieu  Bogen  rift , 

—  ^nl^'" 

Soll  imii  diese  eleklroinotorische  Kraft  in  allen  Theilen  desUeilers  gleich 
sein,  d.  h.  soll   '^^'^^'^  einen  constantt  n  WerlU  c  haben,  so  erhUll  man 

Y\p  =  cip  con.st. 
oder,  bei  symmelrischer  Vertbeilung  der  treieii  positiven  imd  at^tiven 
Elekujciiat  im  Leiter,  wo  Yji  =  cit  +  coust.  =  U  ist, 

Fl/;  =  C  Uli  —  71}  . 
Sollle  nun  auch  die  Autiiiidung  der  iilIi,(Mnoinen  Form  der  Function  fgp 
Schwierigkeiten  finden,  so  ist  es  doch  nicht  schwer,  die  von  (Jli  in  dar- 
über aufgestellte  l!y|)otli<\so  einer  Prüfung  zu  unterwerfen  und  %u  ent- 
scheiden, ob  und  in  wie  weit  dieselbe  zulössig  sei. 

Die  Ohra'sche  Hypotliesc  besteht  wesentlich  darin,  dass  der  Wertli 
f^  von  (jp  =  0  bis  9  —  2;r  proportional  mit  (p  wachse  und  dass  also 
fUr  den  Fall  der  symmetrischen  Vertheilung  der  positiven  und  nega- 
tiven Elektricitttt  im  Leiter»  wo  f (0)  =  —  f (2«)  ist , 

tq)  ~  a  '//  —  n)  . 

Dies  vorausgesetzt,  Ifilssl  sich  der  Werth  des  Potentials  der  freien 
ElelUriticit^t  des  ganzen  Leiters  in  demjenigen  Punkte.  fUr  welchen 
^  =  y  ist,  folgendennassen  bestimmen. 

A  sei  der  Anfimgspunkt  des  Bogens  ;  AB  =  BD  ^  rf.  Alle 
Elemente  des  Bogens  von  A  bis  D  lassen  sich  paarweise  nach  ihrem 
Abstände  von  B  ordnen.  Wenn  nttmlich  das  eme  Element  zu  q>=^ — x 

gehört,  dessen  Abstand  von  B = 2r  sin  jr  ist,  so  hat  das  zu  9» = + X 
gehörende  Element  denselben  Abstand  von  B,  Die  diesen  beiden  Ele- 
menten ZQgehOrigen  elckrischen  Massen  sind 

und  der  Werth  des  Potentials  dieser  ftlassen  im  Punkte  II 

—  >  —  ,,„,1    g     -f  jf  —  dl 
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fo^cb  deren  Sumiae 

~~     r  sin  t  f  * 

Der  Werth  des  Potentials  der  freien  Elektricitüt  des  ganzen  Bogens  AD 
im  Punkte  B  crgiebt  sich  hieraus 


Der  Punkt  ^  C  des  Kreises  liege  dem  Puokte  B  diametnil  gegODOber, 
folglicb  der  Bogen  ABC  =  +  »).  AHe  EJemente  des  Bogens  ff» 
von  D  ober  C  nach  ^  lassen  sich  ebenfalls  paarweise  ordnen  nach 
ihrem  Abslande  von  C.  Wenn  nttmlich  das  eme  Etement  zu  tp^=ip 
•f  )v — X  gehört,  dessen  Absland  von  C  =  2r  sin  ^  x  ut»  so  hat  das  an 
9  =  ^  +  «  +  2  gehörende  Element  denselben  Abstand  von  C,  Die 
diesen  beiden  Elementen  zugehörigen  elehtrischen  Massen 

« (v  —  ar)  d;r  und  a[^)-^  x) 
und  der  Werth  des  Potentials  dieser  Massen  im  Punkte  B 


folglich  deren  Summe 


4f 

cos  f  X 


Der  Worth  des  Potentials  der  freien  Eieklricität  des  ganzen  Bogens  DCA 
im  Punkte  ß  ergiebt  sich  hieraus 

tkrr  =  ^  log  tang 

der  Werth  des  Potentials  der  freieii  Elekiricitat  des  ganzen  Kreises  also 
=  -         "OK  ta»«  -fr  -  ^  (log  tan«  I  ,p  -  log  lang  • 

Hieraus  ergiebt  sich  die  auf  den  Punkt  D  au^>  uiite  elektromotorische 
Kraft,  ausgedrückt  durch  den  DilTerentialquotienten  des  Potentials  in 
Beziehung  auf  den  Bogen  np , 

oder 

■ 

=  ~  loff  cot  ~  
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Für  diejenigtMi  Werthc  von  w .  wi^k  lic  von  n  wenig  verschieden  sind, 
ergiebt  sich  hieruach  Ji*  t  lekiiomoiorische  Kiafl,  nahe  gleich;  je  mehr 
aber  der  VVerlh  von  tp  ileiu  Werthe  von  0  oder  ^rt  nahe  konmit,  desto 
tiefer  sinkt  die  elekfroinotorisclie  Kraft  unter  jenem  Grenzvverthe  herab, 
>voraiis  also  folgt,  dass  die  Olimsche  Hypothese  Uber  die  Vorthcilung 
der  freien  Elektricitül  Qur  fUr  den  miltlem  Xheil  der  KeUo  oSberungs» 
weise  zulässig  ist. 

So  wie  nun  nacii  dieser  Hypothese  der  Werth  der  elektrotuoto- 
rischen  Kraft  in  allen  Theilen  der  Kelle  kleiner  ist,  als  der  für  die  Milte 
der  Kelle  gUllige  Grenzwerth,  so  Ittsst  sich  auch  leicht  eine  Hypothese 
aufstellen,  nach  welcher  er  grösser  sein  würde.  Die  Ohm'sche  Hypo- 
these bedarf  nihil nothwendig  einer  Ergänzung,  wenn  sie  nicht  mit 
dem  Satze  in  Widerspruch  stehen  soll ,  dass  aus  der  Verlheilung  der 
freien  Elektricitat  an  der  Oberflilche  eines  Leiters  eine  im  Innern  des 
Leiters  überall  gleiche  elektromotorische  Kraft  nur  dann  resultieren 
könne,  wenn  zwei  Querschniltsflüchen  des  Leiters  zo  jener  Obertlüche 
gehören  (s.  S.  275).  Denn  hiernach  moss  in  unserer  linearen  Darstel- 
lung alle  in  dieaen  beiden  Qnerschnittafllidien  befindliche  freie  Blektri- 
cilttt  in  zwei  Punkten  concentriert  gedadit  werden,  wShreod  in  der 
ganzen  ttbiigen  Kette  nur  die  in  der  Begrenzungslinie  eines  Quer- 
schnitts befindliche  Elektricitat  in  einem  Punkte  conceitriert  gedacht 
wird.  Es  eigiebt  sich  daraus ,  dass  wenigstens  in  den  jene  beiden 
Querschnitte  darstdlenden Endpunkten  eine  von  Ohm  nicht  berUcksich-  * 
tigte  Concentration  von  freier  ElekiriciUlt  stattfinden  mlisse.  Bezeichnet 
man  diese  mit  ±  « ,  wo  das  obere  Vorzmchen  Air  den  dnen,  «hs  untere 
fllr  den  andern  Punkt  gilt,  und  bezeichnet  d  den  kleinen  Abstand  beider 
Punkte  von  einander,  so  iBsst  sich  die  eieictromotoxisdhe  Kraft,  wekdie 
dadurch  Ihr  jeden  Punkt  der  Kette  noch  hinznkoount,  nach  demselben 
Gesetze  bestimmen,  weksh»  Gauss  ftir  die  Wiricung  dnes  Magnets  in 
die  Feme  gegeben  hat.  Siehe  «Resultate  aus  den  Beobachtun- 
gen des  magnetischen  Vereins  im  Jahre  1840»  S.  33.  34.  Ist 
nttmlich  ACA'  der  kreisfiirmige  Leiter  und  in  i  die  Cootaktstelle ,  und 
soll  die  elektromotorische  Kraft  bestimmt  werden,  welche  durch  die 
fineie  Blektricittt  ±  «  zu  beiden  Seiten  von  A  im  Punkte  C  des  Leiters 
hinzukommt;  so  siehe  man  in  Ä  die  Tangente  und  verlängere  sie,  bis 
sie  in  B  die  verlHngerte  Gerede  A'C  schneidet,  wo  A'  denjenigen  Punkt 
des  Kreises  bezeichnet,  welcher  dem  Punkte  A  diametral  gegeiHlber 
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liegt;  fpincr  mache  man  AI)  —  \  Äff  und  ziehe  CD:  so  ist  f.D  fün 
Richtung  der  elektromotorischen  Kruft,  welche  ±  c  ia  C  ausULl,  und  die 

Grosse  dieser  Kraft  wird  dargestellt  durch,; 

CD  dt 
AD  '  Ai^' 

Zieht  man  eDÖlich  die  Tangente  des  Kreises  in  C  und  fölH  darauf  das 
Perpendikel  DE;  so  ei^ebt  sieb  die  Gomponenle  nach  der  Richtung 
der  Kreisfangenie  in  C,  d.  i.  die  gesudite  elektromotorisebe  Krall 

 .  ^  ^  J-D        St    ^  ,  ^ 

~^    CD  '    AD       AC^  ~    AD   '   AC  ' 

Bezeichnet  man  den  Halbmesser  dos  Kreises  mit  r  und  den  Kreisbogen 
AC  mit     so  findet  man  dafür  den  Ausdruck 

4  +  cos  t  . 

SiD  i  yr"        *    «I*"  • 

Fügt  man  nun  diese  elektromotorische  Kraft  der  nach  der  Ohm'schoD 
Hypothese  gefunctenen  noch  hinzu ,  'so  erhält  man 

*     

Auch  dieser  Werth  ist  nahe  constant  fttr  solche  Wertfae  von  ipr,  welche 
von  n  wenig  verschieden  sind ,  wie  inan  ersieht,  wenn  man  den  DUfe- 
rentiatquotienten  entwickelt,  nfimlich 

Trr  SiD  1  v'  V  "  *     ^        ^       »in  i  V 

welcher  für  t//  =  ;t  Null  ist.   Ausserdem  kann  aber  der  Werth  von 
so  bestimmt  werden,  dass  auch  der  zweite  und  dritte  Differenlialquotieni 
farip  =  ig  Null  ist,  welches  der  Fall  ist,  wenn 

ist  Substituiert  man  diesen  Werth  von  dt  in  dem  Ausdruck  der  elektro* 
motorischen  Kraft,  so  erhalt  man 

log  cot       +  ^'^^^  (3  cos  i  v'-  2} 

dessen  Differentialquotient 

 ^       Z_  m    CO«  i  »* 

•    fr    «in  i 

fUr  Y  =7  II  NoH  ist,  weil  er  oos  |  =  0  zum  Factor  hat.  Auch  sieht 
man,  dass  die  beiden  folgenden  Differentialquotienten  ffir  ip  —  n  Null 
werden,  weil  sie  ebenfalls  den  Factor  cos  ^71  =  0  liaber». 

Man  ersieht  hieraus,  d;iss  rwu  li  dieser  Hypoiluvse  der  Werth  der 
elektromotorischen  Kraft  in  allen  uiulcrcn  Theilcn  der  Kelle  grösser  ist, 
als  der  fUr  die  Mitle  der  Kette  gültige  Grenzwerth ,  statt  er  nach  der 
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Ohm'schen  Hypothese  kleiner  war.  Dio  rirlitige  Hypothese  über  die 
Vcrtheiluog  der  freien  Elektricifüt,  aus  welcher  sich  eine  überall  gleiche 
elektromotorische  Kraft  ei^jeben  soll,  ist  also  zwigchen  den  von  den 
beiden  obigen  Hypotbesea  g^benCQ  Grenzen  eingesdilogseo ,  vm 
so  viel  heisst  als:  die  elektrische  Ladung  der  Kette  wachst  von  dem 
lodifferenzpiiobe  zu  dein  GoDtalEtpunkle  nicht  gleichförmig,  sondern  9ll- 
mahlig  beschleunigt.  Die  daraus  hervoi^gehende,  ttberall  gleiche  elektro- 
motortsche  Kraft  wird  dann  mnifamasslich  zwischen  den  durch  die  bei- 
den obigen  Hypothesen  g^iebenen  GrenzwerUien  liegen ,  uMmlich 


(log  cot      -  4  ,)  und       (log  CO.  -55-  -  I  »)  . 


Der  Factor  a  bezieht  sich  dabei  auf  das  Gefalle  der  elektrischen  La- 
dung in  «der  Mitte  der  Kette,  wenn  man  nach  Ohm  unter  Gefillle  den 
Differentiakfootientea  der  Ladung  tip  in  Beziehung  auf  den 'Bogen  ^ 
versteht 


Die  Verth^lung  der  freien  Elektridtat  in  einem  linearen  Leiter, 

durch  welchen  ein  constanler  Strom  geht ,  und  die  Grösse  der  von  die- 
ser Vertheikmg  abhüngigen  clcktroinoLorischen  Kraft  kann  in  jedem  oin- 
zolnen  Falle  genJihert  auf  folgende  Weise  bestimmt  werden.  Der  Eiu- 
ia«  hheit  wegen  soll  ,uivh  hier  für  den  Leiter  die  Form  eines  Kreises  uuge- 
nouiiuca  weiden  und  für  einen  einzigen  Punkt  desselben  eine  elektro- 
motorische Kraft  =  0  gegeben  sein. 

Theilt  man  den  Kreis  durch  die  Punkte  A,  (A'),  B,  (A,)  in  vier 
gleiche  Theile  und  is[  B  der  Punkt,  für  welchen  die  elektromotorische 
Kraft  =  a  gegeben  ist;  sn  hissl  sich  leicht  eine  Vertheilung  freier 
KlektriritUt  in  den  beiden  l'imiiien  i.l')  und  (Aj)  angeben,  durch  welche 
die  clektromotorisclien  kiafte  in  den  beiden  Punkten  A  und  //  ausge- 
glichen werden.  Denn  bezeichnet  +  e  die  freie  KlektriciliU  in  (A'i .  —  c 
in  (A,)  und  r  den  Halbmesser  des  Kreises,  so  ist  2r  sin  ^  »  =  r/^2 
der  Abstand  der  Punkte  A  und  B  von  (A')  oder  (AJ.  Hieraus  crgiebt 
sich  nach  dem  Grundgesetze  der  Elektrostatik  die  elektromotorische 
Kraft  nach  der  Richtung  der  Tangente  des  Kreises 


31. 


in  A  =  a  — 


irr  sin  i  ti 


cosj  ff  =  a  ^/y 


inA  =  + 


4rr  sin  ^  «* 


•cos{«  =  +  -^/4- 


» 
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TolgUcli  für  die  verlangte  Ausgleichung 

oder 

±  e=  +  «T  .  . 

Auf  gleiche  Weise  ergiebt  sich,  yremt  der  Kreis  durch  die  Punkte 
A ,  [A^] ,  AS  lA*) ,  etc.  IQ  in  gleiche  TbeUe  getheilt  "wird  und  io  dem  A 
diametral  gegcnuberiiegendeii  Punkte  B  die  elektromotorische  Kraft 
•=  a  gegeben  ist,  eine  solche  Yerfheilang  freier  Elektriciiat  in  2n  Punk- 
ten (A*),  (A'),  etc.,  durch  wekhe  die  elektromotorischen  Krtlfle  in  den 
2n  Punkten  A ,  A\  etc.  ausgeglichen  werden.  Denn  bezeichnet  ±  e^  die 
freie  Elektricität  in  (A*) .  (A,) ,  ±  e,  in  (A») ,  {A^  ,  etc. ,  und  r  den  Halb- 

messet  des  Kreises,  and  setzt  man  — ,  .  ta^-t,^,  =  Pm  .  so  ßndet 

Irr  Isin  <t^  ' 

man  die  elektromotorische  ICrafl  nach  der  Richtung  der  langenle  des 
Kreises 

in  Ä  =  «  —      .  «,  —  2p^i .  <^  —  .  . .  _      .  ^ 

m  A  =       +  •  •  •  + 
in  A"  oder  in 

=  Pm-i^    Pt«m  -k-  Ptem+i      +  •  •  •  + 

+                         i'-W^'a   +    .   ■  .    +   ;  r,.  -  /».^^n^m+l  —  .  •  .  — 

worin  fllr  m  allo  tjanzen  Zahlen  von  1  Iji.s  n — 1  i:(>selzt  werden  können. 
Durch  Gleichüelzuni?  aller  dieser  ??  4  V'  Wri  the  erhalt  man  n  Gleichun- 
gen zur  Bestimmung  der  n  unbek.iniiti  ti  Grossen     ,     .  .  .  .  c; . 

Ferner  ergiebt  sich  der  Mittelwertb  der  beiden  ersten  von  obiigen 
(a+4)  gieichgesetzlen  elektromotorischen  Kräften  k 

*  =  4  «  +    — j»J«i  +  {p»—P^t)h'*'--- 
und  die  Snmme  aller  zusammen 

folglich 

oder  9  =  f»k. 

Z.  B.  für  fi  =  S  ergiebt  sich 

e^  =1  0,01567  .  4mi 
=:  0,05833  .  irni 

k 
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i  Üi'  «  =  4  ; 

c,  =  0,001537  .  iira 
e,  -~  0,004744  .  4mi 
e,  =  0,008570  .  irra 
—  0,015922  .  irra 
k  =lo 

f  Ur  »  =  8 : 

e^  =  0.00(1 1  .  irra 
e,  =-  0,0004771  .  irra 
e,  =  0, 000  HO  i  7  irra 
0,0011 493  .  4rra 
£^r=  0,0015271  .  4rra 
e^z=  0,00 107 .  4rra 
e,  -  0,0025901  .  irra 
«^  =  0,0041187  .  4fyv 

Je  grösser  die  Zahl » ist ,  desto  mehr  nähert  sich  der  Werth  von  den 
Werthen 

i"  ^1 » ^  •  •  •  • 

Vertheilt  man  nun  die  Hassen  e, ,  .  .  e« ,  ftlr  weldie  die  Abweichun- 
gen Yon  den  Massen  ,  3«, , . . .  (2m — 4)«^  als  unmerklich  vernachläs- 
sigt werden  dttrfen,  aof  die  m  Kreisbogen  « in  deren  Mitte  sie  lie- 
gen, dem  Abstände  x  yom  Ponkte  A  proportbnal ,  so  ist,  wran  b  einen 
coDStanten  Factor  beaeichnet, 

m 


»  I  xd 


nr 


fok'lich  6  =  • 


ffjr  rr 

Nun  war  die  elektromotorische  Kraft  der  in  der  Mitte  der  m  Kreis- 
bogen     concentrierten  Massen  «1»    . . . .     im  Punkte     wenn  depr 

Kreisbogen  nr  so  klein  dass  seine  Abmehnng  iron  der  gandeD 
Linie  als  uuneridich  betrachtet  werden  darf , 


  4iMi  4 
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&ho  die  |?anzo  von  diescu  m  Massen  im  Punkte  A  au^^uübte  elektromu- 
torisehe  Kraft 

=  Tis^  0 + 4  +  •  •  +  Tsrr)  "k  =  *  0  + 1  +  •  •  + -ais-)  * . 

Die  elddromotorische  Kraft  dagiegen,  welche  von  der  ntfmlicben,  nach 
dem  angegebenen  Gesetie  stetig  auf  den  ganzen  Bogen  nr  ver- 
theillen  Masse  im  Pankle  A  ausgeobt  wird,  wenn  diese  lineare  Verthei- 
hmg  nach  Art.  30  die  Stelle  der  wirklichen  Vertheilang  aof  der  Ober- 
flache eines  dttnnen  Drahts  von  dem  Halbmesser  a  vertrilt,  wird  ge- 
Amden  . 


6  log  nat 

T 

Diese  beiden  Ausdrucke  für  die  von  den  m  ^Massen  im  Punkte  A  aus- 
geübte eiektrouiütoi  ische  Kraft  sind  gleich,  w  cua  a  einen  solchen  Werth 
erhält,  dass 

d.  i. 


imitr 


ea  ^  *"  ;rre  -«  «  +  i  +  •  •  + 


n 


ist,  worin  e  die  Grundzahl  des  natürlichen  Logarithniensystems  be- 
zeichnet. Je  grösser  die  Zahl  n  und  folglich  ancli  die  Zahl  m  ist,  desto 
geringer  ist  der  Einfluss,  vs  clchen  es  auf  den  Werth  von  a  hat,  ob  die 
Zahl  m  um  einen  oder  einige  Einheiten  grösser  oder  kleiner  genommen 
wird.  Denn  bezeichnet  m  eine  grossere  Zahl  und  a  den  Werth ,  wel- 
chen a  crliHlt,  wenn  m  um  I  vogrüssert  wird,  so  Ittsst  sich  a  dar- 
stellen durch  ^  3m"~^  "  '  grosse  Wcrthe  von  m  hur  wc- 
n^  von  a  verschieden  ist.  Für  diesen  Werth  von  a  kOnnm  also  die  in 
den  Mittelpunkten  der  m  Kreisbogen  concentrierten  Massen  freier 
Blektricitttt  an  die  Stelle  einer  gleich  grossen,  an  der  Oberflache  des 
Leiters  stetig  vertheilten  Masse  gesetzt  werden;  denn  Air  den  dem  be- 
trachteten Punkte  zunächst  liegenden  Iheil  der  Eette  folgt  dies  aus  der 
eben  nachgewiesenen  Gleichheit  d»r  elekiromotorischen  KrStfte,  Air  die 
fecneren  Theile,  der  Kette  leuchtet  es  aber  eben  so  wie  Art.  30  von 
selbst  ein. 

Far  den  oben  betrachteten  Fall,  wenn  »  =  8  ist,  sieht  man  toicht, 
dass  m  nicht  grosser  als  2  genommen  werden  kann ;  folglich 

ea  —  \  /rw^^ss  0,40915  .f. 
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Dieser  Werth  von  «  ist  mm  nllf rdin«s ,  weil  so  kleine  Werlhe  von  « 


und  m  ihm  zu  Grunde  gelogt  wordon,  nicht  als  genau  ru  holrachten 
und  ergiebt  sich  ausserdem  zu  ijross .  als  dass  die  Art.  30  onuvii  kelten 
Regeln,  welche  nur  filr  kleino  Wcidn  \  ii  a  gelten,  mit  hinnMchonder 
Gcnaiiiiikeit  aiiue wendet  wcrtlen  konnl«  ii  Eine  genauere  Anwendung 
dieser  Regeln  vvUrde  fordern,  dass  »  nicht  kleiner  als  32  wäre,  wo, 
wenn  man  m  =  4  annähme , 


ea  =  inre    «»  =  0.02749  .  r 

erhalten  wttrde.  Der  vorliegende  Fall  mOge  daher  nur  zur  ErlAuterong 
dienen,  wie  auf  dem  angegebenen  Wege,  trotz  der  üngenauig^eit  und 
der  Grosse  Ton  »,  die  Vertheilung  der  freien  Eleklricitttt  im  Leiter  und 
die  daraus  resultierende  elektromotorische  Kraft  doch  einigermassen 
naherungsweise  bestinuni  werde.  Ausser  dem  Werlhe  von  ea 

ea  =  0,10915  r 
erhtllt  man  nfimlicb  ftir  diesen  Fall 

5  =  .1*.  .  JL+Jb-  =  0.0082."19  .  a 

■ttrt  rr 

und  die  in  der  ganzen  KeUe  gleiche  olektromotoriäche  Kraft 

Diese  Besoltate  lassen  sich  nur  mit  den  S.  285  gegebenen  Formehi 
vergleichen,  wonach  dieselbe  elektromotorische  Kraft  naherungsweise 
durch  folgende  beide  Ausdrücke  daiigestellt  werden  soll,  nttmUeh  durch 


wobei  zu  beachten  ist,  dass  dort  das  Massenelement  der  freien  Elddxi- 
citat  in  dem  Bogenelemente  rdqt,  welches  in  einer  kleinen  Entfernung 
vom  Indifferenzpunkte  A  sich  befindet,  durch  tupdtp  ausgedrückt  wor- 
den ist,  wahrend  hier  dasselbe  Massenelement  mit  iwdx  bezeichnet 
wurde,  wo  «  =  r9  und  dx  =  nkp  ist:  es  ist  also  in  diesen  beiden  For* 
mein  a  =  5rr  zu  setzen,  ffiemach  ergicbt  sich  nun  naherungsweise 
entweder 


oder  durch 


-^(togbot-s--!-.) 


oder 
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slatt  oben  k=^  0»06S5  . •  gefimden  worden  ist.  Man  sieht 

also  hieraus»  den»  wenn  der  oben  berechnete  Werth  von  k  niH  den  bei- 
den leCfleren  Niherangswerthoi  audi  nicht  genau  ubwetostimnit,  was 
bei  der  Ungenanigkeit  ond  Grosse  des  Werths  von  a  nnmOglich  ist, 
jener  Weg  doch  selbst  anler  diesen  ungünstigen  Yerhältnissen  wenig- 
stens zu  einem  Werthe  Air  k  von  gleicher  Grifssenordniing  fuhrt.  Eine 
grossere  Uebereinstimmung  darf  erwartet  werden,  wenn  die  Rechnung 
z.  B.  für  n  =  32  oder  für  noch  grössere  Zahlen  ausgeführt  würde. 
Durch  eine  angemessene  Vergrösserung  der  Zahlen  n  und  m  würde 
.sich  die  VertheiUing  <ler  freien  Elektricilät  in  dem  Huearen  Leiter  so- 
wohl, als  aucli  die  davon  abhängige  elektromotorische  Kraft  naheruugs- 
weisc  mit  jeder  verlangten  Schiirfo  bostitiiiiicn  lassou. 

Es  ist  Übrigens  kaum  nolhii;,  hesonders  zu  bemerken,  dass  in  obi- 
ger Darstellung  die  Kreisform  des  Leiters  nur  beispielsweise  zur  Ver- 
einfaclmiig  der  Rcchnuug  gewählt  wordeu  ist,  dass  aber  dieselbe 
Methode  fur  jede  andere  lineare  Form  des  Leifers  anwendbar  bleibt. 
Dasselbe  gilt  auch ,  wenn  slatt  einer  elektrouiotorischeu  Kraft  mehrere 
solche  Kralle  an  verschiedenen  Sielh^n  des  Leiters  gegeben  sind ,  oder 
wenn  der  Leiter  in  Abtheiluiitj;en  von  verschiedenem  specifischen  \\  uler- 
stauUe  zertiillt .  und  daher  eine  ungleichförmige  VerÜieilung  der  eleklro- 
moloris'  lien  Krall  nach  l*rujHn  inui  tiiest;»  Widerslandes  statttindcn  muss. 
Üeberhaupl  ist  die  Aovveutluug  dieser  ^lelhode  abgesehen  von  dem 
Umfange  der  Rechnung,  aur  dadurch  beschränkt,  dass  lineare  Leiter 
vorausgesetzt  werden. 

aa. 

Ifachweisung}  wie  die  sn  eb'em  gleiehibmigen  «nd  beharrliehen 
Strome  nothwendige  Vertheilnng^  der  freien  Elektricitlt  an  der 
OberlbUshe  des  geseblossenen  Leiters  entsidie. 

Es  lenchlet  ein ,  dass ,  wenn  nur  in  einzelnen  Punkten  einer  ge- 
schlossenen Kette  elektromotorische  Kräfte  gegeben  sind,  unmitteltiar 
nur  in  diesen  Punkten  eine  elektrische  Strömung  beginnen  kann  und 
nicht  in  der  ganzen  Kette;  denn  in  allen  denjenigen  Theilen  der  Kette, 
aufweiche  keine  elektromotorischen  Klüfte  wirken,  werden  die  elektri> 
sehen  Fluida  auch  nicht  bewegt.  Beginnen  aber  die  elektrischen  Fluida 
an  den  Stellen,  wo  elekiromoloriscbe  Krttfte  gegeben  sind,  sich  zu  be> 
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wegen,  und  zwar  das  positive  Fluidum  nach  der  einen  Riclihinu,  das 
negative  nach  der  enfgegengo.scfzleri  Richtung,  wikhrend  die  Himla  vor 
ihnen  noch  in  Ruhe  beharren,  m  wird  durch  die^ies  Furltfchiehen  des 
positiven  Fluitiums  nach  der  einen  Seite  zu  auf  dieser  Seite  eine  Au- 
samuilung  von  freier  positiver  Kleivtrieitilt  hervorgebracht,  welelie  so- 
gleich eine  eleivlrüiuotorische  Kraft  vorwilrls  und  rückwHrls  ausübt. 
Rückwärts  schwadU  sie  ilie  Wirkung  der  gegebenen  elektromotorischen 
Kraft  oder  hel)t  (Ihm  11  c  auf,  vorwärts  tibi  sie  eine  cleklromoto- 
rische  Kraft  m  liieiriieni  Sinne  aus,  wie  die  gegebene,  nur  an  einer  an- 
dern Stelle  der  Kette.  l)assel!)e  gilt  auch  von  dem  in  entgegengesetzter 
Richtung  fortgeschobeuen  negativen  Fluidum ,  so  lange  die  elektrischen 
Fluida  in  dem  vor  ihm  gelegenen  Theile  der  Kette  in  Bidie  verharren. 
Auch  die  daraus  sich  ergebende  Ansammlung  freier  negativer  Elektri- 
cilät  wirkt  sogleich  rückwärts  und  vorwärts,  schwächt  nlimlicli  rück- 
vrMiis  die  Wirkung  der  gegebenen  elektromotorischen  Kraft  und  übt 
vorwärts  eine  elektitHnotoiische  Kraft  in  gleichem  Sinne  aus,  wie 
die  gegebene,  nur  an  einer  andern  Stelle  der  Kette.  Setst  man 
dieae  BelraditaDg  fort,  so  Qbersiebt  man  im  Allgemeinen ,  dasa  nur  bei 
einem  glelchAlnnigen  Stivme  in  allen  Theflen  der  Kette  diese  Ansanun- 
famgen  freier  BlektridUlt  zu  wachsen  aufhtlrea  und  siationilr  werden 
tonnen,  und  dass  jede  Abweicliung  von  der  Gleichförmigkeit  des  Stroms 
unmitlelbar  eine  Verlinderang  in  diesen  Ansammlungen  mit  sich  flihrt, 
welche  so  lange  xnnimmt,  bis  dieUogleichfbimigkeit  des  Stroms  wieder 
verschwunden  ist. 

DiO  Art.  29,  30  erOrlerle  Yerlheihmg  der  freien  Elektridtat  an  der 
Oberflache  dea  Leiters  ist  nun  zwar  der  Art,  dass  kein  Gleichgewicht 
der  vertheüten  freien  Elektrictuit  dabei  bestehen  kann;  dehn  dazu  wäre 
nölhig,  dass  dm  Resultante  aller  Krttfte,  wdche  dn  Theilchen  der  fr«en 
Eleklricitllt  ah  der  Oberfläche  von  aUen  Übrigen  erleidet,  gegen  die 
Oberflttehe  senkrecht  und  nach  aussen  gerichtet  wttre-,  was  nicht  der 
Fall  ist.  Denn  aus  der  Art.  29  gegebenen  Darstellung  eihellt  von  selbst, 
dass  ausser  einer  gegen  die  Oberfläche  senkrechten ,  nach  aussen  ge- 
richteten Kraft  noch  eine  tangentiale  Kraft  für  jedes  Theilchen  der  freien 
Elekttuuai  aa  der  Oberfläche  resultiere,  woraus  folgt,  dass  diese  freie 
Elektricität  an  der  Oberllfiche  nicht  in  Ruhe  beharren  küuue.  sorulern 
an  der  Strömung,  uel  he  im  Innern  stattfindet,  Anlheil  nehmen  müsse. 
Diese  Tbeilnahme  der  freien  ElekLricität  der  Oberfläche  an  der  Strö- 
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mung  im  Immn  Icana  aber  mit  einer  anveiiladateii  Vertkeilung  der 
freicD  Elektriciiat  an  der  OberflUche  des  Leiters  wohl  bestehen.  Denn 
stellt  man  die  Vertheiiung  aller  strOmendcn  positiven  Elektricitat,  am 
Raudc  uod  im  Innem ,  Air  den  zu  einer  gwaden  Linie  ausgei>treckt  ge- 
dachten Leiter      durch  die  Ordinaten  einer  anderen  geraden 


Linie  BC  dar  und  oben  so  die  Vertheiiung  aller  strömenden  negativen 
ElektricitlU  durch  die  Ordinaten  einer  dritten  geraden  Linie /TC,  welche 
die  Linie  BC  in  0  schneidet,  so  sind  nach  dieser  Darstellung  im  Quer- 
schnitt OP  beide  Fluida  in  gleicher  Menge  vorhanden ;  von  P  nach  A 
zu  wächst  aber  der  Ueberschuss  an  positiver  Elektricität  proportional 
mit  dem  Al)slande  von  P ;  \nn  P  nach  A  zu  wächst  der  Ueberschoss 
an  negativer  Elektricitat  ebenlalls  proportional  mit  dem  Abstände  von 
P.  Die  aUgeinciiie  Strömung  wird  alsdann  durch  ein  gleich  schnelles 
Fortrucken  der  Linien  £C  und  BC  in  entgegengesetzter  Richtung  parallel 
mit  AA' dai^stellt ,  woraus  sich  leicht  ergiebt,  (Ia5^s  die  Ordinale  des 
Schneidangqpunktes  beider  Linien  PO,  <!.  h.  der  Indifferenzpunkt  der 
Kette,  unverrUckt  bleibt  und  dass  aoch  durch  dieses  Fort  rucken  das 
Wachsthum  des  Ueberschusses  an  einer  von  beiden  Eiektricitäten  mit 
dem  Abstände  von  P  unverändert  bleibt ,  wenn  nur  vorausgesetzt  wer- 
den darf,  dass  in  den  Gontaktpunklen  il'.die  fortgerttckte  ElektriciUlt 
durch  neu  geschiedene  unmer  so  ersetzt  wird»  dass  die  fortgerttdcten 
Geraden  BC  und  ITC  rttckwflrts  immer  so  >veit  verlängert  werden, 
dass  sie  bis  zu  den  Ordinalen  der  Punkte  A ,  sich  erstrecken.  Nach 
dieser  bikllichen  Darstellung  konnte  es  scheinen,  als  wenn  die  Meo^ 
der  zwischen  Ä  und  strömenden  ElektricitlU  immer  grosser  wdrde. 
Dies  kommt  daher»  weil  dabei  die  in  A  und  A'  immer  neu  geschiedene 
und  nach  entgegengesetzten  Seiten  bewegte  Eieklridiat  in  Rechnung' 
gebracht  ist, '  wahrend  aof  die  zwischen  A  und  Ä  durch  Wiedel^ 
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Teremigung  zar  Hohe  kommendeii  Elektricität  keine  Rtloksidit  genom- 
wm  uL  Diese  aUmttUige  Wiederveretnigiing  beider  eleklriscbeD  Fldda 
zwiscbea  A  md  A'  Ittsst  sich  aber  auch  leichl  bildOcb  darstellen  durch 
ein  ForlrOcken  der  Absdssenlioie  nach  oben,  welches  mit  solcher  Ge- 
schKrindigkeit  geschehen  kann ,  dass  die  Ordinate  PO  kmot  gleiche 
Lsnge  behält»  wodurch  ausgedrackt  wird ,  dass  die  Menge  der  daselbst 
befindlichen  positiven  und  negativen  Elektridtttl  nnvertadert  bleibt. 

In  dieser  DarsteUvng  ist  das  Ohm' sehe  Gesetz  der  Proportionalität 
ftr  die  Ladnng'der  Kette  angenommen.  Sollte  aof  die  in  den  vorher^ 
gehenden  Artikehi  erörterte  Abweichung  von  diesem  Gesetze  Rueksicht 
genommen  vrerden,  so  mosste  zugleich  auch  der  Unterschied  der  Ge- 
schwindigkeit hl  Rechttuog  gebradit  werden,  mit  welcher  die  beiden 
Elektricitaten  strömen  mttssen,  wenn,  bei  einem  vorhandenen  Über- 
schuss  der  einen,  gleiche  Quantitäten  von  beiden  durch  den  QuerscUnitt 
frohen  sollen.  Auch  dürfte  dann,  bei  genauerer  Erörleiuiii;,  das  elektro- 
statische Princip,  welches  hier  der  Einfachheit  wegen  mm  Grunde  ge- 
legt worden  ist,  nicht  mehr  i^euügend  befunden  und  daiK  r  das  Zurück- 
gehen auf  das  allgemeine  Grundgesetz  der  elektrischen  Wirkung  ftlr 
nothwendig  erachtet  werden. 

33. 

Während  des  Dracks  dieser  AhhandUuig  ist  in  Puggendorffs 
Anna!»^Ti  W<\  7'.)  S  ,"00  eine  von  liorm  Dr.  KirrhholT  der  physica- 
lischen  (iesellschati  zu  Berlin  gemachte  Alillli'  ilung  erschienen:  „Ueber 
eine  Ableitung  der  Ohm' sehen  Gescfze,  welche  sich  an  die  Theorie 
der  Elektrostatik  anschiiesst'',  worin  die  Principien  ,  auf  welchen  auch 
die  vorbeigehenden  BrOrterungcn  beruhen ,  einer  genaueren  Prüfung 
unterworfen  worden  smd.  Insbesondere  ist  gezeigt  worden ,  dass  die 
Ohm' sehen  Gesetze  der  galvanischen  Kette  in  keinem  nothwendigen 
Zusammenhange  mit  der  von  Ohm  bei  ihrer  Ableitung,  im  Widersprache 
mit  dem  elektrosfalisclicn  Grundgesetze,  gemnrhten  Voraussetzung  ste- 
hen, dass  die  Elektricität  in  einem  Leiter  sich  in  Ruhe  befinden  könne, 
wemi  sie  den  Rauminhalt  desselben  mit  gleichmHssiger  Dichtigkeit  er- 
Hille;  dass  viehnebr  die  Ableitung  jener  Gesetze  unvettUidert  bleibe, 
wenn  man  statt  jener  mit  dem  elektrostatischen  Grundgesetze  in  Wider^ 
sprach  stehenden  Voraussetzung  eine  andere  damit  ttbereinstnnmende 
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und  daraus  niil  Nothwendigkeit  resultierende  substituiert ,  nämlich  dass 
das  neutrale  elektrische  Fluidum  in  einem  I.eiter  sich  in  Ruhe  befinden 
kOnne,  wemi  das  Potential  der  an  seiner  Oberfläche  vertfaeilten  freien 
Elektricität  im  Innern  des  Leiters  Überall  gleichen  Wetlh  hat.  und  wenn 
man ,  im  Verlaufe  der  Ableitung ,  im  Innern  des  Leiters  den  Potential- 
worth der  freien,  an  der  Oberflttcbe  betindlichen  Elektricität  fur  die 
Dichtigkeit  der  Elektricität  setzt,  welche  nach  Oh  m  int  Iniiem  des  Len 
ters  selbst  stattfinden  soll.  Die  von  Kirchhoff  hienron  gegebene 
Nachweisung  ist  so  kurz  gefasst ,  dass  sie  keioea  Ammg  gestattet,  imd 
es  moss  deshalb  auf  das  Original  selbst  verwiesen  werden.  Es  möge 
daraus  nur  die  Schlossbemerkung  angefiihrt  werden,  welche  Kirch- 
hoff  beigefügt  hat,  durch  die  er  die  ZaruckAihruDg  der  tiesetze 
der  galvanischen  Kette  auf  das  tirundgesels  der  Blektrostatik  zu 
recfaifertigen  sndit,  dft  dodi  die  Oesetxe  der  galvanischen  Kette 
elektrodynamische  Brscheinongen  betreffen,  m  deren  Eridtt- 
nmg  sonst  das  elektrostatische  Grundgesetx  hn  Ällgememen  nioht  ge- 
nogt.  Bs  heisst  a.  a.  O.  S.  51 S : 

«Den  dorchgeftihnen  Betrachtangeii  liegt  das  elektrostatische  Ge> 
setz  der  Wiikang  elektrischer  Theilchen  m  Grunde.  Aus  dkiseoi  Ge- 
setze hissen  sich  die  Amp^*schen  eldctrodynamischen  Brsdieiniingen 
und  die  hiductionserscheinangen  nicht  erklären;  Weber  hat  ein  allge- 
meineres Gesetz  gefunden,  durch  welches  es  ihm  gelungen  ist,  jene 
Brscheinungen  zu  erklSren,  ein  Gesetz,  m  d^seu  Ausdruck  die  relative 
Geschwindigkeit  der  Theilchen,  deren  Wirkung  auf  einander  betrachtet 
wird,  voritoramt,  und  das  in  das  eleklroslatisdie  flbergeht,  wenn  diese 
Geschwindigkeit  verscfawmdet.  Um  die  verschiedenen  Felder  der  Blek- 
tricitfltslehre  unlo' einen  Gesichtspunkt  zu  bringen,  muss  man  sidi  daher 
die  Aufgabe  stellen,  die  Gesetze  der  Strömungen  In  der  geschlosseaen 
Kette  aus  dem  Weber'scben  Gesetze  abzuleiten.  Diese  Herleitung 
scheint  schwer  zu  sein,  «foch  ist  es  leidit,  «  pottmori  zu  bewmsen,  dass 
die  VorsteUung  von  den  Strömungen,  zu  denen  die  Annahme  des  elek- 
trostatischen Gesetzes  geführt  hat,  auch  mit  dem  Weber'schen  Ge- 
setze in  Einklang  ist,  wenn  man  noch  enie  gewisse  Hypothese  zu  Hülfe 
ntnmit,  die  Hypothese  nümlidi,  dass  bei  der  Berechnung  der  Kraft, 
welche  eine  Scheidung  der  beiden  Blektricitüten  in  dem  Raamelemento 
f  eines  der  Leiter  hervorbringt,  die  Blektricitttten  in  v  als  ruhend  ang&> 
sehen  werden  mtlssen.  Diese  Annahme  hat  nichts  Widerstrebendes, 
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wenn  umd  ach  vorsfollt ,  dass  die  Bewegung  der  Elektricität  in  einem 
Leiter  nur  von  Molecül  zu  Molecül  vor  sich  gebt,  so  dass  jedes  Blektri- 
citfltstheilchen  bei  einem  Molectile ,  bei  dem  es  ankommt ,  einen  Ruhe- 
punkt  findet.  Bei  dieser  Yorstellung  kann  man  leicht  zugeben ,  dass  die 
Elektricitätsmenge ,  die  von  einem  Molecttle  zu  einem  benachbarten 
ttbergeftihrt  wird,. nur  durch  die  KiUfte  bedingt  wird,  die  auf  die  Eleic- 
tricitälstheilcben  ansgeubt  werden,  wahrend  sie  noch  an  jenem  Mole* 
cul  sich  m  Ruhe  beBnden,  nidit  aber  durch  die  Krttlle,  die  auf  sie  wir- 
ken, wahrend  sie  schon  auf  dem  Wege  zum  folgenden  Molecttl  sind. 
In  Bezug  auf  die  Theorie  der  Induclion,  die  Weber  gegeben  hat,  ttt 
es  gteichgtütig.  ob  man  diese  Annahme  macht  oder  nicht.  Macht  man 
dieselbe  und  denkt  sich  ttbrigens  die  Strömungen  in  der  Kette  so,  wie 
sie  die  Voraussetzung  des  elddrostatischen  Gesetzes  engeben  hat,  so 
ist  es,  in  Bezug  auf  die  Grosse  und  die  Richtung  der  Kraft,  welche  die 
Elektricitflteo  in  dem  Elemente  «  zu  scheiden  strebt,  —  also  in  Bezug 
auf  die  elektromotorische  Kraft,  wie  Weber  sie  nennt,  —  gteidigldtig, 
ob  man  von  dem  elektrostatischen  oder  dem  Weber' sehen  Gesetze 
ausgeht;  Der  Unterschied,  der  möglich  wttre,  mttsste  nHmfich  herrühren 
von  den  Krilften,  welche  die  in  den  andern  Theilen  des  Systems  stro- 
menden Elektriciimen  ausüben,  und  diese  KrtUle  tragen  nach  Dem,  was 
Weber  bewiesen  hat,  zu  jener  elektromotorischen  Kraft  nichts  bei, 
da  die  Strömungen  conslant  sind  und  gleiche  Mengen  der  beiden  Elek- 
triduten  nach  entgegengesetzten  Bichtongen  mit  derselben  Geschwin- 
digkeit führen.« 

34. 

Durch  Vergieichnnrr  elektromotorischer  und  galvanometrischer  Beob- 
achtungen der  galvanischen  Kette  diejenige  relative  Geschwindigkeit 
zweier  elektrischer  Massen   7U   Iieslimmen ,   hei  welcher  weder  Ao- 
Ziehung  noch  Abstouung  stattüudet. 

Ist  das  Gesetz  der  Vertheilung  der  freien  Elektricität  an  der  Ober- 
flache des  Leiters  eines  gteichförongen  und  beharrlichen  Stroms  gege- 
ben, so  lagst  sich  daranf  eine  fMr  die  Elektaicitatslehre  im  Allgemeinen 
wichtige  Anwendung  gründen.  Es  leuchtet  nSmlich  ein,  dass  alsdann 

die  elektromotorische  Kraft  einer  Kette  auf  doppelte  Weise  bestimmt 
werden  kann,  nämlich  erstens  aus  ihrer  Wirkung,  d.  b.  aus  der  Inten- 


SM 


siUlt  des  von  ihr  bei  einem  bekannleo  Widerstände  der  Kette  hcn  or- 
gebrachlcn  Stroms.  Hierdurck  wird  die  Bestimmung  der  elektromolo- ' 
mcheu  Kraft  von  den  Mewangen  der  Stromintensitäl  und  des  Wider^ 
staodfl  der  KeUe  ebldiigig  gemacht,  welolio  beide,  wie  in  dieser 
Abhandlung  geie^t  worden  ist,  nach  absoluten  Maasseo  aiufUhrbar 
smd.  Zweiiens  kann  sie  aus  ibrar  Orsaehe  beaUmmt  werden, 
d.  b.  aus  der  aaf  der  Obedbicbe  des  Leiten  vertheihea  (reiea  Elektri- 
4»lit.  Sind  die  SlroBinleBflilllt  i  «nd  der  WideralaDd  der  Kette»  nach 
den  Art  SM  defiaierlen  Maaaaen  geAmden,  ao  wird  die  eMclromolo- 
risdie  Kraft  der  ganaen  Kette  aneh  dem  dort  angegdieaeo  Maaase 
durch  das  Prodold 


bestimmt,  mid  dieier  Werth  Icami  nach.  Art.  S7  äaroh  Holtiplioalioii 
mit  i.  auf  das  allgemeine  Kraftmaass  der  Hechanik  rednciert  werden, 
wo  «  die  relative  GeachwindigMt  beaeiefanet,  mit  welcher  swei  elek- 
friaehe  Heseeo  gegen  einander  bewegt  werden  maasen,  wenn  aae  ein- 
ander weder  anziehen  nocb  abaloaaen  aollen.  iNe  elekiramolofiache 
Kraft  der  gansen  Kette  ist  alao  nach  dem  allgemeinen  KraHmaaeae  der 
Mechanik,  aus  ihrer  Wirinug  berechaet. 

Zur  Bestimmung  der  elektromotorischen  Kraft  derselben  Kette  aus  ihrer 
Ursache  mOge  nun  der  im  30.  Artikel  gefundene  Ausdruck 


zum  Grunde  gelegt  werden,  worin  einen  kleineren  Werth  als  J  und 
einen  irrfisscron  ;t!s  •  hat.  Nach  S(Mle  281  bezeichnet  l)ierin  o  denjeni- 
fM  II  1  .i(  toi  wi'kheruiit  (7 — 7T)d(f  mullipliciert  die  Ma^ise  der  freieii 
Eieklru'iUU  giebt ,  ^^  elche  auf  d<'iu  LHugcnelcmente  der  Kelle  rd^  am 
Ende  des  Hogens  ry  vertLeilt  iaL  Ist  aun  die  Masse  der  freien  Elektri- 
citdt  zweier  Elemente  der  Kette  von  der  Länge  db,  das  eine  am  Ende 
des  Bogens  rt  —  das  andere  am  Ende  des  Bogens  n-^x  wirklich 
gemessen  und  erslere  —  £dc,  letztere  :=£'^  gefunden,  so  ist 

Eds  =  —  fljfdjf 

Fdr    -  +  oxdx 
und  rdx  =  dx  zu  setzen ;  folglich 


rr 


(log  cot  - 


«  ^  —  E}. 
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Saut  Mü  mm  4kBn  Werth  für  a  in  obigen  Ausdruck,  so  erhllll  man 

'  Tr  0«8  cot  -•^  -  ßn)  , 
Dieser  Ausdruck  giebt  aber  nicht  die  eleklroaiotorische  Krafl  für 
ganze  Lüngo  der  Kette,  sondern  nur  Air  ein  dem  Ltogenmaasse  gleiches 
Stück  der  Kette  und  niuss  mit  der  Lange  der  Kette  =  %jvr  multipliciert 
werden,  wenn  die  elektromotorische  Kraft  der  ganzen  Kette  erhalten 
worden  soU,  nüinKch: 

-7- tr-«)  (log  «01-^-^,), 

Uieniach  ergiebl  sich  nun  endlich  durcli  Gleichsclzung  der  nach  beiden 
Mclhoden  bestimmten  elcklrumotorischen  krutl  dei*  ganzen  Kette  fol- 
gere Gleichung : 

A  »=      (*•_ *)  (log  c«  -2-  - <f,) 

oder 

C=s  -*«   i  

«    e-B     log  cot  -£  

Es  ist  also  hierdurch  dicu'enige  Geschwindigkeit  e  beslimnt,  mit  welcher 
zwei  elektrische  Massen  gogien  einander  bewegt  werden  mdssen ,  wenn 
sie  einander  weder  abstossen  noch  anziehen  sollen.  Aus  dem  Grund- 
gesetze der  WechseHviilmng  zweier  elektrischer  Messen,  wie  es  in  der 
ersten  Abhandhu^  tiber  «Btoktiodfnamische  Maassbestinomungen«  . 
aosgesiwQcfaen  worden  ist,  so  wie  ans  Art  ^  in  dieser  Abhandlung, 
wo  gezeigt  worden  ist,  dass,  wenn  diese  Gesehwind^keit  e  bekannt 
ist«  olle  elchtioBHUoriscfaen  Kräfte  noch  dem  m  der  Mechanik  festgesetz- 
ten Krallmaasse  aMgedrtlckt  werden  kttanen,  leuchtet  die  Wicfatigkeii 
der  Bestinummg  dieser  Geschwindigkeit  e  von  selbst  ein.  Bei  dieser  Be» 
deottiQg  von  e  ist  es  aber  selbst  schon  von  Interesse,  die  M^chkeit 
emer  solcbenBesIhnmung  nacbzuweiBeo,  aodi  wenn  die  wirkliche  Aus- 
Odinmg  auf  ffindemisse  stos^  sollte ,  welche  noch  nicht  tiberwunden 
werden  könnten,  weil  es  dazu  noch  an  den  geeigneten  Instrumenten 
fehlt.  In  der  That  dürften  jetzt  noch  golche  Hindernisse  der  Aus- 
führung der  feinen  elektrümetnschen  Messungen  entgegenstehen,  durch 
welche  ilin  Grössen  £' und  E  gcTuiHlf  a  werden  sollen.  Alli'  unsere 
jetzigen  Elektroskope  und  Elektrotiu  ler  .scheinen  zur  Ausführung  dieser 
Messungen  nicht  geeignet:  es  würde  damit  nur  möglich  sein,  das  Ver- 
hiiltniss  der  Grös.sen  E  um\  E  zu  heslimmen.  aber  nicht  ihren  abso- 
luten Werth ,  weuigtitens  ist  bisher  keiu  Versuch  dieser  Art  damit  ge- 
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Biacbl  worden.  Die  Gonstniclioii  neuer  Elektroskope  mid  Blektromeler, 
welche  dazu  geeigneter  wlren ,  bfldet  aber  eine  Aufgabe  flir  sicii,  mil 
der  wir  ans  hier  nicht  beschfliligen ,  weil  wir  uns  in  dieser  Abhandfang 
nor  auf  elektrodyiiamische  Haassbestimmnngen  beschränken. 

35, 

Ueber  das  Verhlltniss  der  Geschwindigkeit  der  StrOarong  mr  Ge- 
schwindigkeit der  Fortfiflananng  des  Stroms. 

L'ebcr  die  Geschwindigkeit,  mU  welcher  die  elektrischen  Fluids 
selbst  in  den  Leitern  sich  bcwepon .  Hegen  nocii  L::di  keine  Data  vor. 
Man  w  e  iss  nur,  dass  die  tieschwindigkcit,  mit  wt  lrher  manche  elektri- 
sche Piiänomene,  wie  der  Bh'tz,  sich  verlmMtrn,  sehr  i^'ross  sein 
müsse,  da  auch  ihre  Verbreitung  durcli  die  grossten  Rüume  nicht  den 
kleinsten  mossharen  Zeitraum  erfordert.  Eben  so  weiss  man  nur,  dass 
die  Verisi ritiini;  oinps  "■alvanlschon  Stroms  durch  eine  lan^'O  Ki  tte  mit 
ausserordtiilljchcr  Geschwindigkeit  gescliehe,  weil  die  Z(  it,  welche 
erfordert  wird ,  bis  ein  an  einer  bestimmten  Stelle  der  Kette  erregter 
Strom  in  allen  Theiien  der  Kette  gleiche  Intensität  erlangt,  so  klein  ist, 
dass  sie  bisher  noch  auf  keine  Weise  hat  gemessen  werden  können. 
Die  Versuche  von  Wheatstonc  über  die  Ungleichzeitigkeit  der  Funken, 
welche  an  verschi(!denen  Stellen  eines  unterbrochenen  Leitungsdrahts 
hervorgebracht  werden,  wenn  die  in  zwei  Conductoren  angesammelten 
positiven  und  negativen  Elektricitölendurch  den  Leitungsdrahl  sich  mit  ein- 
ander vereinigen,  geben  eben&Us  ttber  die  Geschwindigkeit,  mit  welcher 
die  elektrischen  Fluids  sich  bewegen,  keine  Auskunft,  sondern  nur  tiber 
die  Fortpflanzung  der  Bewegung  durch  das  neutrale  elektrische  Medium 
un  Leitungsdrahte;  denn  das  Erscheinen  des  Funkens  setzt  voraus,  dass 
das  an  der  betreffenden  Stelle  beGndliche  neutrale  elektrische  Medium 
in  Bewegung  gesetzt  worden  ist;  setst  aber  keineswegs  voiaos,  dass 
die  in  den  beiden  Conductoren  zuvor  angesammelte  positive  oder  ne- 
gative Klektfidtät  selbst  durch  den  Leitungsdraht  bis  zu  dieser  Stelle 
hin  gedrungen  sei.  Die  von  Wheatslone  beobachtete  Ungleichzeitigkeit 
der  Funken  an  verschiedenen  Unierbrechungstellen  des  Leitungsdrahts 
kann  daher  nur  Aufscblnss  geben  Uber  die  Geschwindigkeit  der  Ver- 
breitong  der  Bewegui^  durch  das  neutrale  elektrische  Medium  in  den 
dazwischen  liegenden  Tbeilen  des  Leitongsdrahls.  Auch  in  einer  ge- 
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schlossenen  und  nirgends  unterbrochenen  Kette,  worin  durch  elektro- 
motorische Kräfte  (las  Gleichgewicht  litT  elektrischeo  Kluida  fortwUh- 
nifld  gestört  wird ,  miisson  zweierlei  Geschwindigkeiten  unterschieden 
werden,  nämlich  die  einer  von  Theilchen  zn  Theilchen  lu!  pllanzten 
Bewegung  und  die  einer  jedem  Theilchen  eigentimrulicUea  lievvt^ung : 
die  erstere  heisst  die  Geschwiudigkeit  der  Slromv erbrei- 
luni?,  die  letztere  lieisst  die  S  t  rom  geschwind  ig  kei  t.  Bei 
einem  beharrlichen  Strome  in  einer  homogenen  Kette  ist  die  Strom- 
ffeschw  indigkeil  Uberall  gleich.  Ein  solcher  Strom  h<  isst  ein  gleich- 
förmiger, weil  er  sich  durch  die  ganze  Kette  ulr icliformig  ver- 
breitet hat,  und  so  lange  er  unverändert  fortdauert,  ist  von  keiner 
weiteren  Stromverbreitung  mehr  die  Rede.  Soll  von  einer 
Stromverbreitung  wieder  die  Rede  sein,  so  moss  irgend  eine  Verän- 
derung mit  dem  Strome  vorgehen:  der  Strom  muss  stärker  oder 
schwacher  werden.  Es  fragt  sich  dann ,  ob  jede  Aeoderung  in  der 
Starke  des  Stroms,  d.  i.  jetle  Aenderung  in  der  Stromgeschwindig- 
keit, in  allen  Tbeilen  der  Kette  gleichzeitig  oder  alhnahlig,  in  einem 
Theile  nach  dem  andern,  eintritt.  Im  erstem  Falle  würde  man  sagen, 
der  Strom  verbreite  sich  mit  onendlicher  Geschwindigkeit  durch  die  Kette 
oder  die  Geschwindigkeit  der  Stroidverbreilung  sei  unmessbar;  im 
andern  Falle  wurde  man  sagen,  der  Slvom  verbreite  sich  mit  end-  . 
Ikdier  Geschwindigkeit  durch  die  Ketle,  oder  die  Geschwindigkeit  der 
Slromverbreitmig  sei  messbar.  Es  geht  hieraus  hervor,  dass  die  Mes- 
sung der  Geschwindigkeit  der  Slromveil>rdtung  eine  Veränderung  oder 
einen  Wechsel  der  Stromstärke  in  der  Kette  voraussetze,  ohne  welche 
von  einer  solchen  Messung  gar  nicht  die  Rede  sein  kann. 

Es  ist  nun  schon  S.  273  an  einem  Beispiele  erblutert  worden, 
dass  Aenderungen  der  Stromstärke  oder  der  Stromgeschwindig' 
kelt  in  der  That  möglich  sind,  welche  in  allen  Theilen  der  Kette  gleich- 
zeitig eintreten,  nämlich  wenn  die  gegebenen  eldctromolorischen  Kräfte, 
welche  die  Aenderung  verursachen,  auf  alle  Theile  der  Kette  unmittel- 
bar, nach  VrcfponHxm  ihres  Wklerstands,  wvken.  Ein  solcher  beson- 
derer Fall  beweist  aber  die  Unmessbarkeit  der  Geschwindigkeit  der 
Stromverbreitung  im  Allgemeinen  noch  nicht.  Sollte  die  Geachwiodig* 
keit  der  Stromverbreituug  im  Allgemeinen  unmessbar  genannt  werden* 
so  mtlsste  diese  Gleichzeitigkeit  der  Stromitntleruug  in  allen  Theilen  der 
Keuc  m  ulleu  Fällen  sluliimdeu ,  insbesondere  auch  dann ,  wenn  die 
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gogetoe  eWEtromolorisciie  Krift,  welche  die  Aeoderung  verursacht, 
immittelbar  nur  auf  einen  Theü  der  Kette  wirkt.  Fttr  diesen  Fall  ergiebt 
sich  aber  aus  dem  in  den  vorliorgehendcii  Artikeln  erörterten  Zusam- 
menhan{2:e  der  Gesetze  der  galvanischen  Kelle  mit  den  elektrischen 
Grundgoselzeu ,  dass  die  vcründerte  Stromgeschwindji^keil  iu  demjeni- 
gen Theile  der  Kette,  wo  sie  durch  die  gegebene  elektromotorische 
Kraft  unmittelbar  hervorfrcbraclil  wurde,  einige  Zeit  gedauert  haben 
müsse,  ehe  sie  in  aritlercn  Theilen  der  Kette  eintreten  könne ,  nümlich 
darum,  weil  dem  Eiüljitt  dieser  StroniJinderung  in  ;iriilem  Theilen  der 
Kette  uothvvendig  eine  neue  An^iHujuking  freier  Elekincitüt  vorange- 
gangen sein  muss,  welche  auf  diese  Theile  der  Kette  eine  elektromo- 
torische Kraft  ausübt,  welche  zur  H(  i \ orbrinJ3:ung  der  Stromftnderung 
m  diesen  Theilen  notiiwendig  ist.  Diese  neue  Ansniumlung  freier  Elck- 
tricit^it  kann  iher  nur  durrh  die  StromüniitniiiLr  m  emcm  Theile  der 
Kette  in  derjenigen  Zeit  her\forgebrarht  ^^<  T(ien,  in  welcher  in  den 
ilbn'gen  Thciion  der  Kette  diese  Strf)mveranderun2:  noch  nit  ht  sf<Ttft;e- 
funden  hat.  Ks  er^rtpht  sich  also  hieraus,  dass  dir  darch  eme  ^^cl:<  licnc 
©lektroiitoti irische  Kraft  unmittelbar  nur  an  einer  Stelle  der  Kette  her- 
vorgebrachte. Stromltndening  unmöglich  in  allen  andern  Theilen  der 
Kette  ganz  gleich/eilig  eintreten  könne,  sondern  sie  kann  nur  allmühlig 
in  einem  Theile  nach  dem  andern  entstehen,  nachdem  die  zu  ihrer  Her- 
vorbringung in  jedem  Theile  nothwend^  AnsammhiQg  freMr-Eldctri- 
citat  sich  vorher  gebildet  hat 

Halt  man  sich  z.  B.  der  Einfachheit  wegen  an  die  nahemngsweise 
zuUl.ssige  ü  hm 'sehe  IIj[>oihi  ae  von  der  Vertheiluug  der  freien  Elektri- 
ciUU  im  Leiter,  wonach  die  freie  Elektricilät  des  Lüngenelements  der 
Kcllxj  rdtf  am  Ende  des  Bogens  (f  durch  a{<f) — njdqi  dargestellt  wird, 
so  ergiebt  sich  lucraus  für  die  freie  negative  Elektricität  der  einen  Halft** 
des  kreisförmigen  Leiters  der  Int^ralwerth 


fnr  die  freie  positive  Elektridtit  der  anderen  Hüfte  der  lolQgmhreiUa 
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worin  nach  S.  S96 

ist,  wepi  Sdx  die  Masse  der  freien  EtektridlMt  des  Ungenelements  ds 
am  Ende  des  Bogens  r{n  y)»  ^  Masse  der  fk«ien  Blekiricitilt 
eines  gleich  langen  Elements  ö»  am  Ende  des  Bogens  r(ff  +  x)  bexmdk- 
net.  Die  UtQge  des  swischfn  diesen  beiden  Elementen  liegenden  StUds 
der  KeUe  ist  folglich  =  frx»  Bezeichnet  man  nmi  die  Masse  der  freien 
felektridtllt  sweier  eben  solcher  Elemente  d«,  swisehen  denen  aber 
nur  em  dem  LSngenmaasse  gleiehes  Stttdc  der  Kelle  liegt,  mit  «ds  und 
«dx,  80  ertuilt  man 


folglich 

a  =  fr(e' — «) , 

ond  setzt  man  diesen  Werth  von  a  in  den  obigen  Ansdrock  des  Ihtegral- 
werthes  der  freien  n^tiven  nnd  poshtven  ElektridUlt,  so  eihalt  man 
dafür 

Die  hieraus  resultierende  elektromotorische  Krdfl  ist  nach  S.  297 

:^  («•-*)  (log  CO»     -/».)  =  4«r  (.'-,)  (log  cot  -/*,)■ 

Bezeichnet  man  den  Widerstand  des  Leiters  für  die  Einheit  der  Lange 
und  des  Querschnitts,  nach  dem  Art.  27  festgesetzten  3Iaasse,  mit  Jt 
und  folghch  den  Widerstand  der  ganzen  Kelle,  deren  Lange  =  27tr 
und  deren  Querschnitt  —  Tiau  ist,  durch  —  k  :  so  stellt  der  Quotient 
jener  elektromotorischen  Kraft  und  dieses  Widerstands  die  Stromintcn- 
sitat  eu  dar,  wo  e  die  Masse  der  in  einem  dem  L[ing(>nmaasse  gleichen 
Stücke  d(>r  Kette  enthaltenen  positiven  oder  negativen ElektriciUt  und  u 
die  btromgeschwindigkeit  bezeichnet,  folglich 

4«r  (*'-*)  (log  cot  -5  ^)  =  4^  * .  an . 

Soll  nun  in  dieser  Kette  die  Stromintonsiliit  eu  ia  dem  Verhaltniss  von 
i  :  n  sich  ändern,  so  muss  neu  an  die  Steile  von  eu  treten,  folglich  auch 
n  (e  —  *)  an  die  Stelle  von  (e  —  e) ,  wodurch  der  Integralwerth  der 
-freien  negatiten  und  positiven  Elektricitttt  folgenden  Ausdruck  erhalt: 

_  -««21  .  ,)  und  +  ^  •  «(«  —  i)  . 

i 
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Die  Aendcrung  dieses  InlegraKverthä  ürgiebt  sich  hieraus 
=  — und  = +  -55^- (II— 1) 

Die  Möglichkeit  dieser  Aeoderung  setzt  aber  voraus,  dass  die  Zunahme 
der  Stromgeschmdigkeit  =  (•  —  1)«  am  Anfimge  dar  Kette,  Vfo  die 
Teratarkoog  der  elektromotoriscbea  Kraft  atatlSiidet,  durch  welche  die 
Aenderung  der  Strominteusitit  bewerkstelligt  wird,  früher  eintrete,  als 
in  der  Mitte  der  Kette,  welche  von  dieser  Stelle  am  wdtesten  entfernt 
ist,  und  xwar  um  einen  Zeitraum  T,  in  welchem  In  Folge  derGeschwin- 
digkeitsihidenmg  (n  —  i)u  durdi  den  Querschnitt  der  Ketle  eine  Masse 
negativer  oder  positiver  ElekIriciUlt  =  («  —  4)sii .  T  gebt,  welche  der 
obigen  Aeuderung  des  Integralwerths  gteich  ist,  woraus  folgende  Glei- 
chong  sidi  eigidil: 

^  {n  —  \)  (*'  —  e)  =  {n  —  i)m.T. 

Hieraus  folgt,  mil  Zuziehung  der  vorher  gefundenen  Gleichung 

4jir(e'—  «)  (log cot      — ^)  =       t .  a», 

der  Zeitraum  T 

m          inifT    ^  f '  —  nrr  k   

*  *"«    Tot;"cül-^  fi.i 

Hierl)pi  ist  vorausgesetzt,  dass  im  erst<^n  Augenblicke  der  Aonderung 
die  Stronigeschwindigkeit  im  ersten  Elcmcule  der  Kette  hu-rloich  von 
n  zu  nu  übergehe  und  dass  diese  neue  Stromgeschwindigkeit  nu  m  die- 
Hcm  Elemente  von  dann  an  unverändert  beharre.  Unter  der  Voraus- 
set/iing,  dass  ein  {ihnliclier  [ili  ttzljrher  Uehori^an-  der  Stromgeschwindig- 
keil  von  u  zu  nu  in  nüon  Ttieilen  der  Kette  slalttinde,  liisst  sich  endlich  die 
Gcschvvmdigkeü  der  Sti  omverbreilung  in  jedem  Theile  der  Kette  bestim- 
men. Unter  dieser  Voraussetzung  wird  natnlich  die  Zeit  in  welcher 
der  Strom  durch  ein  dem  Bogen  ri//  entsprechendes  Stück  der  Kette 
fortgepflanzt  wird,  durch  folgeade  Gleichung  bestimmt : 

|=s  JÜEL  »  

log  cot  *  fin 

Durch  Diflerentiation  dieser  Gleichung  in  Beziehung  auf  t  und  ^  erhält 

man  die  Forlpflanzungsgescinvindigkeit  , 

wonach  also  diese  Geschwindigkeit  desto  kleiner  i^,  je  grtteBwdas 
Stück  r\i)  der  Kette  ist,  durch  welches  sich  die  Stromttnderung  schon 
verbreitet  hat* 
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In  diesem  Ausdrucke  der  Forlptlaozirngsgeächwindigkeit  bezeich- 
net k  den  Widerstand  des  Leiters  fUr  die  Einheit  seiner  Länge  und 
seines  Querschnitts  und  zwar  nach  dem  Art.  27  definierten  Maasse. 
Bezeichnet  in«in  mit  q  den  nach  bekannten  Methoden  messbaren  Wider- 
stand desselben  Leiters  ftir  dieselbe  LSnue  und  denselben  QuerüchniU 
nach  dem  Art.  26  definierten  Maasse,  so  ist  nach  Art.  27 

und  seiet  man  diesen  Werth  von  in  die  obige  GleichaQg,  so  erliillt 
man  die  Fortpfianznngsgeschwindiglceit  ^  « 


!^=^  (tag  cot 

worans  henroi^ehk,  dags,  wenn  die  Gesdiwindigkeit  e  bekamt  wAre» 
mit  welciier  zwei  elektrische  Hassen  gegen  einander  bewegt  werden 
mossen«  wann  sie  sich  weder  anziehen  noch  «bstossen  sollen,  die  Fort- 
pflanzungsgeschwindigkeit daraus  berechnet  werden  könnte,  und 
dass  umgekehrt,  wenn  die  Fortpflanzungsgeschwindigkeit       genn  .^m n 

wttrdc ,  Jene  Geschwindigkeit  c  sich  daraus  berechnen  lassen  wUrde. 
Könnten  aber  beide  Geschwindigkeiten  c  und  ^f-  aus  unabhäng^n 
Beobachtungen  bestimmt  werden,  so  würden  dadurch  die  Mittel  gewon> 
ncn ,  die  Richtigkeit  der  obigen  Gleichung  an  der  Erfahrung  ZU  prüfen. 
Es  ei^ebt  sich  aus  dieser  Gleichung ,  dass  die  Fortpflanzungsgeschwin- 
digkeit ^  nicht  bloss  in  verachiedeoen  Kelten,  soädero  auch  an  y&- 
sehiedeoen  Stellen  einer  und  dersellien  Kette  verschieden  Ist;  denn  der 

ZahlencoefGcient  -J-  ^log  cot   ßn^  hat  IbrverschiedeneKetien  ver- 
schiedene Werthe,  uud  lu  einer  und  dei  .sulben  Kelte,  für  welche  derZahleU' 
codiicieut  ~  (log  cot   /f;K^=ngegeben  ist,  ist  die  Fortpflanzungs- 
geschwindigkeit an  einer  bestimmloi  Stelle  der  Kette  dem  Widerstande 
deflienigea  Stocks  umgekehrt  proportional,  durch  welches  'die  Strom- 
verbreitung  von  ihrem  Ursprünge  an  bis  dahin  slatlgeiiuiden  hat.  Be- 
zeichnet man  diesen  Widerstand  nach  dem  Art.  26  definierten  Maasse 

mit  w  =  ^  '  q,  80  ist  ^  =  n  .       •    Die  Poitpflanzungsge- 

schwindigkeit  nimtul  also  ab,  je  weitei  diu  Verbreitung  von  ihrem  Ur- 
sprünge sich  entfernt,  und  wird  also  in  recht  langen  Ketten  sich  viel 
leichter  messen  lassen,  als  in  kürzeren. 

Was  aber  endlich  die  Stromgeschwindigkeit  u  betrifl,  so  sieht  man 
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leichl,  (iass  die  Itesttniinnng  derselben,  abgeseben  von  den  Hinder- 
nissen, weiche  die  Ail^IuIi!  ung  der  Messung  der  Geschwindigkeit  c  auf 
dem  Art.  34  oder  auf  di m  in  diesem  Artikel  angegebenen  Wege  findet, 
vorzüglich  an  der  gUnziiclien  Lnkennlniss  derjenigen  Masse  positiver 
oder  negativer  Elcktricitül  +  e  scheitert,  welche  iu  einem  dem  LUngen- 
niaasse  gleichen  Stucke  des  Leiters  enthalten  ist;  denn  zur  Bestimmung 
de^  Products  eu  hat  man  nach  Art.  27  die  Gleichung 

9  * 

wo  t  in  bekaDDler  Weise  gemenen  werdeu  kamt  Die  llQglichkeil,  ober 
die  Wwthe  voa  «  und  u  einzeln  AusAfunft  zu  erinlten,  würde,  wie  es 
acheint,  darauf  bemhen,  dass  der  Widerstand  eines  Leiters,  welcher 
faiaber  tnur  ans  aehioii  Wurlmageii  definiert  worden  iai,  nanlich  ans  der 
Abhüngiglnnt,  in  welcher  bei  einer  gegebenen  eiektromolorieehen  Kraft 
die  StronüaleMiUlt  Ton  ihm  atebt,  auch  am  aainen  Unaobea  naher  de> 
finiert  weiden  konnte.  Gelttnge  ea  mmlich,  die  Ursachen  des  Wider- 
stands hl  den  Leitern  so  erforschen,  und  ergäbe  sich  daraus  zom  Bei- 
spiel, dass  der  Widerstand  euies  Leiters  von  dem  Werlbe  welcher 
dem  Leiter  zuicomml»  abhängig  sei,  nnd  zwar,  dass  derselbe  desto 
grosser  oder  kleiner  sei,  je  kleiner  oder  grosser  d^  Werth  von e  sei, 
und  durch  y  dargestellt  werden  k<tane,  wo  d  anabhfin^^g  von  e  ans  der 
sonstigen  Beschaffenheit  des  Leiters  bestunmt  werde;  so  leachtet  ein, 

dais  nach  Ai  l.  ;il  iur  t  der  Quülient  der  eleklromolorischen  Kraft  —  e 
(worin  e  nach  Art.     messbor  ist)  und  des  Widerstands  -j  gesetzt  wer- 
den kann,  fiolgliob         «u  =s  ^  ^  = 
also  »  =  4- 

Ans  dieser  Bestimmung  von  n  wurde  dann  zugleich  auch  der  Werth 
von  8  sich  orgeben.  Es  geht  hieraus  die  Wichligkeil  hervor,  welche  eine 
nähere  Nachforschung  Uber  die  bisher  noch  nicht  erörterleu  Ursachen 
des  Widerstands  für  die  £lektricilätslehre  haben  könnte. 

36. 

Ueber  die  Ursachen  des  Widerstands  der  Leiter» 

Zu  einer  voHstMndigen  Kenntniss  des  Wideralands  gentl^  es  nicht, 
die  Grosse  des  Widerstands  aus  aeinen  Wirkungen  zu  defiiuerett,  d.  i. 
ans  der  Stirke  dev  dutob  eine  gegabane  elektroasolonache  Kraft  her- 
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vorgebrachten  Sbt)m$,  sondern  es  gehört  auch  dazu,  die  Grttsse  des 
WidenrtaiidftaiiB  ihren  Ursachen  mm.  definieren.  Ohne  diese  wesentlidie 
ErgttnjtBng  ist  tmsere  Kmntniss  von  dem  Wesen  dos  Widerstands  na»- 
gelfaaft,  itod  die  ermittelle  Grttese  desselben  ist  eine  blosse  HttlftgrOsse 
der  Bleklrodyaaniik,  deren  wahre  physische  Bedeulmg  Qooh  lubekamit 
isL  Wem  um  der  Widentand  Usher  Uoas  aach  msb  Wotogen  be- 
trachtet worden  ist,  so  liegt  der  Grund  davon  daiiD ,  dass  ttber  die  Ur» 
Sachen  desselben  bisher  noch  gar  nicfals  Wesentliehes  eimilleU  worden 
ist.  Bs  ist  bloss  die  AUMii^igiEett  des  Widentandsvcn  den  tta^ 
mensionen  des  Leilers,  Dimüoh  von  seiner  Utaige  und  von  seinem  Quer- 
schoilt«  ennittelt  wordeot  aber  diese  AWtfingi|^eit>betrift  bloss  den  ab- 
sohilen  Widentand  eines  Lejhwigsdwhte  und  hat  kerne  BeiidiHng  auf 
den  spedflscben  Widentand  des  leüenden  Metalls,  Ober  dessiBnUrsadien 
gar  nichts  bebnuit  isL  Diese  Ursachen  scheinen  so  tief  n  der  Natnr  der 
Korper  verborgen  sn  liegan,  dass  sie  auf  den  biiher%en  Wegen  der 
Fonohung  unzugänglich  shid.  Kurs,  die  Fhige  nadi  den  tftsaciiin  des 
galvanischen  Widerstands  fithrt  zu  emem  noch  ganz  onangebaoten  Ge- 
biete der WissensMI.  Ich  vtenle mich  dabernnr auf  eme  emzelne  Bf- 
'  Orterang  beschränken,  nttmlich  dartlber,  in  welcher  Beziehnng  dieser 
Widersland  mit  der  Natnr  der  elektrischen  Fluida  selbst,  wie  dieselben 
deüüiert  woidon  sind,  und  mit  deren  Verhalten  im  elektrischen  Doppel- 
strome stehe,  w  ie  dasselbe  nach  der  wohnlichnn  Vorslellung au<A hier 
immer  au^euommeu  und  fest^ehaiten  worden  ist. 

Die  Frage  nach  den  Ursachen  dos  Widerstands  lassl  «ich  zuuik  h!«! 
sfK'cicIlcr  darauf  richten,  in  wie  weit  diese  Ursachen  in  dem  pDiulera- 
belen  Trüg<'r  dos  Stroms,  und  m  wie  weil  dieselben  in  den  darin  ent- 
haltenen elektrischen  Fluidis  liegen.  Dass  die  Gegenwart  der  jinixh ca- 
belon  Iheile  die  Canale,  durch  welche  die  elektrischen  Fluida  strümeo, 
ujelir  oder  w^eniger  beengen  und  dadurch  auf  die  eleklrisehe  Str^imung 
Einfluss  haben  können,  leuchtet  von  selbst  ein;  es  iragt  sich  aber,  ob 
diese  Ursache  zur  Erklärung  des  Widerslands  allein  schon  genüge. 
Diese  Ursache  des  Widerstands  würde  bloss  die  Masse  des  elektrischen 
Fluidums  beschränken ,  welche  an  der  Strömung  Theil  nehmen  kOnnle. 
Es  liegt  ab^  in  dem  Wesen  des  Widerstands,  wie  wir  ihn  aus  seinen 
Wirkungen  kennen,  dass  durch  die  Grösse  des  Widerstands  nicht  bloss 
die  Masse  des  elektrischen  Fluidums  beschränkt  wird ,  welobe  an  der 
Sifosbewegpog  Ihieil  niount.  sondern,  dass  auch  die  Bewegung  selbsl 
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beschränkt  winl.  Diese  BeschiHnkiinja:  dor  Bewegung  selbst  kann  aber 
ihren  Grund  in  der  blossen  Gect  iuv ;ii  t  der  ponderabelen  Theiln  nirlit 
haben,  sondern  setzt  noihw  endig  Krüfle  voraus,  welche  den  fortwirken- 
den elektromotorischen  Krdfton  der  Kette  das  Gleichgewicht  halten, 
weil  ohnedem  jene  Kräfte  die  elektrischen  Fluida  in  ihrer  Bewegung 
immerfort  beschleunigen  mtlssten ,  was  bei  eiaem  gleichfönnigea  und 
beharrlichen  Strome  nicht  der  Fall  ist.  ■ 

Es  fragt  sich  also  femer ,  woher  die  Krttfle  rühren ,  weiche  bei 
einem  gleichförmigen  und  beharrlichen  Strome  den  fortwirkenden 
elektromotorischeii  Kräften  das  Gleichgewicht  halten  und  dadurch  eine 
fernere  Beschleunigung  der  elektrischen  Fluida  in  ihrer  Bewegung  ver- 
hindera?  Sind  diese  Kräfte  rein  elektrische  Kräfte,  oder  sind  es  Kräfte, 
.welche  die  ponderabelen  Theile  auf  die  elektrischen  Fluida ,  die  an 
ihnen  vorbeigehai,  aogttben?  Setzen  wir  in  demi  galvanischen  Strome, 
wie  wir  es  stets  gethan  haben,  zwei  elektrische  Fluida  vnmns,  die 
gleichzeitig  dorch  denselben  Leiter  in  entgegengesetzten  Richtungen 
strömen,  so  liegt  es  sehr  nahe ,  eine  Ursache  des  Widerstands  für  die 
Bewegung  jedes  FImdnms  in  dem  ihm  entgegenkommenden  Fluidum  za 
suchen.  Das  positive  und  das  negative  Fluidum  werden  nümlich  in  dem 
AugenbÜclm  der  Begegnung  sich  zu  neatralon  Gemische  verbinden, 
und  so  leicht  auch  diese  neutrale  Yerbindung  wieder  zu  soheidmi  sein 
mOge,  so  wird  doch  eine  solche  neue  Scheidung  nur  durch  eine  neue 
elektromotorische  Kraft  erfolgen  können,  und  nicht  in  Folge  einer  Be- 
harrung derjenigen  Bewogungen,  welche  beide  Fluida  vor  ihrer  Ver- 
dn^gong  besessen ,  weQ  diese  durch  ihre  Beg^ung  und  Verbindung 
mit  einander  als  ao%dioben  betraditet  werden  mnss.  Es  geht  daraus 
hervor,  dass  wdireod  jedem  Fluidum  Ihr  sich  bei  seinen  Bewegungen 
Beharrung  zugeschrieben  werden  muss,  beiden  Fluidis  zusammen  bei 
ihrer  Bewegung  im  Doppelstrome  keine  Beharrung  zukommt.  Wenn 
aber  auch  dieser  Grund,  warum  den  elektrischen  Fluidis  bei  ihrer  Be- 
wegung un  Doppdstrome  keine  Beharrung  zukommt,  der  richtige  ist, 
so  gewinnt  man  doch  dadurch  noch  keine  deutliche  Einsicht  in  den 
Heigang  selbst,  so  lange  die  KrIÜke  unbekannt  shid.  welche  die  Yer^ 
bindung  und  Vereinigung  der  elektrischen  Fluida  bei  ihrer  Begegnong 
bewirken,  und  welche  bei  ihrer  wiederholten  Schindong  oberwunden 
werden  müssen.  Es  fragt  sich,  ob  dabei  noch  andere  KriUle  in  Betracht 
kommen,  als  diejenigen,  wekhe  durch  das  allgemeine  elektrische  Grnnd- 
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f2;esetz  schon  bestimmt  sind ,  z.  B.  ob  dabei  bcsondore  Mülocularkräfte 
der  elektrischen  Fluida  wirksam  sind.  WUre  dies  aiclit  der  Fall,  so 
mUsste  der  Hergang  bei  der  abwechselnden  Verbindung  und  Scheidung 
der  elektrischen  Fluida  im  Doppelstrome  nach  dem  bekannten  Grund- 
gesetze der  elektrischen  Wirkung  genauer  hcsfimml  werden.  Ohne  eine 
solche  genauere  Bestimmung  Idssl  sich  im  Allgemeinen  nur  mil  einiger 
Wahrscheinlicblteit  annehmen,  dass  die  IntcnsiUlt  eines  elektrischen 
Doppelstroms  ausser  von  der  Masse  der  elektrischen  Fluida ,  welche  an 
der  S(r(imung  Hieil  nimmt ,  von  der  Zahl  der  Scheidungen  abhänge, 
welche  in  liefilimmter  Zeit  crfoli^cn,  und  dass  die  Zahl  dieser  Scheidun- 
gen der  während  dieser  Zeit  fortwirkenden  rleklromotorischen  Kraft 
proportional  sein  mUsse.  Ergübe  sich  z.  B. ,  dass  durch  gleiche 
elektromotorische  Krall  jedes  elektneche  Theilchea  in  gleicher  Zeit  im- 
OMT  eine  gleiche  Zahl  Verbindungen  und  Scheidungen  eriitle  ond  da- 
durch eine  gleiche  Wegstrecke  fortgefilhrt  würde ,  so  wäre  die  Slrom- 
geschnriodigkeii  u  für  gleiche  elektromotorische  Krafi  immer  die  nlim- 
lidie,  und  es  wtlide  dann  die  StrominlenaUlt  für  gleiche  elektromoto- 
rnche  Kraft  bkws  mit  der  Menge  der  EJektriciiat  a  variiren ,  wetehe  auf 
einer  solchen  Wegstrecke  (z.  B.  in  der  LUngeneinbeit  des  Leiters)  ent- 
halten wtlre,  und  xwar  proportioiial  damit  sein»  woraus  hervorginge, 
dass  der  sogenannte  Widerstand  gleichfidls  nur  mit  a  variirte  und  zwar 
demWertbe  von  «  omgdcehrt  proportional  wttre,  weldm  deijen^ 
Fall  ist,  weteher  am  Ende  des  vorigen  Artikels  als  Brklutening  ange> 
ftthri  worde. 

Sollte  in  der  abwechselndeo  Veihindung  und  Scheidung  der 
elektrischen  Fldda  bei  ihrer  Begegnung  im  Doppelstrome  die  Ursache 
des  Widerstands  wiridich  enthalten  sein,  so  wttrde  daraus  femer  die 
.Unmöglichkeit  eines  beharrlichen  Doppelstroms  ohne  fortwirkende 
flossero  elektromotoriscfae  Kraft  folgen,  und  es  wurde  sich  dann  fragen, 
wie  damit  die  Annahme  von  beharrlichen  MolecularstrOmen 
zur  Erklärung  der  magnetischen  und  diamagnetisofaen  Erscheinungen 
vertiüglich  wäre.  Die  Möglichkeit  solcher  MolecubrstrOme  mttsste 
dann  nodiweod%  auf  einer  Wirkung  der  ponderabelen  Molecnle  he^.  ' 
ruhen ,  durch  welche  die  Bahnen  der  in  ent^gengesetzten  Richtungen 
um  jene  Molecole  sich  bewegenden  elektrischen  Flukla  von  einander 
getrennt  erhalten  wtirden,  indem  z.  B.  das  eine  Fhiidum  eme  engere 
Kreisbahn,  das  andere  Fluidum  eine  weitere  Kreisbalm  um  das  Mole- 
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culc  bosch riebe ,  sodass  die  beiden  Fluida  sich  bei  ihrea  Bewegungen 
oirgendK  begegnen  und  vercMnigen  könnten. 

Zur  Erläuterung  des  Hergangs  bei  der  <>(  hselnden  Verhitnlunu 
und  Scheidung  der  elektn.stliea  Flmda  na  Doppclstrome ,  w  ie  er  au6 
dem  Gmndgeselze  der  elektrischen  Wirkung  ohne  Zuzh  lmrig  beson- 
deivr  Molccularkratte  dieser  Fluida  abzuleiten  wläre,  diene  loigt  iuli  Ikv 
traelitung  \r\  A  ß .  C  .  .  seien  positiv  elektrisclie  Massen,  von  dein n 
zunächst  angenommen  werden  möge,  dass  sie  .ui  den  Orten,  wo  sie 
ach  befind^  festgehalten  würden.  In  a  befinde  uch  g<^^wärtig  eine 

3?  35  ? 

bewegliche  negativ  elektrische  Masse,  auf  welche  die  benachbarte  posi- 
tive Masse  in  A  so  stark  wiri^e ,  dass  dagegen  die  Wirkung  der  entfern- 
ten Massen  in  B.C..  vernachlässigt  werden  könne.  Die  Massen  io 
A  und  a  wirken  auf  einander  mit  einer  Kraft ,  die  von  ihrer  GrOsae, 
Entfemuag,  relativen  Geschwindigkeit  and  deren  Aendemng  abhängt ; 
indess  möge  hier  der  Einfachheit  wegen  angenommen  werden,  dass  die 
ans  der  relativen  Geschwindigkeit  und  deren  Aendenmg  sich  ergebende 
Correction  der  elektroetatischen  (von  den  Massen  and  der  Entfernung 
abhttngigcn)  Kraft  gegen  diese  letztere  so  gering  sei,  dass  aie  ebenfeUs 
vernachlässigt  werden  dttrfe.  Unter  diesen  Voraussetzangen  folgt,  dass, 
wenn  keine  andere  Kraft  auf  die  Masse  m  a  wirkt,  diese  Masse  den 
Gesetzen  der  Bewegung  darch  Centralkralle,  welche  dem  Qoadrai  der 
EntÜBmong  verkehrt  proportional  sind,  folgen  müsse.  Die  Masse  in  « 
wird  folglieb  nach  den  Kepler' sehen  Gesetzen  z.  B.  eme  elliptische 
Bahn  um  A  beschreiben.  Bs  wird  aber  eine  Störung  m  dieser  Bewe- 
geng der  betrachteten  Masse  nm  A  eintreten,  sobald  ausser  der  Central- 
kraft  eine  elektromotorische  Kraft  parallel  mit  der  Lhue  AB  mit  oon* 
.slanter  Intensität  auf  die  betrachtete  Masse  wirkt.  IKe  Elemente  der 
bisherigen  ellipfischen  Bewegung  werden  nun  fortwAhrend  geilnderi 
werdm,  mid  die  von  der  betrachteten  Hasse  beschriebene  Bahn  wird 
dadurch  in  eine  Spirallinie  ttbergehen,  in  welcher  die  betrachtete  Masse 
endlich  so  weit  von  A  fortgeführt  wird,  dass  sie  aus  der  Wirkungs- 
qrfmre  von  il  in  die  Wiikungssjrfittre  von  B  gelangt,  und  so  fort,  nadi- 
dem  sie  eine  Anzahl  Spiral  Windungen  um  B  beschiieben  hat,  auch  von 
B  so  weit  fortgeführt  wird,  dass  sie  aus  der  Wiikung88|diare  von  B  in 
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die  Wirkiings^phnm  von  C  gelangt.  Auf  diese  Weise  kann  also  eine 
elektromotorische  Kraft  ein  Fortslrömen  der  negaliven  Elektricität  in  der 
Richtung  bewirken,  an  welchem  die  positiven  Massen  ia  A  ,  D ,  C 
keinen  Anthcil  nolimen.  Das  Wesenlliclie  dieser  Betrachtung  besteht 
darin,  dass,  solmkl  die  elokiromolorische  Kraft  zu  wirken  aufhört, 
die  betrachtete  Masse  sogleich  wieder  nach  den  Kepler' sehen  Ge- 
setzen in  elliptischer  Bahn  um  diej(>mV,'(>  positive  Masse  sich  bewegen 
wird,  in  deren  Nühe  sie  sich  gerade  befindet,  weil  nach  Wegßill  der 
Störenden  Kraft  keine  weitere  Aenderung  der  Elemente  ihrer  Centrai- 
bewegung stattfindet.  Auch  ersieht  man  leicht,  dass  in  dieser  wesmt^ 
heilen  Bezieliung  nichts  geändert  werden  wQrda,  wenn  die  positiven  Mas- 
sen in  Ät  B  t  C  . »  ,  g^eichfolls  bew^iich  angenommen  und  ausser  der 
Ceniralkraft  der  negaliven  Massen,  hi  deren  Nüfae  sie  sich  befinden',>.dor 
störenden  Einwirkung  der  nttmlichen  eleiciromolorischen  Krall  unter- 
worfen wurden,  welche  aber  für  diese  positiven  Maasen  die  ent^ 
^gmigesetzle  Richtung,  wie  fOr  die  negativen  hatte.  Es  eigiebi 
sich  daraus  fo^ndes  Resultat.  Wenn  die  elektromotorische  Kraft  e 
auf  die  betrachtete  negative  Masse  allein  wirkte,  so  würde  sie 
dieser  Masse  in  der  Ricbtong  ABC  wtthrend  der  Zeit  i  eine  Geschwin- 
digkeit et  ertheilen,  mit  welcher  sich  diese  Masse,  auch  nachdem  die 
Kraft  e  zu  wirken  aufgehört  hatte,  beharrlich  in  der  Richtuog  ABC 
fortbewegen  mUssto.  Unter  Mitwirkung  der  Genlralkmfte  der  positive 
Massen  in  A.  0,  C  .  aber  wird  zwar  die  elektromotorische  Kraft  e 
ebenfalls,  so  lange  sie  wirkt,  ein  Fortrücken  der  betrachteten  Masse  in 
der  Ricblmkg  ABC  bewirken,  sobald  die  Kraft  c  aber  zu  wirken  auf- 
hört, wird  auch  dieses  Fortrücken  aufhören,  d.  h.  dieses  Fortrucken  der 
betrachleten  Masse  in  der  Richtung  ABC  gesdiieht  dann  nicht  mit  einer 
Geschwindigkeit,  welche  fortdauert,  nachdem  die  Kraft  zu' wirken  auf- 
gehört ,  wek^e  das  Fortrucken  bervorgebracht  hat.  Der  Grund  also, 
warum  die  belrachteteMasse  in  der  Richtung  Ai^C  nicht  weiter  fortrackt^ 
nachdem  die  eldEtromotorische  Kraft  zu  wirken  aufgehört  bat,  liegt  dar- 
nach in  den  von  den  positiven  Massen  auf  die  betrachtete  negative  Masse 
ausgeübten  Cenlralkräften.  Das  Wort  Widerstand  bezeichnet  aber  in 
der  Theorie  der  galvanischen. Kette  wesentlich  nichts  Anderes,  als  das 
Factum,  dass  die  Fortbewegung  der  elektrischen  Fluida  im  galvanischen 
Strome  der  elektromotorischen  Kialt  proporlioiuii  ist,  <1.  Ii.  aufhört,  so- 
kiUI  (iic  elektromotorische  Kraft  zu  wirken  aufhört.  Es  folgt  also  daraus, 
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dass  der  Grund  des  Widerstands  in  den  Cen  iralkrllfton  liegen  knnn 
welche  die  im  elektrischen  Doppeistronie  sich  begegnenden  positiven 
QOd  negativen  Massen  wechselseitig  auf  einander  ausüben.  Es  würde 
für  weitere  theoreiische  Untersuchung  wichtig  sein,  aus  diesem  Grunde 
eine  bestimmte  und  prScise  Defmitton  des  Widerstands  abzuleiten  und 
ilie  Be/i«Miungen  zu  entwickeln,  in  welchen  der  nach  seiner  Wirkung 
definierte  Widersland  dazu  stehe..  Es  würde  dabei  hauptsachlich  auf 
eine  Bestimmung  der  Zeit  ankommen,  weldie  em  Tbeilchen  braucht, 
am  in  seiner  Spirall)a!m  von  einer  Windung  um  eine  Ceniralmasse  >1 
zur  entsprechenden  Windung  um  die  darauf  folgende  Gentralntasse  B 
zu  gelangen.  Dass  aber  solche  Bestimmangen ,  aoch  wenn  alle  wesent^ 
liehen  Elemente  filr  die  Rechnung  gegeben  sind,  grosse  Schwieriglfieiten 
finden,  zeigt  dieTlieorie  der  Störungen  in  der  Astronomie. 


VI. 

VEHGLKICHUNG  DES  AM.CEMEINEN  PRnVCIPS  DER  MATHEMA- 
TISCHEN THEORIE  INDLCIEUIEU  ELlik  I  lUSClIER  STROEME  VON 
NEUMANN  MIT  DEN  AUS  DEM  GRUNSX.ESE TZE  DI-H  ELEKTRI- 
SCHEN WIRKUNG  ABGELEITETEN  INDUCnONSGESEiZEN. 

37. 

In  der  ersten  Abhandlung  Uber  elektrodynamische  Biaassbestinn 
mvngen  ist  schon  im  26.  ArL  die  Abbmdhmg  angeführt  wordcfn,  welche 
Neumann  im  Jahre  1845  der  Berliner  Akademie  der  Wissenschalten 
vorgelegt  hatte,  uAmlnh :  «Die  mathematischen  Gesetze  der  iodocierten 
StrOme» .  Diese  damals  noch  nicht  gedruckte  Abhandlung  konnte  dort 
nur  nach  dem  in  Poggendorffs  Annalen  davon  erschienenen  Aus- 
zuge citiert  werden.  Ncumann  hat  seitdem  Uber  densell>en  Gegen- 
stand der  Berliner  Akademie  der  Wissenschaften  eine  noch  umfassen- 
dere Arbeit  vorgelegt :  «Ucbcr  ein  allgemeines  Princip  der  mathemati- 
schen Theorie  inducierlcr  Ströme»,  welche,  aus  den  Schriften  der  Ber- 
liner Akademie  der  Wissenschaften  von  1817  besonders  al)iredruckt,  ' 
Berlin  hei  Reimer,  1848,  erschienen  ist.  In  dieser  Abhandlung  hat 
Neu  mann  folgendes  allgemeine  Theorem  aufgestellt: 
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«Wird  ein  geschlossenes,  onvcorzweigtes,  leitenrlcs  Bogcnsyslora 
A  durch  eine  beh'ebigc  Verrückuni,-  j^oiner  Elcnienle,  aber  ohne 
AufhebaDg  der  i^teaden  Verbindung  derselben ,  in  ein  anderes 
von  neuer  Form  und  Lage  ubergeftiln  t  und  geschieht  iVn^sc  Ver- 
Bodenmg  von  A^  in  A^  unter  dem  Einflüsse  eines  elektrischen 
SlroBisysteros  B,^  welches  gleichzeitig  durch  eine  beliebige  Ver- 
rltckirog  seiner  Elemente  eine  Yerttnderung  in  Lage,  Form  und  In- 
tensitnt  von  It^  in  erfahrt ,  so  ist  die  Summe  der  elektromotori- 
schen  Krflfte,  weiche  in  dem  teilenden  Bogensysteme  dnrcfa  diese 
VerSlndenmg  iadodai  worden  sind,  g^eb  dem  mil  der  Induckions- 
Constanle  «  multipliderteo  Untersdued  der  Polenüalwerthe  des 
Stroms  in  Bexng  auf  mA  des  Stroms  B^  in  Bezug  anf  ii^, 
wenn  und  A^  von  der  Slromemheit  dnrdutrOmt  gedacht 
werden« » 

Nachdem  hierauf  Neumann  in  den  vier  ersten  Paragraphen  seiner 
Abhandhing  dieses  Theorem  nebst  seinen  Folgerungen  entwickelt  hat, 
fiihrt  er  §  5  fort:  <W.  Weber  bat  in  seiner  Abhandlung:  Elektrodyna- 
mische Blaassbestimmungftn  u.  s.  w.  den  Weg  gebahnt,  weldier  fther 
die  Kluft  in  unserer  Kenntniss  der  elektrostatischen  und  elektrodyna- 
mischen Wiiknng  der  Blektricitat  fuhren  wird.  Er  zeigt,  wie  die  Am- 
pere'sehen  Gesetze  Air  die  Wirkung  zweier  StromelemenCe  aus  der 
Wirkung  der  positiven  und  negativen  Elektricitttt  des  einen  Elemente 
auf  db  beiden  Elektricitatcn  des  anderen  Elemmts  abgeleitet  werden 
können.  Diese  Analyse  der  Ampore^scben  Gesetze  ftihrle  zu  dem 
Grundgesetze  zweier  elektrischen  Massen,  nach  welchem  diese  nicht 
allein  von  ihrer  relativen  Entfernung,  sondern  auch  relativen  Geschwin- 
digkeit und  deren  Yerinderung  abhttngig  ist.  Dieses  Grundgeselz  er- 
Idftrt  zugimch,  wie  Weber  gezeigt  hat,  die  Induclions-Erscheuioogen 
und  giebt  ihre  Gesetze.  Der  Gugonstand  dieses  Paragraphen  ist  nach- 
zuweisen, wie  weit  die  im  Vorhergehenden  enümltenen  Besullate  mit 
den  aus  Webers  Grundgesetz  der  eiekliiscben  Wirliung  abgeleiteten 
Inductions-Gesetzen  uberemstimmen.  ■ 

Aus  diesem  Grundgesetze  der  elektrischen  Wirkung,  wie  es  in  der 
ersten  Abhandlung  Uber  elektrodynamische  Maassbestimmungen  aufge- 
stellt worden  isl,  eutwickell  nun  Neumann  a,  a.  0.  in  seiner  Abhand- 
lung einen  aligemeinen  Ausdruck  für  die  Induclion  ,  ^^elchen  er  sodann 
auf  die  verschiedenen  Arten  lioi-  Induclion  in  Anwendung  bringt,  näm- 
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lieh  i)  aurden  Fall,  wo  wedor  die  Strom-  noch  die  Leitorelcmenle  eine 
Ortsvorandening  erleiden  und  die  Induction  bloss  von  einer  Aemlerung 
der  StromintensiUU  herrührt;  2)  auf  den  Fall,  wo  die  Induction  bloss 
durch  eine  Ortsveran<lening  der  Leiterelemenle  hervorgebracht  wird, 
die  unter  dem  Einflüsse  eines  constanten  und  nnverrUcklcn  Stroms  slaUr 
findet ;  3}  auf  den  Fall,  WO  der  inducieiie  Leiter  ruht  und  die  Induction 
durch  eine  Bewegung  des  ganzen  Tragers  eines  constanten  Stroms  er- 
regt wird.  In  allen  die<^on  Füllon  orgicbt  sieh  nun  das  Resultat,  dass  die 
aus  jenein  allgemeiaen  Grundgesetze  der  elektrischen  Wirkung  abgo* 
leiteten  In<luctionsgesetze  mit  den  Resultaten  des  von  Neu  mann  auf- 
geslellten  allgemeinen  Princips  der  mathematischen  Theorie  inducicrter 
Ströme  vollkommen  übereinstimmen. 

•  Anders  verhält  es  sich».  Hihrt  Neumann  fort,  «mit  der  Glei- 
chung ,  welche  die  von  einem  einfachen  Stromumgangc  inducierte  elek- 
tromotorische Krafl  unter  der  Annahme  ausdrückt,  dass  derselbe  ans 
einem  bewegten  LeiterstiuKo  und  einem  ruhenden  besteht.  Die  Summe 
der  elektromotorischen  Kraftf  welche  wahrend  des  Umlaufs  der  El»> 
mente  (fes  Inducentcn  erregt  wird,  ist  nach  beiden  Formeln  dieselbe, 
die  Richtung  des  inducierten  Sti'oms  aber  die  entgegengesetzte. » 

Zur  Entscheidung  nun,  ob  in  diesem  einzigen  Falle,  wo  zwischen 
dem  von  Neomann  aus  dem  allgemeinen  Grundgesetze  der  clektrH 
sehen  Wirkung  einleiteten  Inductionsgesetze  unil  zwischen  dem  Re- 
sultate seines  eigenen  tdigemeinen  Princips  der  mathematischen  Theorie 
inducierter  Slr^ime  eine  Abweichung  statlßndet,  dieses  oder  jenes  wirk- 
lich gelte,  hat  Neumann  in  seiner  Abhandlung  einige  Versuche 
angeAihrt.  welche  bewiesen  haben,  dass  die  aus  Neumanns  allge- 
meinem Priiu  i[K;  ub^(  leitete  Formel  auch  in  diesem  Falle  die  nchUge 
sei.  Auch  ich  habe,  wie  unten  beschrieben  werden  wird,  diese  Ver- 
suche wiederholt  und  habe  das  von  Nenmann  erhaltene  Resultat 
vollkommen  bestätigt  gefunden.  Nachdem  durch  diese  Versuche  das 
wahre,  fUr  diesen  Fall  gttlUge  Gesetz  factisch  sicher  gestellt  ist,  unier- 
wirft  Neumann  die  von  ihm  selbst  gegebene  Ableitung  des  Inductnn«- 
geseizes  dieses  Falles  aus  dem  allgemeinen  Grundgesetze  der  elektri- 
schen Wirkung  einer  näheren  Prttfui^.  «Es  muss  also  untersucht  wer- 
den», sagt  er,  «worin  bei  Ableitung  der  Formel  aus  Weber's  Grand- 
gesetz gefehlt  worden  ist.  Der  Umstand,  dass  der  In  Rede  siehende 
Widerspruch  nur  bei  Inducenlen  mit  Gl  ei  Istellen  eintritt,  führt  die 
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BelrachUiifg  sogleich  auf  diese.  Hier  treten  neue  Elemente  in  die  Strom- 
bahn ein  oder  heraus,  in  welchen  also  die  Stromstärke  sich  innerhall) 
einer  sehr  kurzen  Zeit  von  i  bis  0  verändert,  und  die  durch  diese  ilire 
hitcasiUUsverlinderuPfs'  einen  iuUucierciulea  lülTeel  ausüben,  welcher  in 
meinen  Küniieln  schon  enthüllen  ist,  der  aber  bei  der  Anwendung  des 
Weber'schcn  Grundgesetzes  noch  berücksichtigt  werden  niu*s.« 
Diese  Prüfung  führt  Neuniann  zu  dem  Resultate,  class  dieser  zweiU; 
Theil  dei  Induction,  welcher  in  der  ersten  Ahlcitunj.'  aus  dem  al)i.'(Mnei- 
nen  (jrundgeticlze  der  elektiiüchen  WHkuiii,'  nielil  herüclvsieliliii;!  nor- 
den NNar,  den  fraglichen  Widerspruch  zur  üülfle  ausgleicht,  inilein  sieh 
danu  die  Suiiuae  der  ek^kimn  fiuHscbea  Ki'üile  aus  dem  ersten  und  aus 
dem  zweiten  Theile  =  0  ergiebt. 

Nach  dieser  zu  keinem  befriedigenden  Resnltafe  führenden  Prü- 
fung der  Reehjiung  geht  endlich  Neumann  noch  zu  einer  Prüfung  der 
dieser  Heclinung  zum  Grunde  liegenden  Vornnssetzunis'  \on  den  in  die- 
sem Falle  slatllindcnden  physischen  Verhältnissen  über,  unler  welchen 
die  biduclion  gesclielie.  Diese  Voranssetzuntj;  besieht  darin,  dass  in  (hni 
Leiteretementen ,  welche  an  den  Gleitslellen  in  die  Strombuhn  ein-  otlei' 
lieraustrelea,  die  Stromstürke  sich  innerhalb  einer  sehr  kurzen  Zeit  von 
ü  bis  s  oder  von  i  bis  0  vei^ndere.  Es  ist  mm  aber  eine  Bedingung  für 
cineo  i^eharrlichen  Strom ,  dass  in  allen  Elementen  der  geschlossenea 
Kette  eine  gleiche  Stromintensilttt  stattfinde,  und  wenn  daher  auch  die 
Strommlensitttt  in  den  an  der  Gleit^telle  ein  -  oder  herausti'etenden  Klo- 
menten  variiert,  so  scheint  doch  auch  hier  der  mittlere  Werth  der 
Stromintensilttt  Air  die  kurze  Zeit,  wo  sie  variieri,  jener  Bedingung  ge- 
nOgen  zo  mtisf^en ,  was ,  wenn  die  in  der  ganzen  Kette  glefche  Strom- 
mleositlU  =  i  sein  soll,  vorausfletzt,  dass  in  den  an  der  Gleitstellc  ein- 
oder  heraoHretoDdeii  Elemenlen  die  Stromstärke  ^ich  von  0  bis  ii  oder 
von  Si  bis  0  verttndere.  Unler  dieser  Vorausselzung  von  den  physischen 
VerhttItaisseD,  unler  welcher  die  Inductioa  in  diesem  Falle  slattfiodet, 
iHsst  sich  nun  leicht  beweisen,  dass  der  anßtn^h  bemeikte  Wider- 
spruch gänzlich  versohwindel  und  die  aus  dem  allgemeinen  Grundge- 
setze der  elekfrischen  Wickung  ofageletteten  Indudioosgesetze  auch  fiur 
diesen  Fall  mit  Neumanns  allgemeinem  Princip  der  matbematiscben 
Theorie  Inducierter  Strome  abcreinslimmen. 

Was  nun  aber  die  Voraussetzung  selbst  betrifft,  worauf  hierbei  die 
Hebung  des  fhigjitchen  Widerspruchs  beruht»  so  sagt  Neu  mann  dar- 
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ül)cr,  dass  sie  «weniger  durch  ihre  Kvidnz  als  dun  h  ihren  Erfolg  gc- 
rechlfertigl «  werde.  Abgesehen  aber  von  dcui  I^Mlenken,  weiches  ge- 
gen die  Voraussetzung  selbst  etwa  gehegt  wer  den  Ivonnte,  «choint  mir 
diese  Voraussetzung,  wenn  sie  wahr  ist,  mit  einer  Folge  noiii\NeiHlii< 
V'nhunden  zu  sein,  welche  jenen  Erfolg  ganz  wieder  auf  hehl.  Zuwi^chcn 
naiulii  fi  dass  wirkhch  in  den  an  der  Gleitsfellc  ein-  oder  austretenden 
Elementen  die  Stromstärke  sich  innerhalb  einer  sehr  kurzen  Zeit  von 
0  bis  2i  oder  von  2i  bis  0  verUndero,  so  scheint  mir  dann'l  doch  die 
Folge  nothwcndii<  verbunden  zu  sein,  dass  unmittelbar,  nachdem  in 
dem  eintsotenden  Elemente  die  Stromstärke  bis  auf  !2i  gestiegen  ist ,  sie 
sogleich  wieder  in  diesem  von  nun  in  der  Kette  bleibenden  Elemente 
auf  t  herabsinke ,  weil  t  die  in  allen  Theilen  der  Kelle  nothwendig 
gleiche  Strominteasitfll  bezeichnet.  Auf  gleiche  Weise  würde  bei  den 
an  der  GleitsteUe  aosbreteaden  Theilchen,  in  welchen  die  Stromintensiiai 
constant  -=  f  gewesen  war,  diese  Strommteosit&l,  ehe  sie  von  2t  auf 
0  abnehmen  kann,  erst  von  i  auf  Sil  zogeoommen  haben  rnttsseo.  Bringt 
man  nicht  bloss  die  oben  voraoBgesetztc  Verflnderong«  sondern  auch 
diese  damit  nothwendig  ve^nndene  in  Rechnung,  so  ergiebt  sich  das- 
selbe Resulial,  wie  wenn  man  von  dieser  YoraitsseCning  abstrahierl  und 
einfitch  annimmt,  wie  zuvor  geschehen  war,  dass  in  den  an  der  Gleit- 
steUe em-  oder  austretenden  Elementen  die  Stromstärke  sieh  inneihalb 
einer  sehr  kurzen  Zeit  von  0  bis  I  oder  von  t  bis  0  verandere. 

Oer  durch  obige  Yoraossetznng  also,  wie  mir'scbemt,  nicht  lös- 
bare Widierspruch  Itfst  sich  aber  von  selbst,  wenn  man  nllher  prtift,  ob 
in  dem  fraglichen  Falle,  bei  der  von  Neumann  gegebenen  Äbleitnng 
des  Indindionsgesetces  aus  dem  allgemeinen  Gnindgeseizo  der  elektri- 
schen Wtikung,  alle  gegebenen  rdativen  Bewegungen  der  elektrischen 
Fluids  und  deren  Veränderungen  wiridich  in  Rechnung  gebracht  worden 
seien,  und  es  soll  diese  Lösung  gegeben  werden ,  nachdem  in  dem  fol- 
genden Artikel  die  Beschreibung  der  erwähnten,  von  Nenmann  sor 
Entscheulong  dieser  wichtigen  Firage  angesleUten  Versuche  nebst 
meiner  Wiederholung  derselbe  vorausgeschickt  worden  ist. 
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38. 


BescbreikuDg;  von 


euniaans  Yersucken  und  «leren  Wiederholung. 


NeumaDD  sagt  S.  59  der  aageAihrleD  AbhandluDg:  «Ich  werde, 
obgleich  ich  die  fieschreibuiig  von  Experimeiiieii  ans  dieser  Abhand- 
lung ausgeschlossen  habe/  in  diesem  Falle,  wegen  seiner  Wichtigkeit, 
die  Vorrichtung,  deren  ich  mich  zur  Prttfung  der  in  Rede  stehen- 
den Formeln  bedient  habe,  in  kurzen  Abrissen  angeben.   Ein  Theil 


^ /  Eine  im  Mittelpunkte  des  Bioges  senk- 

 """'^  recht  auf  seiner  Ebene  stehende  ro^ 

tierende  Axe  <t|f  fklhrt  das  bewegliche  Bahnstttck  if  mit  sich  im  Kreise 
herum  und  zwar  so,  dass  sein  Ende  ui  auf  dem  lUnge  schleifend  fort- 
gefllhrt  wird.  Der  indoderende  Strom  tritt,  von  «  kommend,  bei  in 
den  Bing  und  bei  f  aus  ihm  heraus  in  das  bewegliche  Bahnstodc,  aus 
dieaem  in  die  leitende  Axe  ^^Y^\r^  kehrt  er  durch  die  ruhende  Draht- 
leitung nach  0  zurttck.  Diese  Bicfatung  des  Stroms  ist  durch  Pfeile^ 
in  der  Figur  angedeutet.  Conoeatriscb  um  den  Ring  liegt  em  kreisför- 
miger Leiter  in  wek;hem  durch  die  Bewegung  des  Bahnstttcks  «f 
ein  ^rom  Induciert  wird.  Wenn  das  bewegliche  Bahnstttck  von  ß  über 
f  bis  ^  fortgefllhrt  ist,  kann  die  Bahn  desselben,  wegen  der  geringen 
Entfernung  von  H  bis  als  geschlossen  angesehen  werden,  und  des- 
halb kutanen  die  gegebenen  Formeln  zur  Bestimmung  der  wahrend 
eines  Umlauls  eniwickeHen  elektromotorischen  Kraft  angewandt  wer- 
den ....  Um  Richtamg  und  Grosse  des  inducierten  Stroms  zu  beob- 
achten, war  folgende  Einrichtuug  gcIrofliBn.  Der  indocierte  kreisförmige 
Leiter  war  bei  h  unteibrodien  und  hier  mit  zwd  Forlatttzen  a  und  f 
versehen,  v<m  denen  emor  unmiHelhar  mit  dem  einen  Ende  des  Multi- 
piicafiordrahts  m  Verbindung  stand,  der  andere  aber  zu  einer  Metall- 
feder  ging,  wetehe  in  schleifender  Berührung  mit  einer  Metallhulae 
stand,  die  isoliert  auf  die  rotierende  Axe  tti  gesteckt  war.  Der  indu- 
derte  Strom  ging  also  durch  diese  Feder  in  die  Halse,  trat  aus  dieser 


des  Schliessungadrahta  einer  galvani- 
schen Kette  a  ist  ringförm^  ^  gelo- 
gen; das  Ende  ^  dieses  Ringes  reicht 


^  sehr  nahe  an  seinen  Anfang    ohne  mit 
ihm  in  leitender  Verbindung  zu  stebmi. 
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durch  eine  zweite  gegen  sie  drackeade  Melallfeder  heraas  und  ging 
aas  dieser  zu  dem  andern  Ende  des  Molliplicatordrahte*  Die  Halse  halle 
einen  Ausschnitt,  der  mit  Bolz  ausgefällt  war,  auf  welchem  die  eine  Fe- 
der in  dem  Augenblicke  lag.  als  das  bewegliche  Dahnstück  yt  bei  ä  den 
Ring  ßyd  verliess,  um  bei  /?  von  Neuem  mit  ihm  in  lekende  Verbindung 
zu  treten.  In  diesem  Augenblicke  nfimllch  wird  die  Schliessung  des  In- 
dttcenten  unterbrochen  und  wieder  hergestellt,  es  verschwindet  sein 
Strom  und  er  tritt  wieder  auf,  dadurch  wird  aber  in  dem  Leiter  keine 
Induction  erregt,  weil  er  ihr,  nach  der  eben  angegebenen  Vorrioblung. 
keine  geschlossene  leitende  Bahn  darbietet.  Zum  Uultiplicator  gehingt 
also  nur  der  durch  dieBeweguog  desBabnstucks  yt  induderte  Strom  und 
Ittsst,  da  er  bei  fortgesetzter  Drehung  der  Axe  eif  immer  in  derselben 
Richtaog  fliesst,  Richtung  und  Intensttüt  beobachten.  Die  Beobacbloog 
zeigte  einen  inducierlen  Strom ,  und ,  was  die  Richtung  desselben  be- 
trifll,  gab  sie  dieselbe,  so  wie  meine  Formel  es  fordert.  Um  zu  bewd- 
seu,  das»  durch  diese  Formel  niclil  bloss  die  Richtung,  sondern  auch 
die  Stärke  dus  iiulucici  tcn  Stroms  richtig  inis.^cHlrückl  wird .  wurde  auf 
folgende  Weiüc  verfahren.  Die  Feder,  welclie  die  leilende  Verbindung 
in  der  inducierlen  Stronilt.ilni  mitt  i  hi.icli .  u  urdc  so  viel  hoher  gestellt, 
dass  sie  den  mit  Holz  aiisi<efiilllen  Ausscliiiitt  der  lhil>e,  durch  deneben 
die  Unlcrbrechuug  iK-uirki  wurde,  nicht  mehr  traf.  Den  inducierten 
Strömen  wird  jetzt  immer  eine  geschlossene  Bahn  geboten.  Zum  Mul- 
liplicalor  gelangen  bei  fortgesetzter  rascher  Diehnnp  der  Axe  ttj  drei 
Ströme  innerliallj  sehr  kurzer  Zeit,  nämlich  der  (hucli  die  Bewegtmg 
des  Bal)ns(iu  k8  yr^  iiidiicierte.  dann  iUw  durch  das  Versch%vinden  des 
induciereadcn  Stroms  inducierte,  in  dem  Momente,  wo  «las  lieweiiliehe 
fiahustUck  den  Ring  bei  d  verhSsst,  und  endlich  der  durch  sein  Wieder- 
auflrelon  inducierte,  sobald  das  SUIek  den  liin.^  in  wieder  erreicht. 
Die  Krall ,  welche  von  diesen  drei  Strömen  wahnmd  der  kurzen  Dauer 
eines  Umlaufs  des  Bahn  Stocks  ye  auf  die  Magnetnadel  des  Mulliplicalors 
ausgeübt  wird,  ist  mit  der  Summe  ihrer  elektromotorischen  Kräfte  pro- 
portional; je  nachdem  das  Vorzeichen  dieser  Summe  positiv  oder  ne- 
gativ ist ,  wird  die  Nadel  auf  der  einen  Seite  oder  der  andern  des  Me- 
ridians ihre  beinahe  feste  Stellung  nehmen,  oder  sie  wird,  wenn  jene 
Summe  =  0  ist,  in  ihrer  Stellung  im  Meridiane  verharren  ....  Die 
Beobachtung  zeigt,  dass,  wenn  die  Drehung  rasch  geschieht,  die  Nadel 
im  Meridiane  bleibt,  wodurch  die  Richtigkeit  meiner  Formel  sowohl  in 
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Beziehung  an!  die  HiciUuDg  als  die  Stürkc  des  inducierten  Stroms  er- 
wiesen ist. » 

ZurWiederliolung  dieser Versucbc  wurde  i  Kilngianiiu  Kiipfcrdraht, 
wfelcher  J  Millimeter  dick  war,  mit  Seide  übersponnen  auf  ciiiLMi  dünnen 
Mcssing:i'eif  von  120  Millimeter  Durchmesser  aufgewuixlcn.  In  diesen 
Messuigreif  wurde  ein  liölzcrner  Cylinder  gestellt,  welcher,  von  etwas 
kieioerüni  nnrclunosser  als  der  Messingreif ,  mit  einer  inrtallenon  Axc 
vei  si  lu'n  war,  durcli  die  er  milleist  eines  Getriebes  sclitn  II  gedreht  wer- 
dcQ  kouule.  In  den  hölzernen  Cylindei-  war  ein  StrtMleii  Kupfer  ein- 
gelegt, welcher  von  der  metnllenen  Axn  bis  zur  Peripherie  reichte. 
Mit  diesem  kupfernen  Streifen  waren  an  (ier  Peripherie  drei  mes- 
singene Federn  veri)un(len .  welche  den  Messingreif  von  innen  in  drei 
Punkten  berührten ,  welche  in  einer  mit  der  Drehungsaxe  paraHelen 
Linie  lagen.  Diese  3  Federn  dienten  zur  Herstellung  einer  sicheren 
Berührung,  damit,  wenn  eine  der  3  Federn  einen  Augenblick  ver- 
sagte, die  Verbindung  mit  dem  ^lessingreife  durch  die  beiden  andern 
Federn  erhalten  wUrde,  Von  den  beiden  Leitungsdi  tlbten  eines  Gro- 
VC* sehen  Bechers  würde  der  eine  an  dem  I.ager  der  Drehungsaxe  be- 
fesligt,  der  andere  an  irgend  einen  Punkt  des  Messingreifs*  Die  beiden 
Enden  des  auf  den  Messingreif  aufgewundenen  llberspcnmenen  Kupfinr> 
drabls  worden  mit  dem  HiaUiplicator  des  Galvanometers  verbunden, 
dessen  Nadel  eine  Schwingnngsdauer  von  nahe  i  0  Seconden  besass. 

Die  besobriebene  Vorrichtung  unterscheidet  sieb  von  der  Neu- 
mann' sehen  westtiitlich  nor  in  waer  Beziehung,  nSmlich  darin,  dass 
der  Itessfaigreif  nicht  aufgesphnitten  war.  wodurch  bewiilä  wird, 
dass  der  Strom  deftttule »  welcher  durch  die  metallene  Drehungsaxe 
emiritt,  von  der  einen  Stelle  des  Messingreife,  zu  welcher  er  durch  die 
Messingfedem  geführt  wird,  auf  zwei  Wegen  zu  der  andern  Stelle 
des  Hessmgreilb  gelangen  kann ,  von  wo  er  zur  Sttule  zurtickgefilhrt 
wird:  der  Strom  theilt  sich  daher  zwischen  diesen  beiden  Wegen,  nfim- 
lich  zwischen  den  beiden  Tbeilen  des  Messingreifs,  welche  den  Be- 
rührungspunkt der  Messingfedem  mit  degenigen  Stelle  verbinden,  wo 
der  andere  Leitungsdraht  der  Sttnle  am  Messingreife  befestigt  ist. 
Dnrdi  diese  Theilung  -des  Stroms  wird  wesentlich  Dasselbe  erreieht, 
was  im  Neumann' sehen  zweiten  Versuche  die  Erhaltung  des  Schlus- 
ses der  inducierten  Ketle  in  dem  Augenblicke  bezifveckto ,  wo  die  Gleit- 
Stolle  den  Schnitt  des  Messiogreifs  passierle,  dass  nämlich  die  Summe 
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der  elektromotorischen  Krüfte ,  welche  von  den  an  der  Gleilstelle  ein- 
und  anj?tretendcn  StromeleiiiL'ntcu  ausgeübt  wurden,  für  eine  i;anze  Um- 
drehung der  Axe  —  0  wird,  und  daher  bei  schaelier  Drolimig  die  be- 
obachtete Wirkung  auf  das  Galvanometer  bloss  von  der  Summe  dcr- 
jeniij;en  elektromolonscben  KrSfle  abhing,  welche  von  der  Bewegung 
des  ßahnstucks  horrlthrten.  Durch  die  beschriebet'  TIk  ilung  des 
Stroms  wird  ebenfalls  bewirkt,  dass  die  Summe  der  rlcktromolori sehen 
Krttflc,  welche  von  den  an  der  Gleitstelle  ein-  und  austretenden  Kie- 
menten ausgeübt  werden,  =  0  wird,  und  zwar  nicht  bloss  für  die  ganze 
Dauer  einer  Umdrehung,  sondern  für  jeden  einzelnen  Augenblick,  wor- 
aus für  die  Ausführung  des  Versuches  der  Vortheil  entspringt ,  dass  der 
Erfolg  nicht  mehr  an  die  Bedingung  einer  sclmellen  Drehung  geknüpft 
isl,  was  bei  dem  Neo  mann 'scheu  Versuche  der  Fall  wur.*)  Bine 


*}  Dass  die  beschriebene  Theilung  des  Stroms  die  angegebene  Wirkang  wirkKeh 
habe,  IIssl  sich  auf  folgende  Weise  zeigen.  Bezeichnet  man  die  con^tile  Ititcn- 
cilSt  des  angetbeilteo  Stromit  mit  i,  und  theill  sich  dieser  Strom  bei  seinetn  EtnU  iUe 
in  d«n  Meningreif  in  swei  Thetle,  voa  den«a  der  «in«  die  Intonsillt  t,  hat  und  durch 
dm  Kreisbogeri  ^  zom  Aiutritiiponkte  gehl,  der  audere  die  fnloMitU  i,,  brt  and  durdi 
den  Bogen  in  —  \fß  zum  Aastritteimiikle  geht;  M  geben  die  OliiB*eslMO  Oeeelae  der 
Slfwnlheihiiig.liDlgende  Gleichungen : 

«/  :  '//  =       —  «/»)  :  . 
Kimmt  nvn  ^  um  d^  ni»  ao  verschwindel  in  dem  Bogenetemente      die  Stromiuten- 
lült  i„  und  etat!  dessen  eniilehl  in  demeelbeo  BleoMoie  dfo  MimninlensUII  —  i,  (wo 
dae  negalife  VocMidiea  bedeutet«  daae  dieBicfalmg  dee  neu  oilalendenen  Stroo»  der 

Richtung  des  warhsenJeii  Bogons  t/i  entgegengesetzt  ist).  Das  Vcr<5cfiwindcn  eines 
posilivon  Stroms  i,,  in  dem  EiemeiUe  di^  erzeugt  eine  mil  ii^/^i  proportionale  ciuktro- 
molori)iche  Kraft ,  und  das  Entstehen  eines  negativen  Stromes  —  i,  in  dem  Eloroeute 
d^  eine  mit  —  ( —  t,di^)  i^dv  proportiooele  eleklromoloriidie  Kraft,  deren  Simuee 
elao,  wenn  «  einen  eeoHaiilen  Feelor  benidwel» 

— '       +  aüxlt 
ist.  Indem  nun  aber  xp  um  d*,"  wr^rhst ,  ändert  sich  zugleich  das  VerhSltniss  von  i,  :  i„ 
=  {tn  —  v)  ■  V'  wSlireiul  die  .Suuuac  i,  -f-  hi  ™  >  unverändert  bleibt ,  woraus  die 
beiden  DilTureuliaigleicbuDgen  erhalten  werden  : 

^pd^.(|]f  —  Y)dvr»  —  Ai^ 

Ai%Beh  d<, —       and  d4,  —  +       •  Die  InleMfliMindcnMig  dv  dae  6iro- 

nee  ^  im  Bogen  V»  in  der  Richtung  abnehmender  Wertbe  von  ^  orzeagt  eine  mit  «/fd^ 
proportionale  elelitrorootoriscbe  lüvft  +  ai/'di,  ==•  —  a«|'  'j^'  ;  die  Fnlonsil^iLsändorung 
di„  im  Bogen  (t?r  —  in  der  Richtung  wachsender  W'crthe  von  t/'  crzcui;t  eine 
nit  —  (In  —      d»„  proportionale  elektromotorische  Kraft  «=  —  a{tn  —  dvi 
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andere  EhirieliliiQg,  weicht,  u-odte  wurde,  fun  sowolfl  den  ersieo 
NeamanD'sdien  Versnoli,  als  auch  den  zweiten,  ganz  unverändert, 
in  wiederholen ,  aoH  naehber  beaduMM»  werden. 

Es  wurden  folgende  zwei  Ve^cfae  gemacht.  Erstens 
wurde  der  hölzerne  Cylinder  durch  das  Getriebe  in  jeder  Secunde 
10  Blal  um  seine  Axe  gedreht,  wahrend  der  nidncierende  Strom  durch 
die  Dr^ungsaxe  und  den  I^lcssingreif  gefklhrt  wurde,  und  es  wurde  am 
Galvanometer  beobachtet,  dass  dadurch  kein  Strom  induciert  wurde. 
Der  nnverrOckto  Stand  der  Gulvanometernadei  konnte  bis  auf  4  Scalen- 
theü  verbürgt  werden.  Dieses  ResulUit  stimmt  also  mit  dem  des  zwei- 
ten Neu  mann' sehen  Versuches  ganz  überein.  Zweitens  wurde  um 
den  Hessiugreif  noch  ein  IlUirsdrahl  einmal  herum  geführt,  und  seine 
Enden  mit  der  Süule  verbunden ,  so  dass  der  Strom ,  statt  durch  die 
Drehungsaxe  und  durch  den  Messingreif,  durch  diesen  Draht  hindurch 
gehen  musste.  Im  Augenblicke,  wo  diese  Kette  geschlossen  wurde, 
wurde  am  Galvanometer  ein  inducierter  Strom  beobachtet,  dessen  Rich- 
tung der  des  inducierenden  Stroms  (  nfgegengcsctzt  war.  Bei  Lösung 
der  Kette  zeigte  sich  ein  gleich  starker  inducierter  Strom ,  aber  von 
gleichei  iliclilung  mit  dem  inducierenden.  In  beiden  Fallen  erhielt  tlte 
Galvaiiunietornadel  eine  Ablenkung  von  nahe  22  Scalen t heilen.  Der 
zweite  Versuch  dient  zum  Heweisc,  dass  im  ersten  Versuche,  bei  100 
Umdrehungen  des  beweglichen  Stromstücks  wahrend  einer  Schwingung, 
die  Gaivaaoüieteniadel  ül)ei  tuüO  Scalcutheile  Ablenkung  erhalten 
haben  mUssle,  wenn  jede  Umdrehung  eine  elekiromotorische  Kraft 
erzeugt  hatte ,  welche  der  durch  den  zweiten  Versuch  beslimmteu 
gleich  wäre.    Eine  solche  Krafl  ist  ;ili,u  nicht  vorhanden. 

Dieser  Versuch  bietet  bei  der  beschriebenen  Stromlbeilung  noch  ein 
besonderes  In(eress(  dadurch  dar,  dass  er  dem  bi  k  umten  elekti  od;)  Hämi- 
schen Kota  Itons  versuche  genau  entspricht,  w  o  mnerhaib  eines  festen  kreis- 
runden Strömt?  ein  beweglicher  Stromtheil  sich  beündel,  weicher  nach 
dem  Mittelpunkte  des  ersteren  geticlitel  ist.  lieber  diesen  elektrodyna- 
mischen Hütationsversuch  siehe  Poggendorff  in  den  Annalen  1849, 
77.  S.  22  ff.  Es  ist  bekannt,  dass  der  Kreisstrom  den  beweglichen  Ra- 

^  ^  «(Sil  _  ^)  ^  .  BS  M«iBbl  Mh  hisraufl  die  Snnine  «Her  ddtlrooMloriMlMO 
KrSfta  in  Ffllg»  4w  ZynahiM     d«  Bogens  ^^: 

was  SU  beweis«!  war. 
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dia!?1rom  rolioren  macht,  in  der  Richtung  des  Kreisstroms  selbst  oder 
in  iimgekehrtfr,  je  nachdem  die  Richtung  des  Stroms  in  dem  beweg- 
lichen SJKuiiiheile  nach  dem  Mittelpunkte  zu  oder  von  ihm  abgcricliiet  ist. 
Nach  dei"  sonst  gültigen  Regel,  nach  Nvelclier  elf'ktroniatrnetische  oder 
elektrodynamische  Versuche  in  magnetoeleklnsciio  odei  VoiLiuniuciions- 
Versuche  umsyekehrt  werden,  scheint  es,  dass,  wenn  jener  bewegliche 
Radialstrom  gedreht  wird,  wie  es  bei  unserem  Versuche  der  Fall  war, 
in  dem  festen  kreisrunden  Leiter  ein  der  Dreliungsrichtung  [)araneler 
oder  entgegengesetzter  Strom  inducierl  werden  müsste,  je  nachdem  der 
Sfroiii  in  (leiti  beweglichen  Leiter  von  dem  Mittelpunkte  ab  oder  nach 
derii.sclben  zu  gerichtet  wäre.  Auch  leuchtet  ein,  dass  die  Vertaubchung 
der  Quecksilberrinne,  in  die  nifin  bei  dem  erwähnten  Rotationsversuche 
den  beweglichen  Stromthcil  «  inlauchen  zu  lassen  pflegt,  mit  einem  von 
dem  bcwi  glichen  Stromtheiic  bpriihrteu  Messingreife,  umvcsrullich 
ist  und  keinen  Eintluss  auf  da >  Hesultat  haben  könne.  Du  \  eisuc\i  hat 
nun  aber  gelehrt,  da>s  »lor  n  n  h  der  angeführten  Regel  zu  erwartende 
Inductionsstrom  in  diesem  Kai  Ii  nicht  stattfindet.  Jene  Regel  der  Um- 
kehrung gilt  dalirr  nirht  allgcuiein,  sondern  es  findet  davon  eine  Aus- 
nahme statt  w*  iiu  der  gesclilossene  in<lucierende  Strom  aus  einem 
beweglichen  und  einem  unbeweglichen  Stromtheile  besteht,  welche 
durch  eine  Gleitstellc  verbunden  sind.  Bekanntlich  findot  der  In- 
ductionsstrom stati,  wenn  der  inducicrte  Leiter  au8  zwei  Uurcb  eioo 
Gleit*^ tolle  verbundenen  Theilen  beslehL 

Ferner  habe  ich  auch  die  N  euniann'schen  Vorsuche  unverlinderl 
wiederholt,  indem  der  .Messingn'it"  neben  der  Stelle  durchschnitten 
wurde,  wo  d<'r  viin  der  SEiulc  kommende  Leitungsdraht  an  ihm  befestigt 
war.  Die  eine  Verbindung  des  um  den  Messingreif  gewundenen  Drahts 
mit  deui  Mulliplicator  des  Galvanometers  wurde  durch  eine  Feder  her- 
gestellt und  konnte  durch  ZurllckdrUcken  dieser  Feder  gelöst  wer- 
den. Dieses  Zurückdrtlcken  wurde  durch  einen  Holzstifl  bewirkt, 
welcher  am  Holzcylindcr  befestigt  und  so  gestellt  war,  dass  dadurch 
die  Lösung  der  Feder  in  dem  Augenblicke  stattfand,  wo  die  am  Holz- 
cylindcr angebrachten  Messingfedern  auf  die  durchschnittene  Stelle  des 
Messingreifs  zu  stehen  kamen.  Noch  ist  zu  bemerken,  dass  der  um  den 
Messingreif  gewundene  Draht  eine  geringere  Anzahl  von  Umwmdflilgeil 
als  vorher  bildete.  Es  wurden  damit  folgende  Versuche  gemacht.  E  r- 
stens  wurde  der  hölzerne  Gylinder  um  sdne  Axe  durch  das  Getriebe 
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10  Mal  in  jeder  Secunde  gedreht  und  am  Galvanometer  ein  inducierlor 
Strom  beobachtet,  welcher  sn  M.uk  wnr.  dass  die  Ablenkung  der  Nadel 
über  500  Soalenllieile  betriif,'  und  mit  der  Scale  nicht  mehr  gemessen 
werden  koiuite.    Zweitens:  der  Holzcylinder  wurde  nacli  Beseiti- 
gung des  Holzstifles  in  derjenigen  Stelluuj^  fcslgehallou ,  wo  die  an 
ihn  befestigten  Messingfedetn  das  mit  der  SUulo  nicht  verbundene 
Ende  des  durchschnittenen  Messingreifj»  berührten ,  so  dasü  der  Slmm 
den  i;an/;Ln  Mcssingreif  durchlaufen  niusstc.    In  dem  Anp:cnblicke 
nun,  wo  die  Söule  geschlossen  wurde,    wurde  am  GalvaiioiueUir 
ein  inducierler  Strom  beoi)achtct,  weicher  die  Nadel  um  13,5  Sculen- 
theile  in  der  nlimiK  i  en  Richtunii  wie  bei  dem  ersten  Versuche  ahleukle, 
vorausgesetzt,  dass  ilie  lüelming  des  inducierendcu  Stroms  die  naraliche 
war,  und  dass  beim  ersten  Versuche  in  derjenigen  Hichtung  gedreht 
wurde,  bei  welcher  die  Mcssin;- federn  von  ihrer  eben  beschriebenen 
Stelle  (Iber  den  Schnitt  des  M*  ^^mj^'rcifs  furtgefuJirl  wurden.  Drittens: 
um  d^  n  .Messingring  wurde  noch  ein  Hiilfsdraht  einmal  herumgewun- 
den und  die  Säule  so  damit  gesehlosjsen ,  dass  der  Strom  diese  Draiit- 
windung  in  gleicher  Riclituntr  durchlief,  wie  vorher  den  Messingreif, 
bn  Augenblicke  der  Schliessuuif  der  Sttule  wurde  dann  mit  dem  Gal- 
vanometer ein  inducierler  Strom  beobachtet,  welcher  die  iNadel  13,8 
Scalentheile  in  gleicher  Richtung  wie  vorher  ablenkle.    Hierauf  wurde 
viertens  der  Muiiii  ln  :itor  geschwächt  und  der  erste  \ersnch  noch- 
mals wiederholt.    Der  mducierte  Strom  binchte  dann  eine  |»leil)endo 
Ablenkung  der  Magnetomcleruadel  von  'Ml  Scaientiietlcü  hervor,  je- 
din  h  Hess  sich  eine  feinere  Messung  dieser  Altlcnkung  nicht  fiusftlhren, 
wegen  bedeutender  Sciiwankungen,  die  \s  ilii  >  heinücli  ihren  (ituud  in 
Unvollkomnienln  i(i  II  drv  ('■(  hnischen  Auslillirung  der  holatiorisv<jrrich- 
tung  hatten.  Fiinlleus  wurde  auch  der  zweite  Versuch  nochmals  wie- 
derholt und  es  (  ri^ab  sich,  statt  der  früher  beobachteten  Altlenkung  von 
13,5  Scaleutheilcu ,  mit  dem  geschwächten  Multijtlicator  uur  eine  Ab- 
lenkung von  8  Scalenthcilen.    Scchsicn.s  endlich  wurde  auch  der 
zweite  Neumanu'sche  Versuch  wiederholt,  welcher  sieh  von  dem 
vierten  Versuch  nur  dadurch  unterschied,  dass  der  Holzstifl  am  Holz- 
cylinder entfernt  wurde,  wodurch  bewirkt  wurde,  dass  nun  l)ei  der 
Drehung  des  llolzcylinders  die  indu(  n  i  tc    Kette  immer  geschlossen 
blieb.  Bei  gleich  schneller  Drehung,  wie  heim  ersten  und  vierten  Ver- 
suche, wurde  danu  an  der  Galvanomeieroadel  gar  keine  Ablcakuog 
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beobachtet  und  dieser  Ruhestand  konnto  bis  auf  ein  paar  Scaleolheilo 
verbürgt  werden,  innerhalb  welcher  die  Nadel  schwankte. 

Die  Resultate  der  im  vierten  und  fünften  Versuche  gemachten 
MessongQn  gestatten  eine  Yergleichung,  welche »  auch  wenn  diese 
Messungen  keine  grosse  Genauigkeit  besassen,  bemerkt  sn  wer- 
den verdient.  Aus  dem  Resultate  der  im  vierten  Versuche  gemach- 
ten Messung  lUssl  sich  nUmlich  die  grösste  Elongation  berechnen, 
welche  die  Magnetometernadel  von  der  Ruhe  ab  in  Folge  der  ihr  durch 
eine  einzige  momentane  Umdrefmng  des  Uolzcylinders  ertheilten  Be- 
wegung erreicht  haben  würde.  Ks  ist  nur  zu  diesem  Zwecke  noch  hin- 
zuzufklgen»  dass  das  logarithmische  Oecrement  der  Abnahme  drr 
Scbwingungsbogen  der  Nadel  =  0,47460  war,  oder  dais.  wena  man 
dasselbe  durch  den  Modolus  des  Logarilhmeosysleros  dividierl  mit  X 
bezeichneli  k  =  1,088  war.  Bezeichnet  man  ausserdem  mit  y  die  im 
vierten  Versuche  beobachtete  Ablenkung  Air  n  Umdrehungen  wVhrend 
der  Schwingungsdaner  der  Nadel,  so  eigiebt  sich  für  die  grtfsste  Elon- 
gation, weldie  die  Nadd  in  Folge  der  ihr  durch  ^e  Umdrehung  er- 
theilten Bewegung  erreicht  haben  wOrde.  folgender  Ausdnick: 

Nun  ist  in  Scalentlieilen  y  — r  377.  ferner  n  -=100  (weil  10  L'mdre- 
hungen  auf  I  Socunde  kamen  und  die  Schwingungsdauer  t  —  i  0  Sc- 
cunden  war)  unti  A  ~  1 ,088  gefunden  worden  ;  folglich  ist  die  grösste 
Elongation,  welche  die  Magnetometernadel  von  der  Rulie  ab  in  Folge 
der  ihr  durch  eine  Umdrehung  ertheilten  Bewegung  erreicht  haben 
wtlrde,  in  Scalentheilen  ausgedrückt, 
  x=  8,164, 

*)  Steh*  Beilag«  C,     nil  Melsiebt  mf  dl»  nmffyt^  di«  dar  nihandM  Nadal 

«Iheille  Drchongsgescbwindig^eit,  wenn  x  die  gesuchte  Elongation  und  r  die  Schwin- 
gunssdaner  tintar  dem  Hittflussc  der  Dämpfung  bexelchnot,  ausgedrCk^  i«t  durch 
^  are  tang  ^ 

X  V  (:nr  -f  AA)  .  «  .  Diaia  DrdbongiVeMhwindiglteit  itlaberdiBthdia 

dar  Abhnbiog  y  antaprachaada  Drebungmomant  F,  dtvidiart  dnrdi  da*  IM^baiia- 
nonaDt  dar  Nwlal  JT  und  aniltitolieiait  mit  dar  ZtHt  ainer  Omdrelniiu:  tv  viartan 
Vanoeba  gegeban  n  '  Büdlich  tat  das  dar  Ablankong  y  anlapreclieada  Dre- 
bunguMunanl  F«*  lUgliefa 

t     ^       •      ^  «in' 
woraus  sich  für  x  uer  oben  angeführte  Aufidruci  ergiebt. 
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wahreod  im  fiioflen  Vemiclie  eine  Bhmgatioii  von  8  Scalenllieiieii 
wirklich  beobachtet  worden  ist,  wenn  der  Holzcylinder  nicht  gedreht 
wurde ,  sondern  in  deq'enigen  Stellung  fest  stand,  l>ci  welcher  der  bei 
Schliessung  der  SSiile  entstehende  Strom  den  ganzen  Messingreif  durch- 
laufen musstc.  Aus  der  ans  dieser  Vergleicbung  hervorgehenden  Uefcer- 
einstimmung  folgt,  dass  der  im  vierten  Versuche  inducierte  Strom,  eine 
nur  mittelbare  Folge  der  Drehung,  durch  den  l>ei  jeder  Umdrehung  im 
gaiucii  Messingreif  entstehenden  Strom  induciert  worden  sei  (dessen 
Wieder^'ergclnvindcn  keinen  Einfluss  ausüben  konnte .  weil  die  Multi- 
plicatorkeltc  in  dem  Augenblicke  dieses  Yerschwindens  gelöst  wm], 
die  Drt^lmnfi;  des  beweglichco  StromstUck.s  solbst  halte  also  keinen  An- 
thoil  yn  dorn  inducierten  Strome.  Es  finden  sicli  durch  diese  Versuche 
also  die  von  Neu  mann  gegebenca  Bestimiuuugcn  vollkommen  bestätigt. 

39. 

Das  IndoeliODf^ifeselz  AIp  iodueierenile  SirSme  mil  GleltslelleD. 

Das  nlliroTTKMnc  Princip  der  matlicnial Ischen  ThtMuio  iiiducicrtcr 
elektrisclier  Str()uie,  welches  von  NfuiiKiiin  aufijesh'IU  ^\()I(1i'n  ist, 
ist  ein  Theorem ,  welches  sich  auf  du  Sii  omc  mul  Leiter  im  Ganzen, 
und  zwar  bloss  auf  ihre  Stärke  und  un  Anfan-  und  am  Ende  der 
belrarlUrti  [i  Indurtion  bezieht  und  die  gesuclite  Sunimo  der  rlrklmmolo- 
risclii  n  Kt  aite  von  der  Betrachtung  aller  mitwirkenden  Elemente  mi  Ein- 
zelnen um!  von  der  Betrachtung  des  allmtlhligcn  Uebergangs  der  Ströme 
nnd  Leiter  aus  ilirem  Zustande  am  Anfange  der  Induction  zu  dem  am 
Ende  derselben  uiwilihilngig  darstellt.  Die  Erleichterung,  welche  ein 
Theorem  von  solclier  Einfachheit  und  Aügemeinheit  tiberall,  wo  es  An- 
wendung findet,  zur  wirklichen  Ikstunniung  der  gr>ii(hten  SuniriH« 
eleklromolorisrher  KrJlfte  gewahrt,  leuclilcl  von  selbst  ein.  Mit  dem 
allgeuicIiH  II  I ii  iiiidgesetze  der  elektrischen  Wirkung  verhnlt  es  sich  der 
Sache  nacii  ganz  anders,  weil  dieses  nur  eine  fUr  alle  Elemenlar- 
wirkungen  gültige  Regel  geben  soll ,  aus  welcher  die  uesuchto 
Summe  elektromotorischer  Krüfte  nicht  unmittelbar  erhallen  wirti, 
sondern  nni  mittelbar  durch  eine  Summation  aller  vollstlindig  zu- 
sammengestelllon  Elementarwirkungen  gefunden  werden  kann  Es 
kommt  daher  hier  bei  Ableitung  dos  Inductionsgcsetzes  für  ein  ti  Jiü- 
stimmten  Fall  hauptsiiehltch  auf  eine  fiir  diesen  Fall  vollständige  Zu- 
sammenstellung aller  KIcmcntarwirkungcn  au ,  welche  sich  aus  der  Be- 
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Iraclilung  der  Verhüllnisse  ergeben  muss,  welche  der  gegebene  Fall 
•  vuraussetzl.  Die  Ableitung  der  IndocUonsgesetze  aa»  dem  allgemeinen 
Grundgesetze  der  oluktn.schen  Wirkung  fordert  daher  eine  ganz  bes(m- 
dcre  AiifniLi  ks  tiiiki  Ii  iiil  alle  Verhältnisse,  welche  dureh  jeden  L:,c!ze~ 
bcncn  Füll  hesüninil  s.oin  sollen.  Es  ist  dicis  gejichehon  for  den  Kall 
der  von  Slromelementea  auf  andere  Stroraelemente  oder  auf  T.erlcr- 
cleuiente  ausijeübten  Indiiction  sowohl  in  der  ersten  Allunullung  über 
eleklrodynamibchc  Maassheslimraungen,  alü  auch  in  der  von  Neu  mann 
in  der  aogefiihrlen  Abhandlung  §  5  gegebenen  Ableitung,  wodurch  sich 
fUr  diesen  Fall  zwei  wesentlich  verschiedene  Arten  von  Kleinen tarwir- 
kungen  herausgestellt  haben,  nöiulich  diejenigen,  welche  ein  Stroin- 
element  durch  seine  relative  Bewegung  zum  iiuliu  u  i  ton  Eleinontc. 
und  ilic^jenigen.  welche  ein  Strotuelemeal  durch  Aendei-ung  seiner 
Strom inlen.si tat  ausübt. 

Diese  Eintheilung  der  Elementarwirkungen  hat  nun  Neumann 
auch  auf  den  Fall  eines  inducierenden  Stroms  niil  (i  Ici Iste  1  len  in  An- 
wendung gebracht.  Dieser  Strom  zerftilll  in  ein  beweglichci»  und  unbe- 
wegliches StrüinslUck.  die  an  zwei  Stellen  in  leitender  Verbindung  ste- 
hen, von  denen  wenigstens  eine  Gleitötelle  ist.  Es  ergab  sieh  leic  ht, 
dass  die  Eleraentarwirkungen  des  beweglichen  Sli  innstucks  der  eialen 
Art  angehören ,  nüi  11  in  Ii  Ji  iijein'gen,  welche  die  Slromelemente  durch 
ihre  relative  Bewegung  zu  den  iuducierlen  Elemcnfen  ausüben.  Eben  so 
ergab  .sich,  dass  die  Elementarwirktmgen  des  unl  (wcgiichen  Slrom- 
stttcks  der  /.weiten  Art  angehOrcu,  nämlich  denjenigen,  welche  die 
Stromelemcutc  durch  Aendeiung  ihrer  Slronüntensilät  ausül>en.  Den 
aus  der  ersleren  Quelle  staunnendcn  iiieil  «ler  elektromotorischen  Kraft 
hatte  Noumann  zuerst  allein  berccfuict,  Ihm  der  nachfolgenden  Prüfung 
aber  den  aus  der  andern  Quelle  slammeadea  Xbeil  der  elektronaoto* 
fischen  Kraft  lujch  hinzugefügt. 

Eine  weileic  Prüfung  kann  nur  darauf  gerichtet  sein .  oh  die  Zu- 
sammeoslelluiig  der  Elenientarwirkimgen  nach  den  beiden  angegebenen 
Arten  für  den  Fall  eines  inducierenden  Sironis  mit  Gleitstelle  wirk- 
lich erschöpfenfl  ist.  In  der  That  >\  !lre  sie  wirklicli  crsehüpfend .  wenn 
in  diesem  Falle  bloss  inducierende  M  r  o  ni  e  1  e  m  e  n  l  e  gegeben  wären  ; 
denn  diese  müssen  enlwc^ler  dem  beweglichen  oder  dem  unbew^- 
liehen  Slroinstucke  angehören,  wonach  ihre  Elenientarwirkungen  ent- 
weder der  crstcrea  oder  der  letzteren  Art  seia  inllssea.  PrUft  man  nun 
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aber  ntkher,  ob  in  dem  vorliegenden  Falle  wirklich  alle  gegebenen  Be- 
wegungen der  elektrischen  Fluida  und  deren  Aenderungen  auf  Bewegun- 
gen der  Elektricittit  in  Slromelementcn  und  deren  Aenderungen  zu- 
rückgeführt werden  können;  so  ergiebt  sich  leicht,  dass  diese  Zuriick- 
fiihrung  überall  möglich  isl,  in  i  t  Ausnahme  der  G  I  c  i  t  s  t e  1 1  e .  An 
der  Glcitstellc  tritt  nämlich  eine  plötzliche  Aeuderunif  in  der  Bewe- 
gunjj;  aller  olektrisclien  Theilchen  ein,  indem  diejenigen,  welche  von  dein 
beweglichen  Stronislückc  zu  dem  unbeweglicliea  übergehen,  an  der 
Bewegunij;  des  ersteren  Theil  zu  nehmen  aufhören,  und  diejenigen, 
welche  von  dem  unbeweglichen  Stromstucke  zu  dem  beweglichen  über- 
gehen, an  der  Bewegung  des  letzteren  Theil  zu  nehmen  beginnen. 
Diese  plötzliche  Aenderung  in  der  Be\vci;an^  aller  elektrischen  Tiieil- 
chen  an  der  Gleilslelle,  kann  nicht  unter  denjenigen  Apn(lerunij:en  be- 
fasst  werden,  welche  in  den  Slromelemenlen  seihst  slallflnden  :  denn 
jene  Acudcrung  tritt  weder  in  den  Stromeleoienten  des  l>es\tylirheri 
Stromslücks  ein ,  weil  alle  elektrischen  Theilchen ,  so  lange  sie  diesen 
Stromelementen  angehören  ,  auch  an  der  Bewegung  derselben  Theil 
nehmen,  noch  tritt  i^ie  in  den  Sliomelementen  des  unbeweglichen  Siroin- 
stUcks  ein.  Jene  plötzliche  Aenderung  in  der  Bewegimg  aller  elektri- 
schen Theilchen  an  der  Gleitstelle  kann  also  nicht  auf  Aenderungen  der 
Bewegungen  in  den  Strome  1  e  ni  en len  seihst  zurückgeführt  werden 
und  ist  daher  diii  Quelle  einer  dritten  Art  von  l^liMiifnlarwirkungen, 
welche  von  den  beiden,  inducierenden  Sfronieleiiienten  zukommenden. 
Arten  von  KIementarwirkung<Mi  unfersf  In  den  werden  muss.  Es  fiairt 
sichal^')  nur  darum,  oh  aus  der  an^t  -(  In  ikmi  plötzliehen  Aenderung  der 
Bewegung  all  [  elektrischen  TheilehiMi  an  der  Gieilstelle  nach  dem  all- 
gemeinen Grundgesetze  der  elektrischen  Wiikung  elektruuiolurische 
KräfU)  wirklich  entspringen  oder  nicht,  hu  ei>teren  Kalle  leuchtet  ein, 
dass  diese  elektromotorischen  Krtlfle,  da  sie  von  Neu  mann  noch 
nicht  in  Rechnung  gebracht  sind,  der  von  N c  n m  a  n  n  horechnelen  Summe 
elektromotorischer  KrUfle  noch  hinzuirefüpl  werden  nifissen. 

Die  Ableitung  der  aus  der  jtlölzlicheii  Aenderung  m  der  Bewegung 
der  elektrischen  Fiuida  an  einer  Gleit  st  eile  entsprini;enden  elektro- 
motorischen Kräfte  ist  auch  in  der  im  30.  Artikel  dei  ersten  Abband- 
hing  über  elektrodynamische  Maassbestimnumgen  uegehenen  Ablei- 
tung des  Gesetzes  der  Volla-Induction  aus  dem  allgemeinen  Grund- 
gesetze der  elektrischen  Wirkung  nicht  mit  enthttlten,  deoo  letztere 
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ist  dort  ausdrücklich  auf  die  Induction  von  Stroraelementen  be- 
schrankt worden,  wobei  also  nur  diejenigen  Acnderungen  der  Bewe- 
gung der  elektrischen  Fluidu  in  Betracht  gezogen  zu  werden  brauch- 
ten, welche  in  den  Stromelementen  vorkouinien.  Wenn  es  nun 
aber  Acnderungen  in  der  Bewegung  der  elektrischen  Fiuida  giebt, 
welche  in  keinem  Stronicicniente  vorkommen ,  sondern  nur  an  der 
Grenze  zweier  Stromelemcnte,  oder  in  dem  Augenblicke,  wo 
das  elektrische  Fluidum  von  dem  eiucn  Stromelementc  zu  dem  an- 
dern Ubergeht,  und  ein  solcher  Fall  an  eiiier  Gleitstelle  wirk- 
lieb eintritt;  so  bedarf  obiges  Inductioii^feaels  noch  dner  Ergttn- 
znog,  wenn  es  diesen  Fall  mit  umfassen  adl.  Diese  Ergünzung 
kann  leicht  gegeben  werden ;  denn  es  ist  dazu  nur  nOtbig«  dass  die 
elektrischen  Massen,  weicbe  solche  plötzliche  Aendeningen  der  Ge- 
schwindigkeit ihrer  Bewegung  erleiden ,  und  die  Grösse  dieser  Aende- 
rangen  genau  bestimmt  seien,  um  das  allgemeine  Grundgesetz  der 
elektrischen  Wiricnng  auch  hierauf  in  Anwendung  zu  bringen.  Dabei 
sollen  zum  leichleren  Versittndniss  dieselben  Bezeichnungen  gebnncht 
werden,  wie  in  der  im  30.  ArL  der  ersten  Abhandlung  Uber  eleklro- 
dynimiache  Maaasbeslimmungen  gegebenen  Ableitung;  auch  soUea 
Kurze  halber  alle  hierbei  m  gleicher  Weise  gttltigea  Bestimmungen  nicht 
nochmala  entwickelt,  sondern  von  dort  entlehnt  werden. 

Was  die  Hasse  des  elektrischen  Fluidums  betrifft,  welche  eine 
plötzliche  Aendemng  in  ihrer  Bewegung  an  der  Gleilstelle  erleklet, 
so  kann  diese  nicht»  wie  es  bei  einem  Stromelemenle  geschah,  durch 
das  Product  ±  ae  ansgedrackt  werden ,  wo  «  die  Lange  des  Strom- 
elements bezeichnete,  sondern  es  muss  an  die  Stelle  ^on  a  die  Lunge 
des  Wegelemenls  «dl  gesetzt  werden ,  welches  die  Elektricitllt  mit  der 
Geschwindigkeit«,  mit  welcher  sie  durch  die  Gleitstelle  geht,  in  dem 
Zeitelemente  d$  zmücklegen  wOrde.  Die  inducierlen  Massen  können 
dagegen  eben  so,  wie  Art  30  der  angeOlhrten  Abhandlung,  durch  -|-aV 
und  ^  at'  dargestellt  werden ,  wo  «'  die  LVnge  des  inducierlen  Ble- 
menls  und  ±  s'  die  in  der  Längeneinheit  des  Indueierten  Leiters  ent- 
haltene positive  oder  negative  Elektricitllt  bezeichnet. 

Die  Bewegungen  jener  inducierenden  Massen  +  eudt  und  —  eudl 
und  die  von  ihnen  durchlaufenen  Bahnen  lassen  sich  auf  folgende  Weise 
darstellen.  A  sei  die  Gfeitsfelle ,  AB  der  angrenzende  Theil  des  beweg- 
lichen, AC  der  angrenzende  Theil  des  unbexveglichcn  StromätUcL>.  Die 
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Wege  CA  =  il£  werden  von  den  elektrischen 
Fluidis  mit  derGeflcbwindigkeit  t*  in  derselbenZeü 
\-.  dorchlaufen,  in  weldierdas  bewegliche  Strom- 

8t0ck  von  A,  A  bis  AB  oder  von  AB  bis  MB*  foit- 
rttekl.  Die  Zossnunenselzmig  beider  Bewegungen 
eigi^t  filr  die  n^thre  Masse  (wenn  diese  von 
dem  beweglichen  Stromstflck  zom  nnbeweg- 
Heben  ttbeigeht)  die  Bahn  B.AC,  and  das  Bahn- 
stUclt  B^A  wird  in  gleicher  Zeit  wie  AC  durch« 
laufen ;  fltr  die  positive  Masse  eingrabt  sich  eben  so 
die  Bahn  CAB*.  und  die  Sittcken  CA  mid  AB'  wer- 
den in  gleicher  Zdt  durchlaufen.  In  dieser  Dar- 
stellung ist  der  Deutlichkeit  wegen  angenommen 
worden,  dass  <tor  Strom  an  der  Gleitstette  A  «ne 
ploizltche  Wendung  mache  und  von  der  Bicbtung  CA  sur  Richtung  AB 
übergehe.  In  der  Wirklichkeit  Ündet  eine  solche  plötzliche  Wen- 
^  üutig  nicht  statt,  sondern  man  'kann  annehmen,  dsss  die 
beiden  Elemente  der  wahren  Strombalm  CA  und  AB  nahe  eine 
gerade  Linie  bildoii.  Bezeichnet  man  dann  mit »  die  Gesdiwin- 
digkeit  des  bew  eglichen  Stromstücks,  so  ist  A  A  =  AX  —  Bfi 
=  üU'^  vdl,  wühlend  die  Lange  dei  Stromelemenle  CA  =  AB 
■ —  uiU  ist.  Hieraus  ergitlit  sicli  also  für  die  positive  Masse, 
dass  sie  in  zwei  gleichen  auf  einander  folgenden  Zeitelcmenten 
d/  die  Wege  CA  =  «df  und  AB  —  {u  +  i')  d^ ,  für  die  nega- 
tive Masse,  dass  sie  in  denselben  Zeitelementen  die  Wege 
B  A  —  (u  —  <1/  Ulli]  A('  —  udt  zurücklegt.  Die  Ge- 
schvvindigkeit  der  positiven  }".1<  kinciWt  geht  also  bei  A  von  +  t* 
plülziich  zu  -}-  {ti  +  v)  tlber;  die  Geschwiiuhgkcit  der  negativen 

ElektricitiU  geht  dagegen  bei  A  von  [n  —  t'^  plötzlich  zu 

—  u  über.  Soll  auch  dieser  Wechsel  (h^r  Geschwnuiigkf  i(  nach 
dem  Gesetz  der  Stetigkeil  gesrhohpn ,  so  bezeichne  man  (iie,  . 
^"^  wenn  auch  noch  so  kleine,  Zeil  dieses  l  ebergangs  mit  t  und  in 
tigeod  einem  Augenblicke  da  am  Ende  des  Zeitabschnitts  a  im  Zeit- 
raum T  die  Geschwindigkeit  der  positiven  Elektricität  mit  +  ffi  +  Y  *') 
und  eben  so  die  Gescliwindigkeit  der  negativen  Elektriciiat  mit  —  (« 
+  JL  p  —  v).   Ausserdem  bezeichne  man,  wie  in  Art.  30  der  angeftlhr- 

ten  Abhandlung,  mit  0  den  Winkel,  welchen  die  Richtung  von  -f  ti, 

84* 
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d.h.  AB  mit  Aa~  r  macht,  mit  0'  den  Winkel,  welchen  die  Richtung, 
nach  welcher  sich  die  positive  Elektricitflt  im  unbewegten  inducierteii 
Elemente  a  mit  der  Geschwindigkeit  +  u  bewegt,  mit  der  verlttngerlen 
Geraden  Aa  macht ,  und  mit  o)  den  Winkel  der  beiden  Ebenen ,  welche 
durch  Aa '  parallel  mit  der  Richtung  von  +  ti  und  von  +  ii'  ge\oaX  wer- 
den. Endlich  bezeichne  ^^  den  Abstand  der  Hasse  +  eudt  von  der  Masse 
•!>  orV,  den  Abstand  der  Masse  —  eudi  von  der  Masse  —  aV,  den 
Ahatand  der  ifasae  +  mdt  wn  der  Masse  —  «V,  den  Abstand  der 
Masse  —  etidl  ^on  -der  Masse  -f  «V,  die  sUnmitüch  Atr  den  betracb- 
telini  Augenblick  =  r  sind,  aber  bei  der  Yerscbiedenheit  der  Bewegong 
jener  Massen  nicht  gleich  bleiben.  Es  «rgiebt  sich  dann  ans  dem  allge- 
meinen Grundgesetze  der  elektrischen  Wirining  die  Differenz  der 
Kmlke,  Tvelche  auf  die  positive  and  negative  Elektridtttt  im  Ele- 
mente «  wirken,  von  welcher  die  Induction  abhSngt, 

4«"         fr        \\<U'~         dl*  +   dt*'  di*J 

Qu.,/  ddra        ddfi    ,  ddr«        ddr»  \  ) 
"^'^V'd«"         'dF       dl*  dl»7j  • 

Dieser  Aufdruck  und  risclioidcl  sich  von  dem  Ausdrucke  dieser  ftlr  ein 

induciereudes  Stromi  loinent  iui  30.  Arlike!  der  angefithrtcn  Ahlmndhing 

S,  303  aligcleitelcn  Dilferenz  bloss  dadurch,  dass  etidl  an  die  Su-lle  von 

ac  gesetzt  ist.   Ferner  üudet  man  auf  die  dort  angegebeofi  Weise  fur. 

unsern  Fall 

-5- =  —  («  +  ^     cos  ö  +  II' cos  ^i* 
=  +  (^w  +  V  f  —     cos  0  —  tt'  cos  ^' 

^-  =  —  (»  +.1  r)  cos  ö  —  «'  cos  «' 
=  +  («»  +  -7  »  — cos  ö  +  I«'  cos 

welche  von  den  a.  a.  O.  gefmiili m  ti  u  iuin^K  n  h  nur  dadurch 
unterscheiden ,  dass  +  +  ^  vj  stall  +  u  für  die  Gefich\Miidigkeit  der 
inducierendcn  positiven  ElcktricitUt  und  —      +     v  —     statt  — tf  Air 

die  Geschwindigkeit  der  inducieronden  negativen  Elektricitllt  gesetzt 
und  das  von  der  Bewegung  des  inducierten  Elements  a  abhängige 
Glied  weggelassen  worden  ist,  Es  ist  also 

(dr»"        dr.»  ,    dr,*        dr*«\        ,  1  /    .  •  .    \  \t 

-aF  dl«  +  01»  a«^j  =  +  *(*  +  V  ^  —  i9)VC(»B0* 
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Die  zwcilc'ik  DiUciciitialquulii Mitrii  i'rli,ill  hmh  hiorauÄ  auf  dir  duii 
an.£roi?ol>f>no  Weiso,  vv«'nn  man  Ijuiackan-litigt,  dass  hier  tt,u  und  v 
gc-g(il)CQC  cünsLante  Werlbc  iiabou,  nämlicb: 

^  ^  —  (i*  +  -1-«  — i;)  siü  ö  ^  +  u  sia  ö'  ^  +  ^  C06  ö  , 
^  =  +         ;  r)  sio  « + 1/ sin ö' ^/  -^cos  d 

+  T  »  — <')  «n  Ö      —  ü'  sio «'■i^S^*  +     cos  Ö 

Es  ist  also : 

(i^  _      +      _       =  +  (.  +  f  ,)      «        +  ^  +  ^ + ^ ) 

und  mau  findet,  aut  die  doi  t  angogebeue  Weise 

r      =  4  (tt  +  -1  ff)  gin  ö  —  I»'  ßiii  6^  coß  « 

r       —  —  (*♦  +  T  *'  —  i;^  siu  Ö  +  m'  sin  6  cos  w 
r       =  +  (n  +  ^  ^  +         ^  " 

r-^  =  —  (tt+.-J'ff  —  ff)  sin  ö  —  »sin  6' cos» 
r  ^  —  —  m'  sin  0'  +      +        's»»  ^  ^^^i* 
r  +  »'  sin  ^  —  (u^^v  —  v)  sin  0  cos  o) 

r  ^  =  +  ti'  sin    +  (^tt  +  Y  *)  ä^*^  ^  ^ 
r  ^Jji  =  —  u  sin  /?'  —  (^u  +  ^  ff  —  »)  sin  Ö  cos  »  . 
Substituiert  man  diese  WerUie ,  £>o  ist 

folglich : 
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woraus  endUeh  die  Differenz  der  KcflUe,  welche  auf  die  positive 
und  negative  Blektricilltt  im  Elemaile  «' wiriteo,  und  voawekdier 
ifie  loduction  abhängt,  sich  ergidit.  oKmlich: 

aa  Midi.««'  i/ dri*       dr,'  .    dn*       dr»*\      t^J^^r,       ddr^  «  dör«  ddr«\j 

 JT-Rur*"  dF+  "d?  Wj—  dF+TT  ""'dF>j 

~ .  (u  +  %  -  i  v)  V  (cos       28111^)  -  ?•?  '-^^^V—  T 

Miiltipliciert  man  dioson  Ausdruck  inil  dem  Zeitclcnn  ut  da  und  inlc- 
gricrt  von  a  — ^  0  bis  <>  ^  t.  so  erhuii  man  den  lulegraiwerth  jeaer 
Differenz  fUr  diu  Dauer  des  Uebergangs  «- 

oder,  wenn  t  verschwindend  klein  ist,  d.  h.  wcun  der  Wechsel  der 
Geschwindigkeit  in  den  elektrischen  Fluidis  an  der  Gleitstelle  sehr 
schnell  geschieht, 

—  —  Y  •  — jr—  •  V  cos  8 . 

Setzt  man  nan  hierin,  wie  a.  a.  0.  S.  367  angegeben  ist,  aen  =  i  und 
multipliciert  mit  so  erglebt  sich  die  in  dem  Zeitelemenle  dl  von 

der  durch  die  Gleitstelle  gegangenen  ElektriciUt  aof  das  indocierte 
Element  a  ausgeübte  elektromotorische  Krall 

—  —  i.         .  ai  cos  0  cos  0'. 

Nnn  ist  aber 

9dl  =  « 

die  L»ngc  des  in  die  Kette  wfibreod  des  Zeitelemenls  dl  an  der  Gldf- 

stelle  neu  eintretenden  Leiterelemenls,  in  welchem  also  die  Stromstärke 

von  0  bis  i  wachst.  Bei  dem  Wachstbum  der  StrominlensiUft  ~  in  dem 

dl 

Elemente  a  ist  aber  die  von  diesem  Elemente  auf  «ansgeObte  elektro> 
motorische  Kraft  a.  a.  0.  S.  3G7 

—  T  *  "V  ^       ^       ^  dt 

gefunden  worden ,  folglich  die  elektromotorische  Kraa  Air  das  Wachs- 
thum der  Stromintensitat  von  0  bis  t 

  4     na      •  - 

=  —  2"     -  fl»  OOS    cos  Ä 

und  sc(/.l  man  endlich  hierin  für  «  seinen  Werth  vdl ,  so  ersielil  man, 
d^^^.s  die  in  dem  Zeitelemenle  dt  von  der  durch  die  (jlleitstellc  gehenden 
Eicktricitat  auf  das  iuducierte  Element  a  ausgeübte  elektromotorische 
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Kraft  der  von  di  in  an  der  Gleitstelle  in  demsetbt>n  Zcitelemente  dl  neu 
eintretenden  Slroinelemontc  rn  auf  das  inducierte  Element  a  ausgeübten 
elekhomotorischen  Kraft  sowohl  der  Grösse  als  aucli  der  Richtung 
uacli  gleich  ist,  und  dass  man  daher,  uni  die  erslere  Kraft  in  Rechnung 
zu  bringen,  bloss  die  letztere  Kraft  zu  verdoppeln  brauche.  Diese  Ver- 
doppelung ist  aber,  wie  Neu  mann  nachgewiesen  hat,  die  Bedins^ung 
dafür,  dass  das  aus  dem  allgemeinen  Grundgesetze  der  elektrisclien 
Wirkung  abgeleitete  Indiictionsgesetz  mit  den  Resultaten  aus  N(^u- 
manns  allgemeinem  Principe  der  mathematischen  Theorie  indncierter 
Ströme  and  mit  der  Erfahrnnp;  aucli  in  dem  Falle  einer  Gleits(clle  über- 
einstimme. Riese  Ueberein>li III luung  ist  also  hiermit  nach-r^MPsen.  Die 
plützlicliü  Aonderuni?.  weif  In  m  der  Bewegimü:  aller  elektnsciien  Theil- 
chen  au  der  Glciistelie  cintrüt.  ist  ;iIs<j  die  Ursache  von  elektromoto- 
rischen Krüflen ,  welche  iNeujuann  bei  der  von  ihm  gegebenen  Ab- 
leitunc;  des  Tnduetionsgesetzes  aus  dem  allgemeinen  Gnmdgeselze  der 
elektrisclien  Wirkung  nicht  in  Rechnung?  gebracht  hat,  und  fügt  mtin  die 
Summe  der  aus  dieser  Quelle  enlsprmgenden  elektromotorischen  Kräfte 
der  von  Neumann  gefundenen  Summe  hinzu,  so  findet  sich  der  Wider- 
spnich .  welcher  zwischen  den  iiesuituten  des  allgemeinen  Gnuid 
gesetzcs  der  elektrischen  Wirkung  und  NeumanTip  ;dli:( meinem  iYin- 
cipe  der  mathematischen  Theorie  indncierter  Strüuie  zu  bestehen  schien, 
vollständig  gelöst,  was  zu  beweisen  war. 

Nach  den  hier  entwickeltcMi  Gesetzen  lassen  sich  endlich  die  Re- 
sultate aller  in  Art.  38  besrhri-  1»  n  n  Vorsuche  voraussagen.  zeich- 
net man  nämlich  mit  Ii  den  Ilaibmesser  des  von  der  Gleiustelie  be- 
schriebenen Kreises,  von  welchem  die  Halbmesser  der  inducierten 
Kreise  ii' nur  wenig  verschieden  waren ,  wnd  ist  m  dn  Z.ih!  der  letz- 
teren und  n  die  Zahl  der  Umdrehungen  des  beweglichen  Stromslücks 
in  <ici  Zeiteinheit,  i  die  StArke  des  indacierenden  Stroms  und  wird  end- 
lich Kürze  !ian)cr 

gesetzt;  so  ergiebt  sich  aus  obigen  Gesetzen 

1)  die  Summe  der  elektromotorischen  Kräfte  des  bew^Uchen 
Stromstucks  +  mnrrTt  .  aiR„ 

2)  die  Summe  d*^r  elektromotorischen  Kräfte  der  an  der  Gleitstello 
allmäblig  neu  eintretenden  Stromelemente  (wenn  die  Wirkung  ihres 
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plötzlirlion  Verschwindens  durch  eine  momentane  l.ösnng  tlcr  iuducior- 
ttni  Keüc  l)oi  jeder  ürndrchunt^  aufgeljoben  wiiU,  wie  lai  ersten  Ncu- 
manD'sciiüQ  Versuche  es  der  Fall  war) 

=  —  nmim  .  aiR^ 

3)  die  Summe  der  eleklromolorischen  Krüfte  der  durch  die  üleit- 
stellc  gehenden  Eleklricitlil ,  wegen  der  plüUlithea  Aeoderung  ihrer 
Geschwindi^etl  in  der  GleiUtelle, 

=  —  mtiTiTt  .  «i7?y  . 
Die  Ableilting  dieser  Werlhe  !?iehe  in  der  Beilage  E.  Am  diesen  par- 
tiellen Summen  lassen  sich  die  ganzen  elektromotorisehen  Krüfte  for 
alle  in  Art.  38  t^eschriebeneu  Versuche  leicht  zusamiDeusetzca.  Es  er- 
giebt  sich  nUmiich 

a)  Hir  den  ersten  Neumann' sehen  Versuch  die  elekkomotoriscbe 
Kraft  durch  Additioa  aller  drei  partieliea  SummeD 

=  —  wn.TjT  .  ailt^  . 
Dasselbe  gilt  für  die  beideo  Wiederholungen  dieses  Versuchs,  wenn 
Dur  fUr  m  der  in  jedem  Versuche  ihm  zukommende  \^'erlh  gesetzt  wird. 
Das  negative  Vorzeichen  bedeutet ,  rlass  der  Strom  in  den  iuducierten 
Kreisen  die  entgegengesetzte  Richtung  bal,  wie  dt!>r  Strom  in  dem  kreis- 
förmigen ioducierenden  St rnm stucke,  wenn  letzleres  durcb  die  an  der 
Gloitstelle  neu  eintretendeu  Elemente  wachst. 

h)  Fur  den  zweiten  Neu  mann 'sehen  Versuch,  wo  die  elektro- 
motorische Kraft  der  an  der  Gleitstelle  neu  einlrelenden  SlroMmdenenle 
durch  das  ptotzlicho  Verschwinden  derselben  am  Ende  jeder  Umdre- 
hung aufgehoben  wurde,  ßltll  die  parUdle  Summe  unter  (8)  weg,  und 
es  sind  bloss  die  beiden  partiellen  Summen  unter  (1)  und  (3)  zu  ad- 
dieren, welche  die  elektromotorische  Kraft  geben 

=  0. 

Dnsselbe  gilt  f)ir  die  Wiederholung  dieses  .Versuchs,  so  wie  auch  fUr 
diejenige  Modification  desselben,  wo  dieselbe  VITirkung,  welche  durch 
das  plötzliche  Verschwinden  aller  wtthrend  einer  Umdrehung  allmahlig 
neu  eingetretenen  Stromelemente  am  Ende  der  Umdrehung  hervorge- 
bracht wurde,  durch  eine  Stromlheilung  erreicht  worden  ist. 

e)  Es  bleiben  also  nur  noch  diejenigen  Versuche  Ubr%,  wo  der 
inducierende  Strom,  welcher  durch  einen  kreisförmigen  Leiter  ging, 
eine  Intensitttlsttnderung  erlitt,  entweder  von  0  bis  t  oder  von  t  bis  0, 
und  wobei  dieser  Strom  entweder  gar  nicht  durdi  das  bewegjiohe  Stttck 
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des  Lei(tM\s  goluhrt  wurtle,  oder  dieses  Stück,  während  der  Strom 
durchging,  nicht  bewegt  wurde.  Für  diese  Versuche  fallen  die  partiellen 
Summen  unter  (1 )  und  (3)  ganz  weg  und  es  bleibt  als  elektromotorische 
Kraft  bloss  die  partielle  .Sunune  unter  (2),  worin  fUr  u  der  Werth  =  i 
m  Beizen  ist,  also 

Das  negative  VoneiGhen  bedeutet,  dbss  bei  Schliessung  der  Kette  der 
Strom  im  tnduderten  Kreise  die  entgegengesetzte  Richtung  hat,  wie  der 
Stram  im  inducterenden  Kreise. 

Alle  diese  eicktromolorisclieti  Krüfte  sind  nach  dem  allgemei- 
nen Kraflraaasse  der  Mechanik  ausgedruckt  und  können  nach  Art.  27 
durch  Multiplicalion  mit  ~  ^  ^  auf  das  Art.  26  definierte  absolute  Maass 
zurilcl^efUhit  werden.  Durch  diese  Reduction  Rillt  der  unbekannte 
Factor  a  in  dem  Austlrucko  jener  Kräfte  weg  und  der  i'educierte  Werth 
kann  durch  Messung  bestimmt  werden.  Ucbrigens  geben  obige  Aus- 
drucke die  mittlere  Stärke  der  elektromotorischen  Kraft  oder  den  Inte- 
gralwcrth  derselben  für  diu  Zeiteinheit  in  allen  denjenigen  Versuchen, 
WO  die  Wirkung  gk  ichfOrmig  fortdauert.  Für  diejenigen  Versuche  da- 
gegen, wo  die  >Virkiing  nur  eine  momentane  ist,  geben  obige  Aus- 
drucke den  lutegralwcrth  der  elektromotorischen  Kraft  Air  die  ganze 
Dauer  der  Wirkung.  Bezeichnet  T,  im  Allgemeinen  die  Zeit,  Air  welche 
der  geAindene  Integralwerth  der  elektromotorischen  Kraft  gilt  (wonach 
also  in  allen  denjenigen  Versuchen,  wo  die  Wirkung  gleicblbnnig  fort- 
dauert, T«  :=  1  zu  setzen  ist);  so  ergiebt  sich  die  mittlere  Starke  der 
elektromotorischen  Kraft  durch  Division  des  gefundenen  Integralwerths 
mit  T,  und  kann  also  fUr  (1) ,  (2)  und  (3)  dargestellt  werden  durch 

wo  m  die  Zahl  der  inducierten  Kreise  und  n  die  Zahl  der  Umdre- 
hungen bezeichnet.  Dividiert  man  diese  mittlere  StUrke  der  elektro- 
motorischen Kraft  mit  dem  Widerstande  der  inducierten  Kette ,  wie  er 
nach  dem  Art.  26  definierten  Haasse  gefunden  wird ,  so  erhalt  man  die 
mittlere  Intensität  des  inducierten  Stroms.  Nun  hat  sieh  aber  ergeben, 

dass  der  Widerstand  nach  dem  angegebenen  Haasse  durch 

ff 

P-  Y 

dargeslülll  werden  kann,  wo  p  eine  reine  Zahl  iäl,  Jl  dagegen,  gieich- 
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wiei^,  auf  das  gewählte  Rauiuniaass,  T'  gleichwie  auf  ilas  ^  t  ^\  iihltc 
Zeitmaasä  sie  Ii  beziehen;  folglich  ergiebtsich  fUr  die  milüerü  ioleiuBität 
des  indiicierten  Stroms  der  Ausdruck 

«0^  -4-   4-  eine  .as  den  II««»«»  zu  berechnende  itm 

Zahl  ist,  welche  das  Verhältniss  der  StflilEe  des  indacierten  Stroms  zum 

inducierenden  angiebt.  Es  ist  hierdurch  die  Möglichkeit  gegeben ,  auch 
die  SlMrke  des  inducierten  Stroms  nach  dem  gegebenen  Maasse  voraus- 
zusagen. 
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BEILAGEN. 
A. 

Befchrellmog  einet  bei  WidenlUMliiiMiiun^n  «i  gdmiiebeiiden 

mAfpiellaehea  Indoelon. 

Bei  den  Versuchen  zur  Versjk'icliung  des  Widerstands  zweier 
Leiter  wurde  ein  magnetischer  Incluctor  als  Elektromotor  gebraucht, 
welcher  auf  die  fnlp^rnde  Weise  eingerichtet  war.   Zwei  cylindrische 
Magnetstabe  von  300  MilHmeter  Llioge  und  15  Millimeter  Dicke  wurden 
in  einer  hölzernen  Röhre  so  befestigt ,  dass  sie  einander  gleiche  Pole 
(die  Nordpoie)  zukehrten,  die  jedoch,  damit  sie  einander  bei  dieser  Lage 
nicht  schwächten,  durch  einen  1 50  Millimeter  weiten  Zwischenraum  von 
einander  geschieden  waren.   Die  hölzerne  Röhre  Fig.  1  AR  samrot  den 
eingeschlossenen  Magneten  sn ,  sn  konnte  durch  einen  mit  dem  Fusse  in 
Bewegung  zu  setzendei;  Hebelapparat  CDEF  senkrecht  gehoben  und 
wieder  gesenkt  und  durch  die  Höhle  einer  Inductorrolle  GG  hin  -  und 
hergeschoben  werden,  welche  unbeweglich  auf  der  obern  Seite  des  am 
Fussboden  angesohieobten  Gesteiles  HHHH  befestigt  war.  Fig.  i  stellt 
diesen  Apparat  in  seinem  Höhendurchschaitt  dar  (s.  S.  336).  Die  Sud- 
pole  der  beiden  Magnetstäbe  sind  mit  s,  die  Nordpole  mit  n  bezeichnet. 
Die  Holzröhre,  in  welcher  die  beiden  Magnetgttkbe  l)efetCigl  6ind ,  ist  an 
beiden  Enden  mit  aufgeschrwüblen  Deckeln  verschlossen.  Wird  die 
Röhre  in  der  Inductorrolle  so  weit  abwärts  geschoben,  dass,  wie  in 
Fig.  1,  der  obere  Deckel  an  die  Inductorrolle  GG  anstösst,  so  befindet 
iidi  die  Mitte  des  oberen  Magnetttabs  im  Mittelpunkte  der  Inductor- 
rolle; wird  dagegen  die  Röhre  so  weit  aufwärts  geschoben,  dass  der 
mitere  Deckel  an  das  Gestell  HH,  auf  welcher  die  Inductorrolle  GG  be- 
festigt ist,  anstösst,  so  befindet  sich  die  Mitte  des  unteren  Magnetstabfl 
im  Mittelpunkte  der  Inductorrolle.   In  diesen  beiden  äussersten  Lagen 
ist  die  Induction  Null,  weil  die  elektromotorischen  Kräfte  der  zu  beiden 
Seiten  der  Inductorrolle  tymmelrisch.  gelegenen  Pole,  wenn  beide  zu- 
gleich Dich  oben  oder  uBlon  bewtigt  werden,  sich  aufheben.  Wahrend 
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Fig.  1. 


der  ganzen  Schiebung  der  Rttbrc  von  imtcn.  nach  oben  geschieht  die 
lodaction  in  gleichem  Sinne  und  ist  am  stärksten  wlihrend  des  Durch- 
gangs der  beiden  Nordenden  der  llagriclstälie  durch  die  Inducticnisrolle. 
Wlllireiid  der  ganzen  Schiebung  in  fhv  entgegengesetzten  Richtung,  von 
oben  nach  nnten ,  geschiehl  die  Inductiou  im  entgegeogetelsten  Sinne* 
Eine  jede  solche  Bewegung  hcisst  ein  Inductiotustoss ,  und  zwar  ein 
pOdrilnrOT  oder  negativer,  je  nachdem  die  Schiebung  aufwärts  oder  ab- 
wärts geschieht.  —  Dass  jeder  Induclionsstoss  mit  einer  Lage  beginnt 
und  endigt,  für  welche  di('  Induction  Null  ist,  hat  den  Zweck ,  dass  der 
ganze  Werth  der  einem  InductionsstoBse  eotsprecheoden  Induction  ein 
,  Maxirnnm  sei  und  nnverflndert  bleibe,  auch  wenn  jene  ttoBsersten  La- 
gen nicht  ganz  genau  mreicht  würden.  Die  einfache  Schiebung,  durch 
weldie  ein'  solcher  ganzer  Indnctionsstoss  bewericstelligt  wird,  gestattet 
eine  edir  rasche  Ausführuog  und  eignet  sich  daher  besonders  zu  MeS" 
flungen ,  wo  die  InductionssUfsse  genau  in  den  Augenblicken  stattfinden 
sollen ,  in  welchen  die  Galvanomelemadel  durch  ihre  Gleicbgewiclits-> 
läge  geht.  Um  diese  Augenblicke  recht  genau  einhalten  zu  kttonen, 
ist  die  Einrichtung  getroffen,  dass  der  positive  Inductioosstoss,  d.  h. 
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die  Schii  bun^'  von  unton  nach  olxjn,  durch  Niederselzen  des  Fusses  auf 
dem  Hebel  /sF  bewoi  k^^ellil;l  wird,  wahrend  der  negative  Inductions- 
stoss,  d.  Ii.  die  Scüiiebung  von  oben  nach  unten,  durch  das  Gewicht  des 
Inductors  von  selbst  orfoliit,  sobald  der  uicdergescCzle  Fuss  wieder 
aufgclioben  wird.  Auf  (hese  Weise  kann  der  Beobachter,  welcher  den 
Gang  clor  (ialvanometcrnaih-l  mit  dem  Fernrohre  verfolgt,  ohne  das 
Femrohr  zu  verlassen,  den  Inductionssloss  genau  in  dorn  Augeoblidie 
geben,  wo  er  die  Nadel  ihre  Gleichgewichtslage  passieren  sieht. 

Beschreibung  des  Gulvanometers. 

Die  folgende  Beschreibung  ist  vom  Herrn  Mechanicus  Leyser  in 
Leipzig ,  welcher  schon  mehrere  solche  Instrumente  verfertigt  hat  und 
von  welchem  es  zu  dem  unten  bemerkten  Preise  /u  erhalten  ist.  Es 
ist  dieses  Galvanometer  zugleich  auch  dazu  eingeriehtot,  dass  die  SlUrke 
der  damit  beobachteten  SlrOme  nach  dem  Art.  40  festgesteUlen  abso- 
luten Maassp  !uvstimml  werden  kann«  wozu  zwei  an  Maassstafaen  ver- 
schiebbare Muitiph'catoren  in  verschiedenen  Bntfemungcn  von  der 
Nadel  gebraucht  werden.  Da  diese  Einrichtung  mit  dem  Instrumente 
nicht  noth wendig  verbunden  ist  und  hier  nicht  gebraudit  wurde»  so  ist 
sie  in  der  folgenden  Beschreibung  nicht  weiter  erwtfbnt  worden. 

«Die  zugehörigmi  Zeiehnnngen  stellen  das  Galvanometer  im  fünf- 
ten Theile  seineir  wirldicfaen  LineargrUsse  dar,  und  zwar  zeigt  Fig.  8 
(S.  338)  das  Galvanometer  im  Umgendurchsohnitte  nach  der  Richtung 
des  magnetischen  Meridians;  Fig.  8  (S.  333)  zeigt  dasselbe  im  Durch* 
schnitte  senkrecht  auf  der  Bichtung  des  magnetischen  Heridians.  Bisen 
und  Stahl  sind  bis  auf  die  Magnetnadel  bei  Anfertigung  des  Instru- 
ments sorgsam  vennieden  worden,  so  dass  alle  Theile  desselben  theils 
aus  Kupfer,  theils  aus  eisenfreiem  Messing  bestehen.  —  Das  Gestell 
selbst,  auf  dem  das  htttrument  steht,  ist  eine  hölzerne  Kreisscheibe  mit. 
drei  nach  Art  der  DreifUsse  bei  Messinstrumenten  befestigten  und 
beweglichen  Fassen,  deren  Enden  m  metallene  Spitzen  auslaufen.  In 
dieser  bolzemen  Krdsscheibe  ist  zunächst  eine  metallene  Kreispiatie  an 
eingelassen,  deren  durchbrochene  Mitte  Icugelfilnnig  ausgedreht  ist,  so 
d^  eine  passende  Kugelflttche  bb  nach  allen  mißlichen  Richtungen 
sich  einstellen  und  mittelst  eines  Bolzens  e  und  einer  Schraubenmutter  i 
an  der  Kreiqilatte  oa  feststellen  ISsst.  Auf  der  erwähnten  Kugelflache  hb 
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ist  nun  das  eigentliche  Galvanometer  befestigt.  Zu  diesem  Zwecke  setzt 
sich  diese  Kugelllache  bb  nacii  ol»on  in  zwei  paraHele  Seilenplatten  fort, 
die  in  Fig.  2  durch  punktierte  Linien  jidl*  Icutet.  in  Fig.  3  dascscn 
deutlich  zu  sehen  sind.  Zwischen  diesen  iSeitenplatten  ist  der  kupferne 
Dämpfer  eecp  iu  Form  eines  oval  gebogenen,  in  sich  selbst  zurück- 
kehrenden  Hintes  von  80  Millimeter  Breite  und  8  Millimeter  Starke  mit 
zwei  Schrauben  zu  jeder  Seife  befestigt.    Der  lJurclischnitt  dieses  ku- 
pfernen Dampfers  ist  eine  Ellipse,  in  deren  grosser  Axe  die  Magnei- 
nadel tm  schwebt,    üeber  diesen  Dampfer  iässt  sich  ein  aus  dünnem 
Messingblech  angefertigter  Rahmen  seitwärts  tiberschieben,  der»  mit  auf- 
rechtstehenden Wanden  versehen,  eine  Quantität  UlicrspooDeDen  Ka- 
pferdrabls  aufnitnnU  und  somit  Uber  dem  Dtimpfer  noch  einen  Muili- 
piicator  mmmm  darslellt.    Die  Drall twiodangcn  dieses  MultipUcatorg 
laufen  eHipscnförmig  um  den  Dämpfer  herum,  bestehen  nu;;  neun  con- 
ceolriscben  Lagen  tiber  einander,  jede  Lage  aus  80  neben  einander 
gelegenen  Umwindungen;  der  Draht  hat  gegen  l  Millimeter  Starke. 
Hierbei  ist  die  Einricbtong  getroffen,  den  Mulltplicator  bald  ganz,  bald 
tbeilweise,  in  driai  Abtheilungen  zu  drei. Lagen,  gebrancheazo  können. 
Auch  lassen  sich  diese  drei  AbtheiJoi^n  so  verbinden,  dass  sie  gleich- 
seitig von  demselben  Strome  durchlaufen  werden»  der  sich  zwischen 
ihnen  theilL  Die  Einrichtung,  welche  zu  diesem  Zwecke  dem  Mulli- 
plioator  gegeben  ist,  wird  durch  Fig.  4  (S.  338}  deutlich,  wetehe  den 
Mnltiplicalor  von  oben  herab  gesehen  darstellt;  qp  ist  ein  QoersUlbchen 
vonBochsbaumholz,  welches  an  den  vorslehendan  Winden  desBahmens 
ftar  den  Hultiplicator  mm  befestigt  ist.  Die  erste  Abtheilung  des  M ulti- 
pUcators  beginnt  mit  der  ersten  oder  untersten  L«ge  der  Windungen, 
deren  Anfhng  am  Koiopfchen  fkt;  sie  geht  um  den  kupfernen  Dumpfer 
hemm  nach  dessen  rechter  Seile  «  und  bildet  so  die  erste  Lage;  dann 
wendet  sie  sich  nach  der  linken  Seite  l  und  bildet  auf  diese  Weise  die 
zweite  Lage;  hierauf  geht  sie  nochmals  nach  der  rechten  Seife  »,  und 
so  entsteht  die  dritte  Lage,  deren  finde  sich  am  Kndpfchen  f  befindeL 
Ganz  analog  nun,  wie  diese  erste  Abtheilung  des  MulttpUcators  drei 
Lagen  bildet  und  ihren  Anfiing  in  f,  ihr  Ende  in  f  luA,  eben  so  bat  die 
zweite  und  dritte  Abtbetlung  jede  drei  Lagen;  der  Anlhng  der  zweiten 
Abtheilung  aber  ist  in  ji,  ihr  Bude  in     der  Anfiing  der  dritten  Abthei- 
long  endlich  ist  m  A,  ihr  Ende  in  h\  —  Diese  aedis  iEnöpfchen  von 
Kupfer  sind  kreuzweise  durelibohrt  und  mit  Schritaibchen  fest,  aber 
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isolierl  von  einander,  in  dem  buchsbaumenen  Querslübchcn  qp  einge- 
setzl.  Boi  dieser  Anordnung  des  MulUplicators  ersieht  man  leichl ,  dass 
sich  die  (h  ei  Abtheilungen,  aus  denen  der  MulUpücalor  besteht,  auf  vcr- 
schieden(;  AVcise,  je  nachdem  die  Knöpfchen  durch  DrShle  verbunden 
werden,  combinieren  lassen.  —  Ucbcr  dem  Diunpfer  eeee,  und  an  ihm 
mit  Schrauben  befestigt,  befindet  sich  ein  Rahmchon  welches, 
indem  die  eine  seiner  offenen  Seiten  durch  eine  sciiwache  .Metallplallc, 
die  andere  durch  ein  Planglas  mit  parallelen  Oberflachen  verschlossen 
iüt,  einen  viereckigen  geschlossenen  Raum  darstellt.  Darüber  isl  noch 
ein  Rohr  rr  angebracht,  welches  durch  ein  .siollkucs  graduiertes  Aus - 
zugsrobr  r'r  verlängert  oder  verkürzt  w  erden  kann.  Dieses  Ausxugs- 
rolir  rV  schliesst  mit  einem  Torsionskreise  t  de.ssen  Constniction  un- 
mittelbar aus  den  Figuren  erhellt.  Piescr  Toi  t»iouiskreis  hat  eine  kleine 
Oese,  in  welcher  der  Coconfadcn  befestigt  i.sl,  der  im  Innern  ties  ver- 
einigten Rohres  herabhängt  und  an  einem  Häkchen  o  eine  viereckige 
leichte  Metallplalte  trügt,  an  der  ein  Planspiegel  s  mit  drei  Schrttubchcn 
befestigt  ist.  Diese  viereckige  Platte  geht  nach  unten  weilor  und  zwar 
durch  zwei  an  dem  DUmpfcr  ceec  seitlich  angebrachte  Ausschnitte  (Fig.  4 
durch  angedeutet) ,  als  zwei  schwache  Stäbchen,  deren  Enden  als 
die  Haken  tjij  in  den  Figuren  erscheinen.  In  diese  Haken  wird  die 
Magnetnadel  ««  eingelegt,  zu  welchem  Ende  sie  iu  der  Mitte  von  einer 
schmalen  Httlse  umgeben  und  mit  einem  an  dieser  Hülse  befestigten 
Quet  balkc  hen  versehen  ist ,  dessen  Enden  walzenförmig  auslaufen  und 
in  lenen  Häkchen  gg  eingelegt  werden.  Die  Lage  der  Nadel  hinsicht- 
li(  h  iliier  Höhe  wird  durch  das  Atiszugsrohr  r'r'  reguliert;  durch  Dre- 
hung des  Torsiüuskreises  /  kann  die  Torsion  des  Kadens  auf  Null  ge- 
bracht werden ;  mittelst  der  Kugelbevvegung  aber,  welche  die  Kugci- 
flüchü  bb  mit  der  Platto  an  zidüsst,  kann  das  ganze  System  des  Instru- 
ments stets  vertical  ein-' stellt  werden,  welche  Einstellung  am  leich- 
testen geschieht,  wenn  mau  das  Auszugsrulir  in  der  Nahe  des  Torsious- 
kreises  anfasst  um!  bei  sehr  sanfter  Anziehung  der  Schraube  J  ilie 
Einstellung  \  ormuuut,  die  man  dann  bei  eilialtener  lichtiger  Lage  des 
Instrumcuts  durch  Anziehung  der  Schraube  d  feststelU.  Die  nach  beiden 
Seiten  noch  oH'enen  Durchsicliteu  des  Dampfers  eeec  sind  durch  Ein- 
setzen verglaster  llolzriihmchen  zu  schliessen ,  deren  Durchschnitt  in 
im  anschaulich  gemacht  ist.  Der  Preis  des  Instruments  mit  der  Ein- 
richtung zu  absolutea  MessuDgen  ist  80  Thir.,  ohoe  dieselbe  60  Iklr.* 
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Uebeniebl  der  BeobiebtMggmetliodeii  Air  gdviiDlMb«  BfcwQogeii 
mit  ROcbicbt  auf  den  Eioflu«»  der  DlmpfaDg. 

Bei  den  galvanischen  Messungen  wiitl  gewöhnlich  nur  derjenige 
galvanische  Slrom  in  Rechnung  gebracht,  welcher,  ausserhalb  des 
MuUipiirators  erregt,  durch  denselben  geleitet  wird,  um  durch  die  der 
Nadel  ertheilte  Ablenkung  gemessen  zu  werden.  Ist  dieser  Strom  con- 
stant  und  wird  die  Ablenkung  der  Nadel  nicht  eher  gemessen ,  als 
bis  sie  zur  Ruhe  gekommen  ist,  so  hängt  die  Ablenkung  derNadei 
wirklich  bloss  von  diesem  Strome. ab;  ist  der  Strom  aber  nicht  constant» 
oder  dauert  er  nur  sehr  kurze  Zeit,  und  beobachtet  man  die  Ablenkung, 
ehe  die  Nadel  zur  Ruhe  gekommen  ist,  beobacbtel  man  z.  B.  die 
eiBto  Elongation  der  Nadel ;  so  sind  ausser  dem  zu  messenden  Strome 
noch  andere  Ströme  vorhanden,  die  häufig  einen  grossen  Einfluss  aof 
die  Beobachtungen  haben,  der  nicht  unbeachtet  bleiben  darf.  Diese 
SirOme  rühren  von  der  Bewegung  der  Magnetnadel  her,  wetehe  in  allen 
sie  umgebenden  Leitern  galvanische  Ströme  indu eiert»  deren  Inittir 
sitflt  dem  Magnetismus  der  Nadel  und  der  Geschwindigkeit  proportional 
ist,  mit  welcher  sie  sich  bewegt,  und  deren  Richtung  stets  so  beschaffen 
ist,  dass  durch  ihre  Rückwirkung  auf  die  Nadel  die  vorhandene  Bewe- 
gung derselben  verlangsamt  oder  gedampft  wird. 

Ein  solcher  Strom  wird  von  der  bewegten  Magnetnadel  erstens 
im  Moltiplicator  selbst  mdociert  und  ist  desto  stariter,  je  grösser  der 
melallisdie  Querschnitt  des  ganzen  Hultiplicators  and  je  grösser  der 
Thefl  ist,  welchen  der  Widerstand  des  MultipUcators  von  dem  Wider- 
staade der  ganien  Kette  biktot:  er  ist  am  stärksten,  wenn  der  Multipli- 
eator  in  sich  geschtossen  wird,  und  ist  am  sohwAchsten,  wenn  die  Kette 
des  Haltiplicators  gelöst  wird. 

Em  sokdier  Strom  wutl  sweitens  von  der  bewegten  Hagnetaadel 
auch  in  allen  Helalltheilen  des  Instnmients  eiregt,  und  die  Rttckwiilcung 
auf  die  Magnetnadel,  ist  besonders  stark,  wenn  verticale  Platten  in  der 
Richtung  des  magnetischen  Meridians  nahe  an  der  Nadel  sich  befinden, 
oder  wenn  die  Nadel  von  einem  verticalen  Hetallringe  umgeben  ist, 
weshalb  ein  solcher  Ring,  wenn  er  absichtlich  zu  diesem  Zwecke  ange- 
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bracht  wird,  ein  DJimpfer  lieisst.  Die  Anwendung  eines  solchen  Däm- 
pfers gewühlt  hei  den  meislcn  Messungen  nicht  allein  eine  grosse  Er- 
leichterung, son(i(  I  II  gestallet  oflauch  eine  grossere  Prticision  der  Beob- 
achtungen. Sieht  die  «Resultate  aus  den  Beobachtungen  deft 
magnetischen  Vereins  im  Ja h re  1837.»  S.  18. 

Es  kommt  nun  darauf  an,  die  HesuH.ifo  <ler  Beobachtungen  von 
dt  III  dampfenden  Einflüsse  dieser  bcidr  n  Siroiiir  uiKdjhünrilg  zu  machen, 
oder  die  wegen  der  Dllnipfung  an  den  Bcobachtimi;eii  an i-u bringende 
Correction  zu  heslinunen.  Diese  Correction  ^vil  (i  ht  sondt  i  :?  wicht% 
tmd  bedeutend ,  wenn  man  sich  zu  galvanischen  Messungen  entweder 
eines  mit  Dämpfer  ver.v<  hrnrn  Ma gnetometers  oder  einer  a stati- 
schen Üoppolnadel  bcdieni ,  die  aus  zwei  stärkeren  Magnetnadeln 
zusammengesetzt  ist,  und  entweder  ebenfnü?  mit  Dömpfer  verseben, 
o(l(  i  von  einem  starken  MuUiplicalor  eng  umsi  blossen  ist.  Besonders 
im  letztej^n  Falle,  wo  die  D^mpfunj?  vom  Multiplicator  herrührt  und 
sehr  verschieden  sein  kann  bei  verschiedener  Schliessung  des  Miiltipli- 
cators,  ist  eine  solche  i  on  octioD  nothwendig,  um  die  Yersucbe  unter 
einander  vergleichbar  zu  machen. 

Zur  Bestimmung  dieser  Correction  soll  erstens  die  D.'impumcjs- 
kraft  d(  ^  In.ti  uinnits  naher  bestimmt  werden,  was  durch  die  Beobach- 
tung der  Ai)nalnue  der  S  c  Ii  w i  ng  un gs b  ogen  leicbt  i'escliehen 
kann.  Sodann  soll  zweitens  gezeigt  werden  ,  wie  der  Einlluss  dieser 
Dämpfungs kraft  bei  den  verschiedenen  BeoJ  i  u  hiangsmcthodea  in  der 
Berechnung  der  lieäuitatc  bestimmt  oder  eliminiert  wirdL 

f.  BesUvinang  der  Dimpfungilnift  eines  GalvMomelent. 

Die  Dämpfung.skraft  eines  Galvanometers  zetHdll  in  zwei  Theile, 
welche  von  einander  getrennt  werden  niUssen,  niimlich  in  einen  eon- 
slanten,  von  der  Kette,  zu  welcher  der  Multiplicator  gebOrt,  unabhän- 
gigen Thcil,  und  in  einen  variabelen. 

Den  Constanten  Theil  der  D^mpfungskraft  erhlilt  man  durch 
Beobachtung  der  Abnahme  der  Schwjugungshogen ,  wührend  die  Kette, 
zu  welcher  der  Multiplicator  gehört,  gelöst  ist.  Die  Schwinirunes- 
bogen  bilden  bekanntbch ,  wenn  sie  nicht  seiir  gross  sind ,  eine  ab- 
nehmende geometrische  tteibe,  welche  dargestellt  werden  kann  durch 

-Ar-*';  Aer^' . ,  .  :isr^,  wo  n  die  Zahl  der  ächwiogungeo  b»- 
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zeiduiet,  welehe  die  Nadel,  von  dem  Augenblicke,  wo  der  Bogen  =3  A 
rmr^  an  gerechnet,  gemacht  hat.  Wahrend  der  Dauer  einer  Sckwingnag 
afamnt  also  der  Bogen  in  dem  Verhaltnisse 

wlluraiul  der  Dauer  zweier  Schwingungen  in  deai  Yerbldloisae 

wahrend  der  Dauer  von  n  Schwingungen  in  dean  Yerhallnisse 

ab.  Nmnnt  man  hiemach  den  Exponenten  X'  als  Maass  der  DampAmg 
wtfhrend  der  Daner  ehier  Schwingung,  oder  wtthrend  r  Secunden,  wenn 
T  die  Schwingoagsdaner  der  Nadel  m  Seeunden  anadrOckt,  ao  iai  2)L' 
das  Maass  der  Dampfong  fbr  Sr  Seeunden,  und  aA'  ist  das  Maass  Air 
fir'  Seeunden.  Das  Verbaltniss  der  so  bestimmten  Dampfungskrtfte  au 
den  Zeiträumen,  auf  welche  sie  sich  beaiehen,  giebt  daaa  endlich  die 
Goostante  =  s  - ,  welche  das  auf  die  Zelteinheit  re- 
duoierte  Maass  der  Dämpfung  ausdrticht.  A' ist  aber  nichts  A»- 
deres  als  der  natarliche  Logarithmus  des  Verhältnisses  zweier  auf  ein- 
ander folgender  Schwingungsbogen,  und  t  ist  die  Schwingongsdaner 
der  Nadel  unter  dem  Einflüsse  der  DampAing;  man  eihfllt  also  das  auf 
die  Zeiteinheit  redooierte  Maass  der  Damprung,  wenn  man  jenen  Loga- 
rithmus mit  dieser  Sohwiugungsdaoer,  die  sich  beide  ans  den  Beobach- 
tungen leicht  bestimmen  laasen,  dividiert  . 

Zur  Bestimmung  des  varia holen  Theils 'der DUmpfungskraft  wird 
&it  Abnahme  der  Schwingungsbogen  beobaditet,  wahrend  der  Multi- 
pKcator  in  sich  selbst  geschlossen  ist  Ist  s^"  H  das  durch  die  Beob- 
achtung gefundene  Verhaitaiss  zweier  auf  einander  folgender  Schwin- 
gungsbogen und  r"  die  Schwingungsdauer,  80  ist  das  Maaaa  der 
Dampfung  fflr  die  Zeiteinheit 

X- 

-  :r—  . 

f 

Die  Dampfungskraa  des  in  sich  selbst  geschlossenen  Mulüplicators  für 
sich  ergiebt  «ich  hieraus 

r  X 

=  -?  r'  . 

In  den  meisten  FWen  ist  der  Unterschied  der  Schwmgungsdaner  r'* 
von  T  unmeridich  und  es  wird  dann  das  Maass  der  Dampf  img  des^^ia 
sich  selbst  gescfaloasenen  MultipUcalors 
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Hieraus  bestimmt  sich  nun  der  variabele  Theil  der  Dämpfung, 
wenn  man  dea  Bmchtheil  kennt,  welchen  der  Widerstand  des  MulLi- 
pHcators  von  dorn  der  ganzen  Kette  bildet.  Bezeichnet  a  den  Wi- 
derstand des  Multiplicators ,  a  +  6  den  Widerstand  der  ganzen  KeUe, 
SO  ist  der  gerachte  Werth  des  Yariabeleii  TheiU  der  Dimpfang 

  a-\-b  \  ~t    )  ' 

worin  bloss  h  veränderlich  ist  und  filr  jeden  einzelnen  Fall  besonders 
bestimmt  werden  muss.  Fügt  man  liierzu  das  Maass  des  constanten 
TheilB  der  DUmpfuog  ^  -4- ,  io  giebt  die  Summe  dea  Werth  der 

wirklicheo  Dämpfung  =s 

i           _a  r     ,        6  / 

V  —  •  +  ft  '        +  •  +  »    "7~  * 

WO  Air  den  belrelbnden  Fall  X  den  natoriicben  LogarikhmoB  des  Vep- 
hBltniises  sweier  aof  einander  foljgeader.  SchwugnngBbogen,  y  die 
ler  bezekihneC. 


2.  Berechnung  der  galvanischen  Messungen  mit  Rücksicht  auf 

Dämpfung. 

Hat  man  auf  diese  Weise  dn  DMmpftmgskraft  des  lostaimients  be- 
stimmt, so  lasst  steh  diese  Bestimmoag  benolzen,  nm  bei  den  vers^iie- 
denen  Beobachtaogsmelhoden  in  der  Berechnwig  der  Resoltaie  den 
Binflass  der  Dsmpfimg  zu  ^iminieren,  wobei  die  Anweisung  zu  be- 
natzen ist,  welche  Gauss  in' den  «Resultaten  ans  den  Beobach- 
tungen des  magnetischen  Vereins  im  Jahre  1837»  S.  58  ff. 
zur  Bestimmung  der  Schwingungsdauer  einer  Magnetnadel  groben  hat, 
in  welcher  man  die  Gesetze  entwickelt  findet,  nach  denen  die  lUtaif 
pfung  auf  den  Stand  und  die  Schwingungsdauer  der  Nadel  wirict.  Es 
Sölten  hier  die  verschiedenen  Beobachtungsmethoden  einzeln,  bei  aUen 
aber  nur  kleine  Schwingungen  der  Nadel,  betrachtet  werden. 

Beobachtungen  der  ersten  Elongation. 

\.  Beobachtet  man  bei  galvanischen  Messungen  bloss  die  erste 
Elongation,  welche  die  Magnetnadel  nach  deui  Kiutritl  eines  con- 
stanten Stroms  macht,  so  ist  bckanndich  diese  Elongation,  \venn 
keine  Dämpfung  staufmdcl,  das  Doppelte  derjenigen  Ablenkung  der 
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Nadel ,  bei  welcher  sie  unter  der  Emwirkung  jenes  Stroms  im  Gleich- 
gewiclit  beharren  würde;  findet  dagegen  Dämpfung  Stall,  so  wird 
die  dem  Gleichgewicht  der  Nadel  entsprechende  Ablenkung  E  aus  der 
beobachleten  ersten  Elongatioo  x  der  Nadel  auf  folgende  Weise  be- 
stimml: 

wofUr  bei  kleinen  Werlhen  von  X  gesetzt  werden  kann : 

■  2.  Beobachtet  man  bei' galvanischen  Messungen  die  erste  Elon- 
gation,  nachdem  die  ruhende  Nsdel  dorch  einen  momentanen 
Strom  (durch  einen  Indoctionssloss)  in  Bewegung  gesetrt  worden,  so 
kommt  es  wesentlich  darauf  an,  aus  der  beobaditeten  Elongation  der 
Nadel  =3  «  die  Geschwindigkeit  hersoletlen,  welche  jener  momen- 

^  FOr  den  Stmi  dar  ■chwlogandeo  Nm1«1  mm  mm  Bude  der  Zeit « I  hat  ann 
ohne  Dtmp fang  den  Auedmek: 

d»  _  p     ^  sin    (1  ^  , 

wo  r  die  Schwingongidaner  beiekslinet;  mit  Dlmpfunff  dagegen 

«     |}  -f        »  < ,  sin  "  ((  —  Ii) , 

wo  T  die  Scliwiugiuigsdauer  der  Nadel  unter  dem  Einflüsse  der  DSoapfiiog  ausdrückt 
und  dwcii  folgende  Gleiehong  beetimmt  wM : 

um   nn  jd 

Tt  77'  n  ' 

Siehe  tResullate»  1837.  S.  74.  75,  wo  f  rJ;is<!^lt)e  bezeichnet,  was  hier  ~-  und  T' 
dasselbe,  was  hier  r.  Wird  nun  zum  Anfangspuukt  der  Zeit  (  deijeiüge  Augenblick  ge- 
wiblt»  wo  der  constante  Strom  die  Nadel  so  bewegen  beginnt,  wo  alie  dto  Geidnrbi- 
di|^eR>4r^^  ^Ht')  "°  T ''"Vlob*  — S^^arelang^ 

»|r—  ^  mrc  tang  ;  and  wM  Isner  der  bisbeilge  ftand  dar  Nadel  ann  An- 
bnnpnnktderBlongilionvgenoniBen,  atod«— Oliirl— f,  ao eililH obige  Glei- 
dmng  ftilBende  Pom: 

wo  Y'i'^+  iii  =-  jS  den  neuen  Robeatand  dar  Nadel  unter  dem  Blnflnaae  de»  eon- 

atanlaii  8lnm  beaeidinel;  Jblglidi  lür  den  AoBenUiok  der  ersten  Blongatfon 
tmmt,  nitRiolaichtaof  eoa  (ii ~ arc tang 7)  — — -  "^^^^"irj 

•  75=W    («  +  *"^-''^(*  +  0 
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tane  Strom  der  Nadel  crlheilt  halle.  Diese  Geschwindigkeit  C  ergiebt 
sich  aus  folgender  Gleichung : 

C„     ft       4-  arc  tang  4-  *) 
=  X  '  Y  •  e  "  *   f  * 

wo  T  die  Schw  ingiingsdauer  der  Nadel  bezeichnet ,  wenn  keine  Däm- 
pfung Stattfindel.   Für  kleine  Werthe  von  A  kann  man  setzen 


Methode  der  Multipl ication. 

1.  Beobachtet  man,  wegen  der  Schwache  des  zu  messenden 
Constanten  Stroms,  nicht  bloss  die  erste  Elongalion,  sondern  lüssl 
man  die  Nadel  hin-  und  herschwingen,  indem  man  am  Ende  jeder 
Schwingung  die  Richtung  des  Stroms  im  Multiplicator  wechselt,  und  . 
beobachtet  dann  die  wachsende  Grösse  der  auf  einander  folgenden 
Schwingungsbogen ,  welche  mit  j-, ,  ,  ar,  .  .  .  bezeichnet  werden ,  so 
ergiebt  sich  hieraus  die  dem  Gleichgewicht  der  Nadel  entsprechende 
Ablenkung  E  aus  folgenden  Gleichungen : 


*)  Durch  DiOercntintion  der  Gleichung  in  der  vorhergehenden  Note : 
<F  «  p  4-  ^e~T  ^  sin  "  (/  —  B)  erhWt  man  ; 

S  T  ^«'"■^  '  sin  ^  (l  —  Ä)  +      Ae-T  ^  cos  ^  {t  —  B) . 

Hechnet  man  nun  die  Zeil  t  von  demjenigen  Augenblicke  an,  wo  der  momentane  Strom 
auf  die  Nadel  wirkt  und  ihr  die  Geschwindigkeit  —  C  ertheilt,  so  ist  B^O  und 
— C  für  ^  =  0 ;  folglich  ^A^C  oder  A  =  ^C  .   Setzt  man  nun  zur  Verein- 
fachung den  ursprünglichen  Stand  der  Nadel  p  =  o,  so  erhalt  man 

x^^Ce    »  'sin-=^  /, 

folglich  für  das  Ende  der  ersten  Elongalion,  für  welches  -J^-  =  0  und  aJso 
lang      f  =  ^,  / «      arc  tang  ^,  sin       t  *- 

Nun  ist  aber  -p^— L^-^ .     ^         gj^j,  ^j^g^  angeführten  Gleichung 

"^r*   ^  ergiebt,  folglich  ist 
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 ^-  =  2  +  4  e-^  +  3  «-«  +  <r» 

Je  grtfBBer  A  ist,  desto  schnetter  naberl  sich  -f  einem  Grenzweiihe,  lUr 
welchen  man  folgenden  Ausdruck  erhtit: 

folglich  findelm»,  ^weno  die  Versuche  so  lange  fortsHzt  bis  die 
Schwiogmigsbogen  zu  wachsen  aufhören,  die  dem  Gleichgewicht  dor 
Nadel  eutepreehende  Ablenkung  E  aus  den  uberein&UmoMinden  Wer- 

•)  Es  gilt  hier  bis  xu«  Bode  d«r  «wlea  Elongaüon  (li«s«lbie  Gleiohupgt  in 
der  Note  S.  3iS,  nSmlicb :  ^ 

«  —  —  vJ  +  iJi)'  +  '^os  (  ;  t  —  arc  lang  ^)  ,  ^ 

also  Im  Augenblicke  der  ersten  Elonpntion  für  r  =  r,x--—  ^(J!  +  UL)  (*  +  «    ^  ' 
diesem  Augenblicke,        die  erste  Schwingung  endigt  und  die  iwdte  beginnt ,  wird 
der  Sirom  Im  MuUiplicator  Rcwflch«dt.  wodwdi  dw  biali«rigo  Biibwlaod  dor  Nadel 
„  in  +       '  inT  verwandelt  wird;  die  AUenkaog  der  Nadel  von 

llirem  Buhealande»  welche  am  Bode  der  ecrten  Sohwlaewig  ^  +  r<-»+W 
"-^     .  tf-*  war,  wwandelt  iteh  dadareh  1»  —  —  TSE^TW  ^*  +  ' 
wowof^Ä  flt  die  »a«er  der  xwell«  Schwingung,  Wü  I  — »  bi» 


Eben  io  eriiUl  man  für  die  Daoer  der  dritten  Schwingung  von  f     tr  bis  <  —  3r , 

4.4tt  +  ir*  +  «-**)e-T('-«')|»e(^t-aiclang:^) 
•Im  am  Ende  dar  dritten  ElongaUon,  für  t  -=  3r, 

u.  s.  w.  Schreibt  mnn  die  pefandooen  Weitbe  von  »  fOr  t  0 ,  <  —  I  —  2r. 
(  B  3t  q.  a.  w.  anter  einander 

0 


80  Reben  die  Unterschiede  zweier  auf  einander  folgender  Werthe  ^  ^^j^ 
nach,  die  gesuchten  Sohwingungsbogeo  ai ,  a?» ,  «« »  ^onn  y-^Z+ii.)'^^  *" 
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theo  s  der  leizieD  Schwingmigsbogeii  auf  folgende  Weise : 

2.  Beoi)acljlel  man,  wogen  der  Schwäche  des  zu  messenden  nio- 
mcntanen  Stroms,  nicht  bloss  die  erste  Elongation,  nachdem  die  ru- 
hende Nadel  in  Btnvop^img  gesetzt  worden  ist,  sondern  lasst  man  die 
Nadel  niehnnals  hin  -  und  herschwingen,  indem  man  Mal  in  dem 

nächsten  Augenblicke,  wo  die  Nadel  wieder  ihre  ursprüngliche  Stellung 
passiert ,  denselben  momentanen  Strom  zur  Beschleunigung  der  Nadel 
io  verkehrter  Richtung  durch  den  Multipücator  gehen  lässt,  und  beob- 
achtet dann  die  wachsende  Grösse  der  Schwingimgsbogen ,  welche  der 
Reihe  nach  mit  x^,  x^,  .  .  .  bezeichnet  werden,  so  ergiebt  sich  hier- 
aus die  Geschwindigkeit  C,  welche  jener  momentane  Strom 
der  Nadel  jedesmal  ertheilt,  auf  folgende  Weise.  Setol  man 


*)  Für  die  erste  Schwjngungsdaqer  von  0  Us  iMt  ^  dtaMttw  GM* 
dma^  wie  ia  der  Note  S.  346,  nliaii^: 

folglich  für  den  AugciiJjiick  dor  ersten  Elongation ,  für  welchen  <  m  ^  are  lang  ^  , 
Sofawfagiiiig«].uer,wo  <-r  H  ««iebl  er',  to  diesem  Augenblicke 


nun  wird  die  GeschwimligkeilderNMlel  durch  den  enieolen  momeiitaMnStMni  um  — Ü 

gelüiderl,  d.  i.  sie  wird  verwandelt  in  —  (?{|  +  g-l)^  wonn«  eich  mm  lür  die 
zweite  Scbwioguogsdauer,  von  <  *  r  bis  i  ^  «rgiebl: 

folglich  för  den  Augenblick  der  zweiten  Elongation ,  für  welchen 

t+^arctauB  ^  ,  siu  T  -f  ist,  « —-.I  c(| +«•-*)  ,-4  •»  *«8T  . 
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Auch  hier  nüliert  sich  g  desto  schneller  einem  GrenzwerUie,  je  grOSfiOr 
X  ist,  und  CS  ergiebl  skäi  (Ür  diesen  Grenzwertb : 

folgich  findet  mau,  Kran  nui  dieie  Vamdie  m>  lange  Ibrlsetzt,  bis  die 
Sdiwingungsbogen  zu  waebaen  eufhOren,  die  Gesehwindigkeit  C, 
welche  der  »i  messende  momentane  Strom  der  Nadel  jedesmal  erlbeilt, 
aus  den  übereinstimmenden  Wertben  «  der  zuletzt  beobachteten 
Scfawingungsbogen  auf  folgende  Weise : 

C=s^'  ^{i  a-*)  a-     ^n«  T  • 

Methode  der  Zur  tick  wer  fang. 

Es  gehört  liicher  endlich  noch  die  Anwendung  auf  die  von  Gauss 
angegebene  Beobachtungsmethode ,  welche  in  den  «Resultalen  aus 
den  Beobachtungen  des  magnetischen  Vereins  im  J.  4S38* 
S.  98  ff.  beschrieben  worden  ist ,  welche  auch  darum  von  beson- 
derer Wichtigkeit  ist ,  weil  sie  eine  scharfe  und  bequeme  Methode  an 
die  Hand  gicbt,  die  Danipfinig  zu  messen,  wenn  sie  stark  ist, 
wahrend  die  oben  angeführte,  nuf  tlor  Beobachtung  der  Altnihuio 
der  Schwingungsbogen  begründete  Methode  bloss  bei  schwächerer 
Dämpfung  zu  empfehlen  ist.  Die  genannte  Mcssungsmelliutle  eignet 
sich  besonders  dann,  wenn  man  sich  eines  üalvanouielers  bedient,  des- 

BbMHO  SaiM  mm  fBr  die  dritta  SdnringuDgsdaiMr  too  (  m  tr  bl«  l  3t^ 

r  =  ;  ■  r{i  4-  e-*  +  r4  «in 

Q.  hieraus  für  den  Augenblick  der  drillenEIongation,  für  welchen  <™lT-f--^arctang  ^[-^ 

«in  ^  -f  i8t,»=+  +r'  +  r'')r-S-  •"'»*'»8T,ü.fcW. 

Sdveibt  man  die  gefundenen  Wertlie  von  x  für  twmO  ,  t  =  -^  arc  lang  , 
l«Bvf  ^  Ute  fang  -x*  l«B  tr  +  -2-  arc  tang  -f-        w.  uoMr  «ioaoder,  indam 

nnii  Kfim  hilber  B  iMl T  mm,  iMdi; 

0 

+  B 

+  Ä  (1  +  e-*  + 

■ 

M»  «sImq  die  Oolai«elil«to  je  sweler  mtf  doMBder  UriBender  Wertbe  der  Safte  iMil  • 
die  «eeodilM  Saliwiagiiagibevaa  Ok » * n*  ••  v>  . 
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soD  Magnelnadel  eine  grosso  Schwinguagsdauer  hol  und  nie  mohr  ais 
wenigR  Grado  von  ihreiu  normalen  Stande  abgc^lcnkl  wird,  wie  dies  bei 
einem  mit  Multiplicator  vpix  lirm  ii  Mii-iietomeUir  der  Fall  ist.  —  Ist 
das  Insfnimont  mit  keinem  l)yin|)f(  i  \(  rsi  hon,  so  wird  der  Einfluss  der 
dennoch  vorhandenen  schwachen,  vom  Multiplicator  herrtlhrondon.  D;}m- 
pfuDg  mit  andern  Einflüssen  durch  die  für  diese  Methode  eigentluinihcho 
Combination  der  Beobachtungen  ans  den  ResuIUifen  eliminiert;  bei 
Stärkerer  Dämpfung  dagegen  bleibt  zwar  die  Beobachtimgsnielhodc 
wesentlich  dieselbe,  aber  die  Berechnung  der  Kesuttate  aus  den  Beob- 
achtangen  muss  eine  Modification  erleiden,  wenn  diese  Resultate  ganz 
ubereiDSttnunea  aoUea  mil  deneOt  welche  ohne  Dämpfung  erhalten  wor- 
den wären. 

Es  besteht  nun  diese  Methode  wesentlich  darin,  dass  man  durch 
einen  momentanen  Strom  die  Nadel  plötzlich  in  Bewegung  setzt 
und  ihre  erste  B>longation  beobachtet,  darauf  in  dem  Augenblicke, 
wo  die  Nadel  zum  ersten  Male  wieder  ihren  ursprOnglichen  Stand  pas- 
siert, wieder  einen  momentanen  Strom  auf  sie  wirken  Iflsst,  der  aber, 
gleich  allen  folgenden,  doppelt  so  stark  ist,  wie  der  erste.  Dieser 
zweite  Strom  soll  dieselbe  Richtung  wie  der  erste  haben;  alsdann  wird 
die  Nadel  durch  ihn  hi  ihrer  Bewegung  nicht  allein  plötzlich  gehemmt 
werden,  sondern  sogar  eine  Geschwindigkeit  nach  derselben  Seite  er- 
halten, von  welcher  sie  herkommt.  Man  beobachtet  sodann  wieder  die 
erste  Elongatlon,'  welche  die  Na<tel  hierauf  macht,  die,  ohneDsm- 
pfong,  der  vorigen  nahe  gleich  ist,  und  Issst  die  Nadel  auf  die  andere 
Seite  ihrer  Ruhelage  hinüberscbwingeu ,  und  beobachtet  hier  auch  noch 
die  zweite  Elongation.  Erst  wenn  dito  Nadel  von  dieser  andern 
Seite  her  ihre  Ruhehige  wieder  passiert;  Ulsst  man  einen  momentanen 
Strom  in  entgegei^selzter  Richtung,  als  das  zweite  Mal,  wirken  und 
wirft  sie  dadoreh  nach  derselben  Seite  zurttolr,  woher  sie  kommt,  md 
beobachtet  die  erste  und  zweite  darauf  folgende  Elongation,  worauf 
man,  sobald  die  Nadel  wieder  ihre  Ruhelage  passiert,  den  momentanen 
Strom  in  entgegengesetzter  Richtung ,  wie  das  vorige  Bfal,  wirken  iMsst, 
u.  8.  w.  Die  80  beobachteten  Elongationen  ordnen  sich  nach  Paaren 
abwechaebid  podtiver  und  negativer  Elongationen,  aus  denen  die  Mittel 
genommen  werden,  wenn  sie  wenig  v(m  einander  verschieden  sind, 
wie  dies  bei  geringer  Dämpfung  der  Fall  ist.  Die  Unterschiede  dieser 
auf  einander  folgenden  positiven  utvd  negativen  Mlttel^erthe  werden 
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nahe  gleich  gefunden  und  geben  ein  Maaaa  fUr  die  Inleasitiit  des  mo« 
menlanen  Stroms,  welcher  gemessen  werden  soll. 

Hierbei  wurde  vorausgeselzt ,  dass  iiui  eine  «oringe  Dämpfung 
stattfinde.  Es  Jassl  sich  aber  dieselbe  Methode  an«  Ii  bei  starker 
Dünipfung  anwenden  und  es  iJisst  sich  dann  sogar  noch  eine  grössere 
Genauigkeit  erreichen;  es  erleidet  aber  dann  die  Ableituog  der  Resul- 
täte  aus  den  Beobachtungen  eine  wescntfiche  Modification. 

Zunnchst  möge  bemerkt  werden,  dass  bei  einer  starken  DUrapfune 
der  erste  luomentane  Strom  nicht  genau  mehr  die  Hälfte  {h\s  folgenden 
sein  soll,  sondern ,  wenn  m  das  VerhUilniss  zweier  auf  einander  folgen- 
der Schwingungsbogen  bezeichnet,  so  soll  der  erste  Strom  der 
(m  +  Theil  des  folgenden  sein.  Wenn  aber  auch  dieses  Verhiiitmss 
nicht  genau  cingeliallen  wird,  so  leiden  darunter  die  Beobachtungen 
nicht  wesentlich ,  sondern  man  braucht  nur  die  ersten  Bcobaciuungen 
von  der  Berechnung  der  Uesulinte  auszuschüessen,  weil  bei  den  folgen- 
den Beoliarhtungen  der  EinQu^^s  jener  anninglicheu  Unregelmässigkeit 
durch  die  üamplung  selbst  sehr  sclineü  verschwindet.  Man  sieht  dann, 
dass  die  correspondierendcn  Beobachtungen  (nämlich  die  i*^,  5'",  9'* 
u.  s.  w.,  oder  die  iO'«  u.  s.  w.,  oiler  die  S",  u.  s.  w., 

oder  die  4'*,  S",  1 2"  u.  s.  w.)  sich  sehr  schnell  4  Grenzwerlhen  nahem. 
Bezeichnet  man  sodann  den  Unterschied  des  ersten  und  dritten  (Ircn/.- 
werthes  mit  b,  den  Unterschied  des  zweiten  und  vierten  mit  a;  so  ist 
das  Yerhühuiss  von  a  :  b  dem  Verhältnisse  zweier  auf  einander  folgender 
Schwingungsbogen  gleich ,  folglich: 

;i  =  log  nal  2  . 

FetMT  ist  die  Gfiscbwiiuliglceil  c,  welche  der  Nadel  von  jedem  momeo-* 
lauen  Strome,  mit  Aumahme  des  ersten,  ertbeilt  wird, 

JT     ao  +  66     ^  ^-  arc  lang  ^  , 

wofilr,  wenn-«  und  h  wenig  verscbiedm  smd,  d.  h.  bei  geringerer 
IMimpfung, 


e 


oa  4-  bb 


mid  bei  nocli  kleinerer  Dnmjpfiing 

gesetzt  werden  kann.  Der  Beweis  eigiebt  «ich  Ähnlich  wie  bei  den 
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früheren  Regeln.  Rechnet  man  nUmlich  die  Zeil  i  von  dam  Augenblicke 
an ,  wü  der  luünientane  Strom  die  Nadel  nach  der  Seite  der  positiven 
Etongalion  -zurdckgcworfeQ  hat,  so  ist  x  für  die  Dauer  der  beiden  fol- 
genden ungestörten  Schwingungen 

Für  die  beiden  beobachteten  BlongatioBen    und    ist       s=  0  oder 

0=  —  ^Äe'^^  srnj^fh^Ae'^  '  cos  ^  < 
fo^ch  ftlr  den  ersten  Beobachtnngsmoment 

t  =  ^  arc  taug  y 

fUr  den  zweiten 

t  —  T  +  ~  arc  lang  . 

Substituiert  man  diese  Werthe  für  I  in  der  Gleichoiig  für  so  er> 
halt  man 

Ae--  "^'^^"g  (t)"' 

*  /(4  +  -^) 

Nach  Verbnif  der  Zeit  I  =  2t  wird  die  Schwingung  der  Nadel  durch 
Einwiricong  des  Stroms  wieder  geändert,  nflmlich  es  wird  snr  Ge- 
scbwindi^eit 

welche  sie  am  Ende  der  Zeit  I  =  2t  haben  wUrdc ,  die  Geschwindig- 
keit —  c  hinzugefügt,  woraus  sich  Air  die  Dauer  der  folgenden  beiden 
Schwingungen 

ergiebt.  Fttr  die  beiden  wahrend  dieses  Zeitraums  von  <  bis 
i  =  it  beobachteten  Elongationen    und  s**  ist      s=s  0  oder 

folglich  im  den  er;sten  Beobachtungsmoraenl 

I  =  2t  +  ^ arclang  f 
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fUr  den  zweitea 

/  =  3t  +  ^  arc  lang  -J  . 

Sobfitiluierl  man  diese  Werthe  iltr  I  m  der  neuen  Gleiduiog  für  s,  fio 
eriiSltinm 

Nach  Yerlaof  der  Zeit  I  =  4t  wird  die  Schwingong  der  Nadel  durcli 
erneuerte  Binwiriaing  dtea  momentanea  Stroms  wieder  geandert/  nilni^ 
Hch  ee  wird  ZOT  Geschwindigkeit  .       •    ^  . 

welche  sie  am  Ende  der  Zeit  t  =:  ir  haben  würde,  die  Geadrawdigr 
keit  +  c  hinzugefügt  und  dadurch  bewirkt,  dass  die  Nadel  vou  nun  an 
dieselbe  Bewegung  wieder  erhält,  als  von  Anfing  Ctir  I  =  0.  Nnn  war 
alter  die  Geschwindigkeit  ittr  I  0 

=  -A 

also 


woraus 


folgt.  Sobstituieri  man  diesen  Werth  in  obigen  Ausdrücken  filr  aT  und 
so  findet  man  »*  =  —        ^  —  x\  folglich 

.         »       2yie-  ^  arc  lang 

folglich : 

woraus  sich  ergicbt 
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Nun  ist  oben  S.  345  in  der  Note  die  Gleichung  angefttkit  worden: 

tt  IT  W¥  * 

woDadi  folglfch 
und 

C===^         .  i^Vtir-  .  e-i^  arc  lad« . 

Zugleich  ersieht  man,  dasB 

^  =     oder  A  =  log  nat  -J  , 

woraus  hcrvorceht,  dass  man  durch  Mr'<?<;un£?  von  a  und  h  zu^^leich  eino 
genaue  Böslimnmng  des  auf  die  S'^fiwmgungsdauer  reducierten  l^Iaassos 
der  Dlhnpfung  erhüU,  was  besonders  dann  von  Nutzen  ist,  wenn  wegen 
zu^sclineller  Abnahme  der  Schwingungsbogen  aus  licobachtungen  dOT 
letzteren  keine  genaue  Bestimmung  erhallen  werden  kiinn. 

Zur  Erlöutcrang  der  zuletzt  entwickelten  Beobachtungsniethode 
mögen  diejenigen  Beobachtungen  dienen ,  welche  zur  Ver^leichung 
der  Widerstande  zweier  Copien  des  Jacobi'schen  Grundmaasses 
nach  dieser  Methode  gemacht  und  S.  251  schon  erwähnt  worden 
sind.  Die  erste  Copie  bestand  aus  einem  nicht  gefimissten  Drahte, 
welcher  auf  einem  nicht  gefimi<5gten  Serpcntiucylindcr  aufgewunden 
war,  wahrend  die  zweite  Copie  aus  einem  gefimissten  Drahte  be- 
stand ,  welcher  auf  einer  gefimissten  Glasröhre  aufgewunden  war.  Die 
Versuche  zerfallen  in  ftlnf  Reihen.  Bei  allen  waren  die  Enden  des 
Inductordrahts  mit  den  Enden  des  Multiplicatordrahts  auf  dieselbe 
Weise  verbunden.  In  der  ersten  Reihe  wurden  die  Drahte  der  beiden 
Copien  und  der  Inductor-  und  Multiplicatordraht  auf  dieS.  204  unter  (8) 
beschriebene,  mit  iE)  bezeichnete  Weise  combinierl ;  in  der  zweiten 
Reihe  auf  die  unter  (7)  beschriebene,  müB  bezeichnete  Weise;-  in  der 
dritten  Reihe  auf  die  unter  (6)  beschriebene,  mit  A bezeichnete  Weise, 
wobei  die  erste  Copie  die  Stelle  des  Grundmaasses  vertrat;  die  vierte 
Reihe  war  die  Wiederholung  der  zweiten;  in  der  fünften  endlich  wurden 
die  Drähte  auf  die  unter  (9)  beschriebene,  mit  C  bezeichnete  Weise  com- 
binicrt.  Die  Versuche  wurden  begonnen ,  wenn  die  Galvanometeraadel 
in  Ruhe  war.  Der  erste  positive  Inductionsstoss  setzte  die  Nadel  in 
SchwingoQg:  die  erste  positive  Elongation  wurde  nicht  beobachtet,  uod 
oben  so  wurde  auch  die  zweite  negative  Elongation  nicht  iwobachtet 
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In  dem  Augenblicke ,  wo  die  Nadel  nach  dieser  zweilen  Elongalion  in 
positiver  Hichlimi!;  zu  der  Stelle  gelangte,  welche  dem  Ruhestände  ent- 
sprach, erfolgte  der  zweite  negative  IndiK  [i  nssloss ,  welcher  die  Nadel 
nicht  allein  mitten  in  ihrer  positiven  Bewegung  hemmte,  sondern  sie 
sogar  nach  derselben  Srite  zurtJckwarf,  von  welcher  sie  gekommen 
war.  Die  darauf  folgende  dritte  Elongation  war  daher  wiederum  eine 
negative  und  wurde,  sowie  auch  die  vierte  positive  Flui L-ation ,  noch 
nicht  beobachtet.  In  <lem  Augenblicke,  wo  die  Nadel  nach  dieser  vier- 
ten Elongation  in  negativer  Richtung  zu  der  ihrem  Ruhestande  ent- 
sprechenden Stelle  gelangte,  erfolgte  der  dritte  positive  loductionsstOBS, 
wekher  die  Nadel  nicht  alk^to  mitton  in  ihrer  oegativan  Beweguo^ 
hemmte,  sondern  sie  sogar  nach  derselben  Seite  ^uH^wiif ,  von  wel- 
cher sie  gekpmmen  war.  Auf  dieselbe  Weise  wii|d|Ba|die  Versuche 
längere  Zeit^  fortge^etzl  und  von  jetzt  au  begooneit,  die  Elon- 
gationen  der^^adel,  wie  sie  an  der  Scale  Ixv  hnrhtet  wurden,  der 
Reihe  nach  avlzuzeichnen.  In  den  folgenden  Tafeln  sind  die  vier  ersten 
angezeichneten  K longa tionen  in  horizontaler  Linie  neben  einander  ge- 
stellt worden,  die  5"  aber  unter  die  1"",  die  G'*"  unter  die  Ä**  u.  8.  f. 
Endlich  sind  von  den  unter  einander  stehenden  Beobachtungen  die 
Mitlelwetrthe  angegeben  worden. 


D. 


1  775,8 

436,6 

i9i),6 

!    538, i  1 

775,7 

436,3 

4d9,ö 

537,9 

775,0 

435,9 

198,9 

537,3 

774,6 

430,4 

198,5 

537,2 

774,6 

43Ö.4 

198,3 

537,2 

774.g 

435,3 

198,6 

537,1 

774,0 

436.1 

198,2 

536,8 

;  773,8 

434,7 

197,9 

530,6 

1  773,6 

434,4 

197,6 

536,6 

1  774»0 

434,0 

197.5 

536,0 

774.62 

4a$,31 

198,60 

637,09 
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B. 


692,1 

448,0 

277,0 

521,1 

G9i,8 

447,8 

270,7 

521,0 

691,7 

447,4 

276.3 

520,8 

C0 1,3 

447,3 

276,2 

520.5 

691,3 

447,2 

276,0 

520,7 

691.4 

447.2 

276.0 

520.6 

691»4 

447.S 

275.9 

520.5 

691.3 

447.1 

275.9 

520.5 

691.4 

447,0 

275.9 

520.4 

691.8 

447.0 

275.8 

520.3 

691,50 

447.32 

276.19 

520,64 

691,9 

447.7 

276,9 

521,0 

G91,6 

447,7 

276,8 

520,9 

691,7 

447,7 

276.8 

n  -2 1  0 

091,8 

447,6 

270,7 

521,1 

091,8 

447,8 

276.8 

521,0 

691,8 

447,8 

277,0 

521,1 

691,8 

447.8 

276.9 

521,1 

691,6 

447,6 

276,8 

520,8 

694.8 

447,3 

276.4 

620,7 

691.0 

446,9 

275,9 

520,1 

691,63 

447.59 

276,70 

1  520.88 
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B. 


!  091, r, 

ii7.0 

275,7 

520,5  ' 

(191  l 

446  9 

27."),  0 

0  21).;} 

691,2 

446,7 

275,3 

520.0 

690,9 

446,3 

275.2 

520,0 

690,7 

446,2 

275,0 

519,7 

690,5 

446,1 

274,9 

519.8 

690,5 

446,5 

274,8 

'  519,7 

690,3 

445,9 

274,6 

519.4 

690.1 

445.8 

S74.6 

519.2 

690,1 

445.6 

274,3 

519,2 

690,73 

446.30 

275,00 

519.78 

c. 


615.8 

459,3 

a;io.2 

öü0,2 

615,6 

459,2 

300,1 

506,1 

()15,2 

459,0 

340.8 

505.8 

(il.j.l 

458,8 

349,4 

Ö0ü,6 

614,8 

4ÖH.4 

349,2 

505,3 

614,4 

408,1 

349,1 

505,2 

!  614.2 

4Ö8,1 

348,8 

505,0 

614,1 

458 '0 

348,8 

504.9 

613,9 

457,8 

348,7 

504.8 

613,8 

457.6 

348.2 

504,3 

614,69 

458.43 

349,25 

505,32 
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Es  isl  hierbei  noch  zu  bemerken ,  dass  der  horizontale  Abstand  des 
Spiegels  von  der  Scüle  2218  Scaleotheile  betrug.  Femer  ist  zu  beach- 
ten,  dass  die  hior  qohraiu  hiductürrollc  von  dci  früheren,  S.  206 
^{'hrau(  liton,  versohiodon  is(.  Die  neu(>  Inductorrollc  halle  eine  weit  ge- 
ringoK»  Zahl  von  Lüiw  iiuliiUj^i  u,  aher  von  weit  j^Kirkerom  Drahte,  sodasiS 
ihr  Widti\>Uui<i  viel  kleiner  isl  als  der  \Videi  >i  luil  i  ersten  Inductor- 
rolle.  Dieser  IJnisland  hat  hnkijUiiultJü  Kiiitluss  uut  das  Verhaltuiss  der 
liuohachUingen  A  ,  1} ,  C .  D  nnlei  einander 

In  d(;r  folijendtMi  Taicl  .■üIihI  die  MiilcUserthe  au-  d*  n  obiü;en  Reoh- 
aciitungen  nhoi  >ii  hflieli  zusainnuMjge.stellt  und  in  der  letzten  (^olmmn' 
die  DitTerenz  (Uä  ei.-«.U*u  mni  dniu  o  sowie  au«  h  des  zweiten  und  \i('f- 
frii  Werthes  für  jede  Vertut  iiMeihe  beigefügt,  und  es  siiiJ  diese  beiden 
DiU'ereuzen  eben  so  wie  S.  35 1  mit  a  uud  b  bezeiclmei  worden. 

4 


D. 

774.S8 
435,34 
198.50 
537,09 

4  =  57MS 
6  =  101,78 

1  "■ 

691.50 
447,32 
270.19 
520.04 

a  415.31 
b  73,32 

A. 

091,03 
447.59 
270.70 

a  -  -  414.93 
6=  13.29 

690,73 

440,30 
276,00 

519,78 

445,73 
b=  73,48 

014,09 

1  408,4.1 

r  1 

j  349.23 
'  005,3? 

a  —  205,40 
6=  4ü,89 
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Die  in  dieser  Tafel  zusamniengcstellten  WcrÜio  von  a  und  b  bedürfen 
nun  zunächst  einer  Correction,  weil  sie  den  katoplrischen  Gcsel/en 
gemnss  den  Tangenten  der  doppelten  Klongatfonswinkel  proportional 
siiul.  Mit  Hülfe  des  gegebeaea  Abstanden  des  Spi<^els  von  <ler  Scale 
ist  es  leicht,  sie  auf  Werthe  zu  reducieren,  welche  den  Elongatioos- 
»inkeln  s<-l})st  proportional  sind,  onid  diese  Reduclion  genügt  bei  der 
Kleinheit  aller  dieser  Elongationen.  Zu  diesem  Zwecke  ist,  wenn  x 
den  in  Scalentheilen  gegebenen  Werth  von  a  oder  b  bezeichnet,  die 
Zahl  X  um 

zo  verkleinern.  Nach  dieser  RediieUon  orlMU  man  folgende  Werthe 
fUr  fl  nnd  b. 


a 

D. 

578,78 

401,76 

B. 

414,1  a 

73,31 

A. 

413.7S 

73.S8 

Ii. 

41 4,54 

73,47 

C. 

265,44 

46,89 

Nimuil  lu.m  nun  die  Mittel  aus  den  beiden  für  B  angeführten  WerlUen 
9  und  b ,  so  erhtilt  man  folgende  Zusanmietislolluiig : 


a 

b 

hg.  nat.  -J  ==  A 

413,72 

73,88 

1,730908 

768,88 

B. 

414,305 

73,39 

1,730814 

769,83 

C. 

«65.14 

46,89 

1,7^8464 

498,44 

1>; 

678,73 

101.76 

1,787884 

1063.11 

Die  in  der  let/ten  üoluintie  ;iug(\iieijeticn  Wertli(!  könnf»n  nun  wif; 
S.  351  ff.  gezeigt  worden  ist,  als  Maass  der  Stromstiirko  im  Muitipiicator 
dienen,  d.  Ii.  als  die  S.  213  mit  A  ,  B .  C ,  D  be/eichnelen  Werthe  be- 
trachtet werden.  Mit  die.sen  Werlben  erbidt  mn  :dann  eadUdi,  wob 
den  daselbst  au^esteiiien  Formeln : 

26' 


9 
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0,99765 


Im  Mittel  biernach  veriiftlt  sieh  also  der  Widerstand  der  ersten  Copie  zv 
dem  der  zweileo : 

—  0.99764:! 


BegrOndang  der  Regeln  zur  Berechnung^  des  Widerstands  eines 
Leite»  aus  den  Beobacbtungen. 

Zur  Begründung  der  Regeln  zur  Berechnung  des  Widerstands 
eines  Leiters  aus  den  Beobachtungen  soll  von  folgenden  beiden  Funda- 
mentalsatzen  der  Lehre  vom  Elektromagnetismus  und  der  Lehre 
von  der  Magneloeleklricitat  ausgegangen  werden. 

Erster  Satz.  Das  linearische  Element  eines  galvanischen 
Stroms  d*  übt  auf  ein  Element  des  magnetischen  Fluiüums  eine  be- 
wegende Krall  uus,  die  dem  Quadrate  der  Entfernung  r  umgekehrt  pro- 
portional ist;  aber  es  tniL  dabei  7uglci('}i  dfi  i-Mii/  ib weichende  Umstand 
ein,  dass  die  Richluug  der  Krall  uiclil  m  der  verbindenden  geraden 
Linie ,  sondern  senkrecht  gegen  die  durch  (i  und  die  Richtung  von  ds 
gelegte  Ebene  ist,  und  dass  ausserdem  die  Stärke  der  Kraft  nicht  von 
der  Entfernung  allein,  sondciu  zugleich  von  dem  Winkel  abhangt,  wel- 
chen r  mit  der  Richlui^  von  ik  macht.  Nennt  man  diesen  Winkel  0, 
so  ist 

«in  0  .  ftds 
fr  ~" 

das  Maass  der  bewegenden  Kraft, 'welche  ös  auf  /u  ausübt,  und  eben  so 
gross  ist  die  von  ^  auf  das  Stromelement  d«  oder  desscu  ponderabcln 
Triigßr  ausgeübte  KraR,  deren  Richtung  der  erstereu  entgegengesetzt 
parallel  ist. 

Anmerkung.  Unter  dem  mit  ds  bezeichneten  Slromelemenle  ist  das  Product 
seiner  Lünge  o  io  die  Intensität  i  des  durcligebenden  Stroms  verstanden,  also 
d$  =  m.  Dieser  Fundamentalsalz  «ies  Eiektromagnelismus  ist  hier  wörtlich  so 
wledei«igclMii,  wie  ihn  Gauss  in  den  «Resultaten  ans  den  Beobaebtnngen 
dea  magnetlaelien  Vereins  im  lehre  ISS9»  8. 1. 1  auaieHwocIian  bat. 
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Zweiter  Saiz.  Wird  das  Element  des  raagnelischon  F'luidutns  fi 
mit  der  Geschwindigkeit  u  parallel  der  Kichtuni^  der  kraft  bewegt, 
welche  nach  dem  ersten  Satze  auf  das  Stroineienient  d«  —  ai  wirkt, 
so  wird  auf  das  lineare  Element  des  Leiters  a  eine  der  Richtung  des 
Stroms  t  parallele  elektromotorische  Kraft  ausgetibt,  deren  SUkrke  durch 
den  im  erstea  Satze  gc^benen  Ausdruck  ^—"-^^  dargestellt  wird, 
wenn  darin  öi  =  edoutau  vertauscht  wird,  also  durch 

4 

rr 

Wird  dagegen  das  Eiemeoi  des  magoetischen  Floidoros  f*  in  einer' an- 
dern Richtang  bew^l,  welche  mit  dei*  oben  bezei^neten  den  Winkel  ^ 
macht,  so  ist  dieser  Ausdruck  der  Starke  der  Kraft  noch  mit  cos  ^  zu 

multiplicieren. 

Anmerkung.  Führt  man  statt  der  beiden  Winkel  $  und  ^  zwei  andere  Win- 
kel ein,  ninlioh  den  Winket  9,  wdeiiai  im  RichMing,  omsIi  wetdier  bewegt  wird^ 
■lit  r  bildet,  and  dea  Winkel  weldien  die  Biehluog  toq  »  mit  der  Nonnaie  einer 
durdi  r  der  WeblunK,  nach  welcher  n  bewegt  witd,  parallel  gelegten  ElMue  nMchl»  eo 
verwandelt  sic  h  der  Ausdruck  -*"'^''"  -  •  cos  tji  in  cos  <.  —  Dieser 

letztere  Ah-  Ii  n  k  slimml  mit  demjenigen  überein,  welchen  man  erhält,  wenn  man  die 
in  der  erslen  Abhandlung  über  «Elektrodynamische  Maassbestimraungen* 
S.  345  angegebene  elektromotorisdie  Blenienlarknil  aaeh  der  Richtung  des  inducier- 
len  BlemefitB  a  seriegt.  Der  eo  erbshene  Aeednidi^  enÜiUt  swar  noch  eiosn  oonslaa« 
len  Factor,  desaen  Werth  aber  von  der  Wahl  de«  Ibasaei  IQr  die  etektroraelorische 
Kraft  abhSngt  und  fOr  ein  beslinnnlee  Maaas  =  I  Ist. 

Aus  diesen  beiden  Sstzcn  werden  folgende  Bestimmungen  abgeleitet. 

1 .  Es-  findet  eine  solche  Relation  zwischen  den  elektromagnetischen 
und  rnagnetoelektrischen  Kräften  statt,  dass^  wenn  zwei  beliebig  ge- 
l^ne  magnetische  Elemente  fi  und    auf  ein  Stromelonent  d«  =  cct 

gleiche  und  gleichgerichtete  elektromagnetische  Krttfte  ausüben,  auch 

ihre  elektromotorischen  Kräfte  auf  das  lineare  Element  des  Leiters  «, 
wenn  es  bewegt  wird,  gleich  sind.  Dasselbe  gilt,  wenn  für  /«  und  /*' 
eine  Gesammtheit  von  beliebig  verlh'eilten  inai^netischen  Elementen  ge- 
setzt wird.  Hierauü  folgt,  dass,  wenn  derEi  dniagnolismiis  an  einem  Orte 
gleiche  und  gleichgerichicto  eleklronia^netische  Kraft,  wie  ciu  entfernter 
Magnetstab,  austlbt,  die  elektromotorische  Kraft  des  Erdmagnetismus  auf 
einen  daselbst  bewegten  Indnctor  «ebenfalls  der  dos  Magnetstabs  gleich 
seif  wie  auch  der  Magnetismus  in  der  Erde  vertlioill  sein  möge. 

3f.  Wenn  das  Stromclcmont  ds  einem  Krei-sir  )nie  angehört  ,  so 
wird  die  auf  der  Kreisebene  senkrechte  Componente  der  eiektromagoe* 
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tischen  Kraft,  welche  ds  auf/«  ausübt,  erhallen,  wenn  mit 
dem  Cosinus  des  Winl^eis  multipUciert  wird,  welchen  die  Kreisebene 
mit  der  durch  fi  und  die  Richtung  von  dt  §plcgtea  Ebene  bildet.  Diese 
Cmnpooente  beisse  C. 

Das  StromelemeDt  d<  möge  in  seine  Facloreii  zerlegt  werden. 
nSmUch  in  seine  Slromintensitlt  %  und  in  seine  Länge,  welche  als  die 
Lttnge  eines  Kroiselenienls  mit  odo  bezeichnet  wird,  wenn  a  der  Halb* 
messer  des  Kreises  ist,  dem  es  angehört,  nnd  tt  der  Winkel ,  welchen 
der  zagefa(»rige  Radius  mit  deayenigen  Radios  bildet,  welcher  mit  in 
einer  auf  der  Kreisebene  senkrechten  Ebene  liegt.  Bezeichnet  man 
femer  mit  b  das  von  ft,  auf  die  Kreisebene  gefilllfe  Perpendikel  und 
mit  9  den  Absfand  des  Fasspunkts  dieses  Perpendikels  vomMitlelpnnkte, 
so  ist  iT  =  0a-|-ifr<f4B»  —  fa»  cos  « 

und  man  erhsit  fbr  die  ganze  von  dt  auf  $i  ausgeübte  Kraft  dpn  Ausdmck  r 

* 

 »iP  n  .ja  .  «An  

'  «I     M-f  asv— SovcMa  * 

Femer  ist  der  Cosinus  des  Winkels,  welchen  die  Kreisebene  mit  der 
dorch  II  und  die  Richtung  von  df  gelegten  Ebene  bildet: 

a  —  jj  cos  8  n—~  X  cos  « 

Das  Produel  dieses  (>).siiuus  in  obigen  Ausdi  uck  der  ganzen  Kraft  gicbt 
dun  Ausdruck  für  diu  gesuchle  Cumponentti  6\  uamlich: 

p  1      _j  n  —  a>  W  , 

\4  —     .  mm  roa  +  frt,  +  xj>  —  tu*  co« 

Nach  dem  vornupgoscliickleii  zweiten  Satze,  dem  Grundgesetze 
der  Magnetoelektricililt ,  ergicbt  sich  hiermib  die  elektromotorische 
Kraft,  welche  /*  auf  d«  austlbt,  wenn /ti  mit  der  Geschwindigkeit  u 
parallel  der  Richtnng  der  Kraft  C  bewegt  wird,  durch  Mulliplicalion 
des  Werthes,  welchen  C  hat,  wenn  *  =  —  \  ist,  mit  m,  nttmlich 

•  -^^W^^^^l^cc,a)i :  Jagegen  ergiebt  sich,  wenn  d« 
mit  der  Geschwindigkeit  u  in  der  nämlichen  auf  der  Kreisebene  senk- 
rechten Richtung  bewegt  wird,  die  elektromotorische  Kraft,  welche /i 
auf  ds  ausitbt, 

1  j  fl  —  X  cos  « 

Kniwiekelt  man  ferner  eleu  obigen  Ausdruck  von  C  nach  Potenzen  von 
cos  (t ,  so  eriiitU  man : 
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+  3W-3x^)  •  cos       + .  .  .| 

3.  Der  Ausdruck  für  die  auf  der  Kreisebene  senkrechte  e  1  ek  iro- 
magnetische  Kraft,  welche  der  ganze  Kreisstrom  auf /» ausübt,  er- 
giebt  sich  dann  auf  folgende  Weise.  Da  der  Halbmesser  a  und  die 
StrommleosiUlt  i,  wie  auch  hvsAx,  fiir  aUe  Kreiselemente  gleich  sind, 
so  ist  die  gesuchte  Kraft,  oder  die  Summe  aller  auf  die  Kreisebene 
senkrechten  elektromagnetischen  Krtlfte,  welche  alle  Stromele- 
menle  auf  /« ausüben, 

V*  •  "J'1*»'+     +'«»  -      COl  •)* 

«a  I  da  +  (2aa  —  hh—ssx)  ^"^-^^  cos  «da 


tu 

^oa  +  66  +  Jcxi"* 


/"SS 

+  ^  (4«a  -  366     3xx)  •  )  cos  oM«  + . .  .| 

das  ist: 

ji  +  i.  (3aa  -  266  -  +  +  :  " 

Mau  kann  sich  tibrigcns  leicht  überzeugen,  dass  die  SlTominlensiUlt 
hierin  nach  dem  Art.  10  ie.ti^e^ctztcn  absoluten  Maasse  zu  bestimmen 
ist,  wenn  man  die  Kreisebene  ^aa  =  1  setzt,  WO  man  todet,  dass 
%  1  sein  muss .  damit  die  in  die  Tei  ne  (wo  aa  gegen  66  +  a»  ver- 
schwindet) auf  //  senkrecht  gegen  die  Kreisebene  ausgeübte  Kraft  der 
in  derselben  Richtung  von  einem  Magnete  ausgeübten  Kraft  gleich 
werde,  welcher  das  absolute  Maass  des  Magnetismus  besitzt  und  dessen 
Axe  auf  der  Kreisebene  normal  ist.  A  sei  der  Mittelpunkt  des  Magnets, 
AB  die  Richtung  seiner  Axe,  das  Element  /*  befinde  sich  in  C.  ABC  sei 
ein  bei  d  rechtwinkeliges  Dreieck  und  AD  =  i  A/*;  so  ist  nach  einem 


3ti4 
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bekannten  Satze  («Resultate  aus 
den  Beobachtungen  des  magne- 
tischen Vereins  im  Jahre  1840« 
S.  33.  34)  CD  die  Richtnng  der  auf  /* 
wirkenden  Kraft  nnd  ihre  Starke  ist 
^  .  Fttllt  uMi  CE  perpendi- 


äc    —  ^ 
colar  aaTAB  so  ist  die  der  Axe  des  magr 

AD       CD  —  A(f      AD  ' 


nets  parallele  Componento 

AE  und  CE  die  oben  mit  h  und  x  bezeichneten  Linien,  wonach 

AC  =  /(bb  +  Tx] ;  iü>  =  I  i4«  =  1 
—  AD  -~  —       ;  folglich  die  gesuchte  Kraft 


AC*      bb+^  und  ED=AS 

AE  16 


ibb  —  XX 

{bb  +  XX]' 


Wird  dagegen  in  obigem  Ausdrucke  ^oa  =  4  und 
setzt,  so  erhalt  man 


=  0  ge- 


woraus  sich  ergiebt ,  dass  »  =  1  sein  müsse .  wenn  der  die  Flachen- 
einheit umlaufende  Strom  dem  absoluten  Maasse  des  Magnetismus  gleich 
wirken  soll.  Diese  StromintensitHl  ist  aber  das  Art.  10  fesigeselzto 
absolute  Maass,  woraus  einleuchtet,  dass  bei  den  Anwendungen  der 
obigen  elektromagnetischen  Gesetze  die  Stronuntensilütco  nach  dem 
fejstgesetzlea  absoluten  Maasse  zu  bestimmen  sind. 

4.  Der  Ausdruck  für  die  elektromotorische  Kraft,  welche  /i 
auf  den  ganzen  Kreis  ausübt,  wenn  es  mit  der  Geschwindigkeit  u  in 
senkrechter  Richtung  auf  die  Kreisebene  bewegt  wird,  ergiebt  sich  auf 
folgende  Weise.  Aus  dem  vorausgeschickleB  zweiten  Salze  eiigah 
sich  die  elektromotorische  Kraft,  welche  fin\d6t  austtbt,  wenn  es  mit 
der  Geschwindigkeit «  parallel  der  Richtung  der  Kraft  C  bewegt  wird, 
durch  Multiplicalion  von  u  in  den  Werth  von  C,  wenn  darin  t  =  —  ^ 
gesetzt  wird,  nUmlich : 

-T^^Z^xxy.    {^+i^^-^-^)aa  +  ^^xx 

+  4  (4ao  —  364  —  3a»)  *  cos  «»da  + . . .  j 
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Die  Summe  der  von  ^  auf  aJle  Kreiselemenle  auegeubleo  elektromo- 
torischen Kräfte  folgÜGli : 


/•isr  /•!» 

joa  da  + (2a«— W— 4»)— I  «w  o»^ 


+  4  (*«•  -  36fr  -  3xr)    ^  ^ ^ .  J  cos  a»d«  +  .  .  .  I 
das  ist: 

Man  kann  sich  übrigens  leicht  uberzeugen,  dass  dieser  Wei  th  rlie  elek- 
tromotorische Kraft  nadi  dem  Art.  10  festgesetzten  absoluten  Maasse 
ausdrückt.  Setzt  man  nttmlich  in  diesem  Werthe  6  ~  0 ,  so  ist  die  Ii« 
neare  Gesdiwindigkeit  u  des  Ekänents  ^  identisch  mit  einer  Drebni^ 
geschwindigicdl  f  =  ^  nm  den  gegmi «  senkrechten  Kreisdarcfamesser, 
woftlr  dann  wieder,  ohne  Aendemng  der  etektromotoriscfaen  Kraft,  die 
en^^^engesetzte  Drehungsgeschwindigkeit  des  Kreises  — /um  die 
nSmiiche  Axe  gesetzt  werden  kann.  Der  Aosdruck  der  elektromoto- 
rischen Kraft  von  aof  den  mit  der  Geschwindigkeit  —  f  gedrehten 
Kreis  ist  also 

-fr  -Ä,!  |2  +  4  (3«»  -  2xx)      J'^,.  +  .  .  j 

und  ist  daher  auf  den  mit  der  Geschwindigkeit  +  y  gedrehten  Kreis, 
1$  aus  der  Ferne  wirkt,  wo  aa  gegen  xx  verschwindet,  — /^y • 
ergiebt  sich  die  Summe  der  beiden  elektromotorischen  Kräfte, 
wenn  erstens  ^  +  m  und  «  =  JI  -|.  e  und  zweitens  ^  =  —  m  und 
«  =  Jl  a,  d.  h,  die  elektromotorische  Kraft  eines  Magnets  M=im^ 
welcher  ans  der  Feme  Jl  wirkt,  . 

Ttaa        ,  nna  mg  i:tna 

—         (fl  +  e,«   +         (Ä  -  eT*-  =  My-^  -  . 

Macht  mnn  ntin  die  Drehungsgeschwindig^t  y  des  Kreises  so  gross, 
dass  seine  Projection  auf  eine  gegen  x  normale  Bbene  in  der  ZciteiDheit 
um  die  Flacheneinheit  sidi  Ändert,  d.  i.  yjiM  =  1,  so  findet  man,  dass 
obiger  Werth  der  elektromotorischen  Kraft  =  4  sein  mtisse,  damit 
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Jf  den  Stebmagnetisnas  beceiduie,  welcher  der  Einheit  des  Erdldagoe- 
lianus,  dessen  Bk^tang  mit  at  panllel  ist,  g^ddh  wirkt.  Weno  oMmtich 
in  der  Richtung  des  Erdmagnetismus  T  eines  Ortes  in  dem  Äbslande  R 
ein  gleich  gerichteter  Hagnot  M  Hegt,  so  ist  nach  magnetischen  Maass- 
bestimroungen  die  Wirlcung  von  M  der  Wiriamg  von  T  an  jenem  Orte 
gleich«  wenn 

TP" ' 

ist.  M  bozoichnet  also  deo  der  Maasseinlieil  des  üi  dmaguoUsmui»  gleich 
wiriceodcu  Stabuiagnctismus,  wcqq 

Tr  =  < 

ist,  woraus  hervorgeht,  dass,  wenn' zugleich  jrmia=1,  der  obige 
Werth  der  etelttFomolorischen  Kraft  auch  =  I  sei.  Diese  eleltlronioto- 
riscfae  Kraft  ist  aber  selbst  das  Art.  10  festgesefste  absolute  Haass, 
woraus  einleuchlet,  dass  bei  Anwendungen  des  hier  entwickelten 
magnetoelektrischen  Gesetzes  die  ddctron^otorische  Kraft  nach  dem 
ungegebenen  absoluten  Hsasse  bestimmt  wird. 

Wir  haben  bisher  die  Kräfte  betraditot,  welcbe  ein  Element  eines 
magneliscfaen  Fluidums  /»  ausübt  oder  erleidet.  Die  Anwendung  auf  die 
Versuche  fordert  alle  Etemmte  beider  magnetisdien  Fluida,  welche  in 
mner  Ifagnetnadel  «ilhalten  sind,  in  Rechnung  zu  bringen.  Bs  leuchtet 
aber  ein,  dass  man  sich  dabei  nach  Gauss  an  die  Betrachtung  der  Ele- 
mente der  idealen ,  an  der  Oberfläche  vertheilten  magnetischen  Flaida 
halten  kOnoe,  die  ganzlich  von  einander  geschieden  sind.  Ist  die  Summe 
der  positiven  Elemente  =  +  m,  so  ist  dio  Summe  dtT  negativen 
~  —  m;  und  bozciclmel  man  den  Abstand  des  Mittelpunktes  jener  von 
dem  Mittelpunkte  dieser  mit  2e,  so  ist  das  Moment  der  ISadel  ~  %em 
imd  die  Linie  e  ist  von  einer  messbarea  Grösse.  Auch  leuchtet  ein. 
dass,  wenn  alle  positiven  Elemeute  nahe  beisammea  liegen  und  eben  so 
alle  negativen,  ihre  Wirkung  nahe  dieselbe  ist,  wie  wenn  sie  in  ihren 
respertiven  Mittelpunkten  concentnert.  waren.  Es  wird  dann  in  der 
.«(ibrauchten  Nadel  nur  die  Wirkung  zweier  Punkte  in  Rechnung  kom- 
men, namlich  desjenigen,  in  welchem  alles  nordmagnelische.  und  des- 
jenigen, in  welchem  alle.s  südraagnelische  Fluidum  concentriert  ge- 
dacht wird.   Hiernach  ergiebt  sich 

5.  die  Vergleichnng  des  Drehungsmoments,  welches  der  Mnltipli- 
oatorauf  dio  in  seinem  Mittelpunkte  befindliche  Nadel  ausübt,  mit 
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demjenigen,  welches  er  ansObea  würde,  wenn  die  Nadel  weit  ent- 
fornt  wäre,  folgendcrmassen.  Die  Meridianebene,  in  welcher  die 
Nadel  liegt,  theilt  den  Multiplicator  so,  dass  eine  gleiche  Zahl  von  Um- 
Windungen  /u  beiden  Seilen  liegt.  Zieht  man  in  dieser  Ebene  eine 
horizontale  Linie  di^rch  den  MiUelpunkt  des  MulUplicators,  so  liege  der 
Pankt»  in  wekbem  aHes  nordau^;nettscbe  FJuiditm  4-  m  concentriait  ge* 
dacht  wird,  in  dieser  Linie  und  der  Abslaiid  desselben  vom 
heisae  +  «;  der  Abstand  des  in  derselben  Linie  liegenden  Ponkles,  in 
welchem  alles  sudmagnetische  Flaidum  — m  conc^itriert  gedacht  wird» 
heisae  —  e.  d  -und  seien  der  innere  und  Äussere  Dvrdunesser  des 
Moltiplicators  nnd  Sfr'  die  Breite  seines  Querscbnitls«  yrelcher  also 
2(a' —  a')6'  ist.  Der  Theil  von  diesem  Querschnitte  des  ganzen  Ringes, 
welcher  auf  eme  Umwmdung  kommt,  deren  Halbmesser  « ist  und  deren 
Bbene  Im  Abslande  h  vom  Mittelpunkte  des  Multiplicators  liegt,  werde 
mit  dodfr  bezeichnet :  so  ist  nach  (I.)  das  Product  des  Querschnitts  einer 
Umwindong  in  die  auf  -|-  m  von  ihr  ausgeübte  Kraft: 

+  »•  -li'nit":'  t •  +  U»—  «"  -  ««)  7- +  S+^V-  +••!  • 

Multiplicicrt  man  dieses  Produrt  mit  dem  von  der  Drehungsaxe  auf  die 
Richtung  der  Kraft  gefüllten  Perpendikel  e,  so  erhält  man  das  Product 
des  Querschnitts  der  Umwindung  in  das  von  ihr  ausgeübte  Drehungs- 
moment. Setzt  man  endlich  in  diesem  Ausdrucke  —  m  für  +  m  und 
— S  fllr  «(»a,  so  erh<llt  man  einen  gleichen  Werth  für  das  Product  des^ 
selben  Querschnitts  in  das  von  der  nflmlichen  Umwindung  auf  das  ne- 
gative Flttidom  ausgeübte  Drehungsmoment.  Folglich  ist  das  Product 
des  von  jener  Umwindung  auf  die  ganze  Nadel  ausgeübten  Drehungs- 
moments in' ihren  Querschnitt,  wenn  man  mit  If  =  2cm  den  Nadel- 
magnetismus bezeichnet: 

^  istS?-^)J  i<  +  i  (»"  -     -  *")  w  +    +  •  I 

Da  a  ein  kleiner  Bruchtheil  von  a  ist,  so  können  alle  Theile,  welche  die 
vierte  oder  höhere  Potenzen  zum  Factor  haben,  weggelassen  werden 
und  man  erhalt  dann 

-^-+^4  V  +   ♦   Taa  +  66  '-  ( 

Hieraus  folgt  nun  die  Summe  der  Producte  des  Querschnitts  jeder  Um- 
windung in  das  von  derselben  ausgeübte  Drebungsmomeot 
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Dividiert  man  diesen  Aocdruclc  mit  dem  Prodacle  ans  dem  QuersdniiU 
einer  timwindoiig  in  die  Zahl  der  Umwindongent  d.  i.  mit  dem  Qaer- 
adinitte  des  ganzen  Ringes  S(a' — a')h';  so  eriult  manT  das  nüttlere 
Drehungsmoment.  Elches  eine  Umwindung  auf  die  Nadel  aosdbt,  wor« 
aus  durch  Multiplication  mit  der  Zahl  der  Umwindungen  n  das  Dra> 
huDgsmoment  des  Multiplicators  auf  die  in  seinem  Millelpunlcte  befind- 
liche Nadel  hervorgeht,  nümlich ; 

« .  XU»  •  -jr^jr  [log  ^ ^.     +  TV(rfV4<f»*)'     [Jd+m)  W} 

FUr  den  Fall,  wo  b'  j^egen  a  verschwindet  und  a  von  a"  wenig  wi- 
schiedon  ist  ,  ergieht  sich  i'Jlf  •  und  a  ist  in  dies»^m  Falle  der 
Halbmeüücr  des  Multiplicators.  Verstellt  rnnn  nun  im  Allgeiiieinen  unter 
Halbmesser  des  Multiplicators  einer  gegebeaen  Centralnadcl  dea 
Ausdruck: 

  _    ^ 

und  hezeichnet  ihn  mit  r',  so  ist  das  Drehangsmoment 

'  inrt  ig- 

— p —  •  iifl  , 

Wird  dagegen  die  Nadel  vom  Multiplicalor  weit  entfernt»  bleiben 
aber  dabei  -|-  m  und  — m  in  derselben  Geraden,  in  den  Abstanden  R  e 
and  Jt  —  e  vom  Hittelpunkte»  so  mnss  auf  den  Ausdruck  C  S.  362  flir 
die  gegen  die  Meiidianebene  senkrechte  Kraft  znrttckgegangen  werden, 
welche  em  Element  dt  auf/«  ansttbt»  indem  darin  +m  oder  — m  Air  ^, 
und  A+e  oder  Jt— a  für  s  gesetzt  wird.  Man  erhslt  dann  filr  +m 

in    «da  g-  (fif  olcoaa   

»w*™  (M  +  »  +  tota^«)  OOS  11)^ 

Air  —  m 

*      ^  a  —  (fl  ~  e)  cos  «  

•  («I  +  »  +  (Ä-,)-  -  ««{fl  -  •)  CM  «)'  • 

Die  Summe  des  ersterea  mit  +e  multiplicierten  und  des  letzteren  uiil 
—  c  muitipliciertea  Werthes  gtebt  das  von  d«  auf  die  Nadel  ausgeübte 
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DrehungsinoiiK  nt  n  tnilu  h  svenn  maiiM  für  iem  schreibt  uaii  bcachlel, 
dsLSS  a ,  b  und  e  gegen  R  verschwinden« 

iM .  0da. •  i^HiTc^^i^  =  —     ( «fl     «^^«  +  Ä*X^ 0 •  • ! 

folglich  ist  das  von  dem  gaoseo  Kreise,  zu  welchem  ö»  fgehdrC.  auf  die 
Nadel  ausgeübte  DrehuDgsmomeiit 

08oda+  ^'  (3co8i^—  4)d«  +  ..) 

    naa  u< 

.  jBI  , 

weil  die  folgeiden  Glieder,  welclie  die  vierte  oder  höhere  Potenzen  von 
entludleii,  weggelasseu  weiden  koimeii. 
Integriert  mau  diesen  mit  dad6  mulliplicierten  Werth  zwischen  den 
&«nzeD  Yon  a  s=  a'  bis  a  s:^  a"  und  von  6  =  —  6'  bis  ^  =  -f  6',  so 
ist  das  ProdoGt  dieses  lulegrals  in  ^^^  —^  das  vom  Mallipitcator  auf 
die  entfenite  Nadel  ausgeoble  Drefaungsmoment  ' 

I     n.TjMi        a"*— 0*  nitMi        da -^^  da"  A- d  a" 

—  T  -i?  7=tr  =  W  i  

FUr  den  Fall,  w^o  d  von  d  wenig  verächicdcii  ist,  crgiebt  sich 

n-rrin  mm; 

und  0'  ist  in  diesem  Falle  der  Halbmesser  des  Multiplicators.  Ver- 
steht man  nun  im  Aligemeinen  unter  Halbmesser  des  Multiplicators  einer 
entfernten  Nadel  den  Ausdruck 

und  beaeichnet  ihn  mit  r\  so  ist  das  Drehungsmoment 

Vergleicht  man  emilich  den  gefondenen  Ausdruck  des  Drehungsmo- 
ments.  wekhes  der  Hultiplicalor  auf  die  in  seinem  Mittelpunkte  be- 
findliche Nadel  ausübt,  mit  dengenigen,  wetohes  er  ausüben  würde, 
wenn  die  Nadel  weit  entfernt  wttre;  so  ergiebt  sich  das  Yer- 
htlitniss 


I 
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Aegeln  sur  Berechnung  des  Widerstaniis  aus  den  nach  der  erstei 
Metbode  Art.  14  aiugeitiiirtea  BeobachUiogen. 

Die  Gerade  NS  bezeichne  die  Richtung  des  horizontalen  Erd- 
nujgnetismiiR,  dessen  Starke  an  dem  Orte  A  =:  T\  an  dem  Orte  B  —  T' 
sei.  Kiue  geschlosseno  Kette  bestehe  auts  zwei  verticalen  Ringen,  deren 
Mittelpunkte  A  und  B  seien.  Der  King  welcher  den  Multiplicator 
bildet,  .^t-  !i.  fest,  der  Ring  A,  welcher  den  Induclor  bildet,  sei  um  sei- 
nen verticalen  Durchmesser  drehbar.  Die  Summe  der  Flachen ,  welche 
von  allen  Umwindungen  des  Ringes  A  begrenzt  werden,  sei  S,  und  y 
bezeichne  den  Winkel ,  welcheu  die  Normale  der  Ringehene  mit  der 
Richtung  JSS  am  Ende  der  Zeit  t  bildet;  so  ist  die  Projection  von  S  auf 
eine  auf  iVS  senkrechte  Ebene  in  diesem  AugonbUcke  =  S  cos  ^  udU 
die  Zunahme  derselben  in  dem  Zeitelemente  At  ist  S  sin  ^  •  d^f. 
Hieraus  ergiebt  sich  der  ab:»ulule  Werth  der  vom  Erdmagnetismus  T 
auf  den  Ring  A  ausgeObten  elektromotorischen  Kraft  nach  Art.  10 

Der  Integralwerlh  hiervon  von  dem  Augenblicke,  wo  war,  his  zu 

dem  Augenblicke,  wo  V'  —  0  geworden  ist,  werde  durch  eE  bezeich- 
net, £0  ist 

e'  ^  IST' . 

Der  von  dieser  elektromotorischen  Kraft  in  der  ganzen  geschlossenen 
Kelte  hervorgebrachte  Strom,  dessen  Intensitilt  am  Ende  der  Zeit  I 
niit  iJ  besE^chnet  wird,  geht  durch  den  Multiplicatorring  B ,  welcher,  so 
durchströmt,  auf  die  in  .seinem  Mittelpunkte  befindhche  Nadel,  deren 
magiielische  Axe  mit  NS  zusammenfällt,  ein  Drehnngsmoment  austtbt, 
welches  nach  S.  368  auf  folgende  Weise  aosgedrttekt  wird : 

worin 

Es  bezeichnet  hier  n  die  Zahl  der  Umwindungen  des  MulttpUcalor* 
ringes       a'  und  a  den  kleinsten  und  grössten  Halbmesser  und 
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9b*  die  Udhe  desselben,  M  den  Magnetismus  der  Nadel  nach  absolutem 

Maasse  und  2e  ist  der  Quotient  ,  wenn  m  die  Menge  des  nord- 
magnctischen  Fluidums  ausdrückt  ,  welches  nacii  der  idealen  Yerlher- 
lung  auf  der  Oberflache  der  Nadel  verbreitet  ist. 

Bezeichnet  K  das  Trägheitsmoment  der  Nadel,  so  ergiebt  sich  hier- 
aus die  Acceleration  der  Drehung  der  Nadel 

Iwr  Jß 
E 

Bezeichnet  man  femer  den  Integralwerth  der  StroraintensitUt  iJ  f(tr  den 

Zeitraum  von  dem  Augenblicke  an,  wo  n/  =  7t  war,  bis  zu  dem  Augen- 
blicke, \vü  i^f=^0  geworden  ist  ,  mit  i'J,  so  ist  der  Integralwerth  der 
Acceleration  für  den  nilmüchen  Zeitraum,  d.  i.  die  durch  den  Inductions- 
stoss  der  Nadel  ertheiltc  Drehungsgeschwindigkeit 

dl  —  IT"  *  nr 

woran«  dorch  Uoltiplication  mit  ~  die  Biongatioiisweite  o 

folglich  •  = 

erhalten  wird,  wo  i  die  Scliwingungsdaut  r  der  Nadel  bezeichnet. 

Ist  t  ;  1 1  +  ö)  das  Verhältniss ,  in  weichem  die  magnetische  Di- 
rectionskraft  durch  die  Eiasticiiai  des  Fadens ,  an  welchem  die  Nadel 
hangt,  vergrössert  wird,  und  T"  die  Stärke  des  horizoolalen  Krdmagno- 
ttSEittS  am  Orte  des  MoUiplicators,  so  ist 


oder 


folglich 


%  =  -    ^  •  «  . 


Bezeichnet  endlidi  wW  den  Widerstand  der  i;anzcn  f:e>clt!(»ss(»nen 
Kette ,  so  ergiebt  sich  fUr  die  Berechnung  des  Coeflicicuten  w  die  Hegel 

was  zu  beweiseo  war. 
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Regel  xur  Berechnung  des  Widerstands  aus  den  naek  der  sweHea 
Methode  Art.  15  auageftUirtea  BeobaektapgeM. 

Wird  der  fest>l  In  ndo  dem  magnntischfn  Meridranf  parallele 
Rincr  Ii  in  sieh  ccvschlos.sen  und  die  in  seinem  Mittelpunkte  hflnijeude 
Nadf  1  m  Schwing  II  Iis:  gesetzt,  so  wird  von  dieser  Nadel  auf  den  Hinc  ß 
cmc  elektromoi  orischc  Kraft  auiigeubl,  welche  auf  folgende  Weise 
bestimmt  werden  kann. 

Bezeichnet  +  TO  das  nordmagnelische  Kluidum ,  welches  nach  der 
idealen  Veilheiluntr  auf  der  Oberflttche  der  Nade!  vrrbreilet  gedacht 
wird,  und  +e  die  Jüitleinune'  in  welrfior  der  Mittelpunkt  dieser  majjTie- 
tischen  Masse  von  dem  Miltelpunkle  des  Hmges  B  liefet;  bezeichnet  fer- 
ner —  m  das  s(tdmagneti5?che  Fluidum ,  welches  nach  der  idealen  Yer- 
theiiung  auf  der  Oberflüche  der  Nadel  verbreitet  gedacht  wird,  und  —  e 
die  Entfernung ,  in  welcher  der  Miltelpunl^t  dieser  magnetischen  Masse 
von  dem  MiUelpookle  des  Ringes  B  liegt;  und  isl  folglich  der  Nadel- 
magnetismus 

SO  wird«  wenn  f  die  Drohungsgeschwindigiceit  dor  Nadel  ist,  für  kleine 
Elongalionsweiten  der  Nadel,  die  elektromotorische  Knill,  welche  die 
Nadel  auf  eine  Umwindnng  des  Ringes  B  ansolit,  deren  Halbmesser 
=  «  ist  nnd  deren  Ebene  in  der  Eatfemung  b  vom  Mittelpunkte  des 
Ringes  B  liegt,  nach  S.  365  durch  folgenden  Ausdruck  bestimmt : 

-     TiTFÄT?«»  1*  +  T  (3  ~  -  *  »  -  H  TiTFÄT-F  ) 

uidem  dort  erstens  —  -|-  ro  und  n  -f-  cy ,  zweitens  ^  —  —  ro 
und  II  =  —  ey  gesetzt  und  die  Summe  beider  Werthe  genommen  wird. 
Die  elektromotorische  Kraft,  welche  die  Nadel  auf  den  ganzen  Ring  aus- 
übt, dessen  innerer  und  Ii us serer  Halbmessei  u  und  o"  nnd  dessen  liöhc 
%b'  ist  und  der  n  ümwindungcn  besitzt,  folgt  hieraus  ~  eE,  wo  e  = 

-  i^ff  ■  (*+^  ^^«^  ^^^^  -^'^^  ^am^) 
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Oder        e  =  ^rM.%m-s4^  {log 

oder  e  =  •  Af/ 

wcun,  wie  oben, 

gesetzt  wird. 

Der  im  Multiplicatorringe  hierdiiich  indiicicrtc  SUom,  dessen  In- 

tensiUit  mit  — yxJ  bezeichnet  werde ,  wo  iJ  die  Intensität  desjenigen 

Stiuiiib  i&t,  welcher  von  der  elekltomolorischen  kialt  •  M  liei  vor- 

r 

gebracht  werden  würde,  llbt  rückwUrts  auf  die  schwingende  Nadel 
wieder  ein  Drehungsniument  aus,  welches  nach  S.  3CS  auf  folgende 
Weise  ausgedruckt  wird : 




Bezeichnet  K  das  TtSgheitemoment  der  Nadel,  so  ergtebt  sich  hier- 
aus eine  RelardaUon  der  Drehongsgeschwindigkeit  f 

  *»»_      M)  i^ 

  r       '     K  ' 

Bezeichnet  man  endlich  mit  den  kleinen  Winkel,  welchen  die  schwin- 
gende Nadel  in  irgend  einem  Augenblicke  mit  dem  magnetischen  Meri- 
diane madit,  also  f  =  -^J^  ,  so  ist  das  Drehungsnioment,  welches  der 
Erdmagnetismus  T  auf  die  Nadel  aasttbt, 

und  dieä  verursacht  eine  Retardation  der  Geschwindigkeit  y 

wozu  noch  deijenige  Theil  der  Retardation  hinzuzufügen  ist,  welcher 
von  der  Ehisticitilt  des  Aufhungungsfadens  berrtthrt,  und  welcher, 
wenn  6  die  daraus  entspringende  Diroctionskraft  der  Nadel  in  Tbeilen 
ihrer  magnetisdien  Direcliondoraft  ausdrackt, 

  dMT  ^ 

—  JT  *P 

ist.  Die  ganze  Retardation  der  Geschwindigkeit  y  ^  beträgt  hier- 
nach 

 cir  -  =  (^  +  ö;     V  +  -y  r  *  iu 

.   AMuadl.  4.  It  8.  <iM.  d.  WimciucIi.  I.  S7  * 


374  WiuiEUi  Wkbiii, 

woraiu 

folgt  ,  WO  e  die  Basis  der  nalürlirhen  Lo^arittmien .  t  die  vod  einem 
Durchgang  der  Nadel  durch  den  Meridiau  gerechnete  Zeit  und 


r(('+«)-?^-(-^)') 

die  SchwinguDgsdauer  der  Nadel  i,  endlich 

1 :  0  jff- 

das  Verhiltiiiss  zweier  auf  einander  folgender  Schwingnngsbogcn  iat. 

Der  natttiüche  Logarithorat  ^eaes  YerhahiiiBaea  oder  daa  logarithmiache 

Decrement  der  Abnahme  der  Scbwingungsbogen  ist  also 

1    ummt 

*  — -E^  . 

Aua  dieaer  Gletcbnng  folgt  zurBeatinunnog  der  lolenaitat  H  dea  von  der 
elddromotoriachen  Kraft  e  =  '"^^  in  dem  geachloaaenen  Binge  B  hes^ 
vorgebrachten  Siroma 

•          Kr  » 

und  hieraus  endlich  zur  Bestimmung  des  Widorgtands  trW  des  Ringes 

Dieser  Ausdruck  von  w  lüsst  sich  in  eine  andere  Foroi  bringen ,  wenn 
man  beachtet,  dass  die  Schwingungsdaucr  der  Nadel 


7t 


r((<+»)^-(-^)') 

and 

war,  woraua 

*  —  (« +  aj  tt 
aich  ergiebt,  und  wenn  man  auaaerdem  beachtet.  Uass,  w 

4^  =  tongtr, 

gesetzt  wird,  nach  bekannter  Methode  aua  magnetomelriachen  Ahlen» 
kungsverauchen  bestimmt  werden  kann.  Dorch  MuIÜph'csalfon  dieser 
beiden  Gleichungen  erbalt  man 


eun 
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und  folglich 
was  za  beweisea  war. 


1^  ~  + 


lang 


IL 


Regelo  zur  Berechauag  des  von  eineiu  Strome  mit  GletUleUe  w- 

ducierten  Strom«. 

Es  ist  ein  Strom  von  der  oonslaDten 
IntoDsittit  f  gegeben,  welcher  bei  «  in  den 
Kreisbogen  fA  eintritt  und  durch  denselben 
bis  m  der  Stelle  h  fortgebt,  von  wo  er  darvh 
den  Balboesser  hc  nach  dem  MiUelponkte  c 
und  von  c  nach  a  zurUcIcgeleifet  wird.  Es 
soll  die  elektromotorische  Kraft  berechnet 
werden,  welche  von  diesem  Strome  auf  ei- 
nen oder  mehrere  ooncentrische  Kreise  dt/ 
ausgettbt  wird,  wahrend  das  bewegUcbe  Stromstttck  h6  einen  Kreis 
om  c  besehreibt,  oder  genauer,  wahrend  das  Ende  h  des  beweglichen 
Stromstttdcs  he  den  Bogen  obz  derchlttoft,  welcher  um  den  beliebig 
kleinen  Zwischeoradm  sa  kleiner  ist,  als  die  ganze  Peripherie.  Es  sind 
hierbei  dreierlei  Arten  von  elektromotorischen  Kräften  zu  unterscheiden, 
nSmlidi  \)  diejenigen  elektromotorischen  Krttfte,  welche  von  den  Ele- 
menten des  beweglichen  Stromstttcks  6c  au^obt  werden;  2)  diejeni- 
gen elektromotorischen  Kräfte,  welche  die  am  Ende  des  Bogens  eib  in 
Folge  des  Fortrttdtens  des  beweglichen  StromstOcks  he  neu  eintretenden 
Stromelemente* ausdben;  3)  diejenigen  elekiromotorischoiKj'afte,  welche 
die  an  der  Gleitstelle  h  von  dem  Bogen  a6  zu  dem  Halbmesser  he,  oder 
von  he  zu  ha  ttbei^heode  Elektridtai  in  Folge  der  Aenderang  ihrer 
Geschwindigkeit,  welche  sie  daselbst  erieidet,  ausübt. 

Was  die  erste  Art  von  elektromotorischen  Kräften  faetrifil.  so 
wird  nach  Art.  30  S.  367  der  ersten  Abhandlung  Uber  eldctrodyna- 
mische  Uaassbesthnmungen  die  elektromotorische  Kraft  eines  Ele- 
ments a  des  bew^lidien  SlromslOcks  he  auf  ein  Element  a  des  indu- 
derten  Leiters  ifef  durch  folgenden  Ansdnu^k  bestimmt : 

—       »  ^siu  ö  sin  II  cos  &  —  \,  cos  Ü  cos  i^^  .  av  cos  (L 
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Die  a.  a.  0.  gegebene  Brldamng  der  BuchiilabeD  erhellt  ans  der  An* 
Wendung  aof  den  yorliegenden  Fall  von  salfaet.  Es  sei  nümlieh  C  der 
Mittelpunkt  des  Kreisbogens  A'A^  dnrcb  welchen  der  indncierende 
Strom  i  von  A'  nach  A  gebt,  und  der  bew^liche  Badins  CA  =  R  bilde 

das  bewegliche  Stromstflck.  durch 
welches  derselbe  SlrcMu  t  von  A  nach 
€  gebt.  Das  indncierende  Element 
a  liege  in  diesem  Radius  in  der  Etir 
femung  ^  vom  Mittelpunkte  C.  Dbs 
induderte  Element »  sei  ein  Element 
£  eines  concenirischen  Kreises,  dessen 
Halbmesser  =r  JT  ist,  nnd  der  be- 
wegliehe Radius  CA  bilde  mit  dem 
durch  a  gelegteu  Badtus  den  Winkel 
(pT=:=ACa.  r  i^t  von  «  nach  a  ge- 
zogene Gerudo.  uüE  wrlrlirr  die  Hich- 
luni?  (los  Stroms  m  «,  iiJUhIk  h  den 
Winkel  H  fiC  —  O  macht.  Ks  leiichtel 
nun  ferner  ein,  weil  die  Induclion 
bloss  von  der  relativen  Bewogung  der 
beiden  KleirxMile  n  und  «'  gegen  einander  abhilngt ,  dass  statt  <ler  Dre- 
hung von  <t  Hill  den  I\litte!{mnkl  C,  wobei  «'  unvenückt  bliebe,  eine  im 
Bngonwerthe  gleiche,  der  Richtung  nach  enlgegengosrlzt«]:  nrehniig  von 
«'  um  denselben  lV?i(((  I[)iiiikl  T  f^eselzt  werden  kann,  wobei  <i  iinveri  uckl 
bleibt.  Man  setze  ;ils(>  hiernach,  dii.ss  das  Kleiiienl  «'  nach  der  Richtung 
iler  nrpaliM  M  langenle  nB"  mit  der  (lest  liw  indiukeit  v  hcwost  werde. 
Diese  Richtung  bildet  mit  der  verlUngerlen  r,  d.  i.  mit  dD  den  Winkel 
Dnff^  tj .  Da  fenier«'  selbst  ein  Element  des  Kreises  ist,  dessen  Rich- 
tiinp;  mit  der  positiven  Kreistangenie  «'/?  zusammenfallt,  so  ist  der  Win- 
kel, den  seine  Richtung  mit  der  verlängerten  r  macht ,  0'  =~.  tj  ■\-  :t .  Der 
Winkel  «  der  beiden  Ebenen  endlich,  welche  durch  r  parallel  der  Strom- 
richtung  in  n  und  parallel  der  Richtung,  in  welcher  a  verschoben  wird, 
gelegt  werden .  ist  h  -=i  0 ,  wenn  0  und  if  entweder  beide  kleiner  oder 
beitle  grösser  als  -t  sind,  oder  »  =  jj ,  wenn  der  eine  von  den  beiden 
Winkeln  0.  kleiiu  i .  der  andere  grosser  als  n  ist.  Setzt  man  daher  für 
H  oder  sobald  sie  grösser  als  t  sind,  ihre  Erg^zungswinkel 
zu  tn.  so  wird  immer  cos  h  zs^^^  1.    Man  ediall  hiernach  fbr  obi- 
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gen  Ausdruck 

+  ~-  i  (siü  e  8in0  —    cos  0  COB  df^  .  w  cos  ^, 

worin  der  Werfli  von  $  immer  kleiner,  der  von  o'  grösser  als   ifil,  ferner : 

rr  =  R  H  -j-  (j^  —  2ir^  cos  (p 
r  sin  6  =  R  sia  ip 
r  cos  0  ~  Q  —  R  cos  ff) 
r  sin  0'  —  Q  cos  q>  —  R 
r  cos  ö'  =  —  (>  sin  . 

Setzt  man  ausserdem  «  =  —  d^  und  »  =  A'd^,  so  erhalt  man  folgen- 
den Ausdruck : 

+  4  «<  .  jrsin  ^'dfp  .     —  ij-  (ir-  (>  cos  <p))  ^  . 

Setzt  man  hierin  rr  —  RR  +    —  i.R^  cos  9»  so  ündcl  man 

/(^  -       (ir-  ^cos^))  -p-  +  Consl. 

Es  ist  daher  die  Summe  der  i  lektroniütorischen  KrHfte ,  welche  sämmt- 
liclie  Elemente  des  beweglichen  StromslUcks  vf>n  (j^H  bis  zu  q  =  0 
auf  das  indncierte  Element  a  ausüben,  wenn  RR  -i-  RR  —  %RR  cos  tp 
==  f  f'  geseUt  wird, 

endlich  die  Summe  der  elektrömoloriscben  Krttfte  ftar  alle  indncierlen 
Elemente  des  tCreises  düf,  d.  h.  Air  alle  Elemente  von  q^=r:Q  bis  9=:2ik: 

+  4  «w  .  JTJlß  •  J^»^  • 

Das  Proiluct  dieses  Ausdrucks  in  die  Zeil  /  ist  der  InJej^Talwcrtli  der 
Summe  der  elektromotorischen  Kräfte  Itir  die  Zeil  oder  luj  den  vorn 
Inducenten  in  dieser  Zeit  durchlaufenen  Weg  vt.  Setzt  man  folglich 
vi  -—  inrtR',  d.h.  gleich  der  h  fachen  Länge  der  Kreisbahn ,  so  erliidt 
man  den  Inlcgrahverth  der  elektromotorischen  Kraft  fUr  11  Umdrehungen 
des  inducenten: 


Besieht  der  inducierfe  Leiter  niehl  bloss  ans  einer,  sondern  aus  tn  Llm- 
windungen,  deren  Halbmesser  nichl  merklich  verschieden  sind,  so  erhäll 
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man  die  Sumaie  der  elektromotorischen  Krtlfle,  welche  doroh  n  Umdre- 
hnngea  des  IndiicaftteD  auf  alle  mUmwindungeii  des  indocieneo  Leiters 
aoBgeObt  werden : 


worin  rV^  IfRBR-'  %RR  cos  9>  su  setzen  wL  Setzt  man  A  =  iUT, 
wo  Jk  <  4  ist,  so  erhält  man 


sin  9>'d9  «  j  j  ,  J[»_        Icilt        ,    SIS         fc*         ,  } 

(i  +  tt}ijr«         •    (1+*»)*  ■•"er  (!  +  *»)•■      *  i 


Setzt  man  hierin  wieder  fbr  ib  seinen  Werth  ^  und 

'Hl  =  w+ir*)*  r        Ät+w  j  +  «4  V  «i  +  jr>f7  +  •  i 

so  eriitttt  man  Air  die  gesuchte  elektromotorische  Kraft  den  Ausdruck 

was  zu  beweisen  war. 

Was  die  zweite  Arl  von  elektromotorischen  Kräften  betrifft ,  SD 
wird  nach  Art.  30,  S.  367  der  ersten  Abhandlung  Uber  elektrodyna- 
mische Maassbestiomiungen  die  elektromotorische  Kraft,  welche  ein 
Element  des  unbeweglichen  Stromstttcks  «,  in  welchem  die  Stromstärke 
im  ZiMtolemente  d(  um  dt  wachst,  auf  ein  induciertes  Element  a  aus- 
tlbt,  dorch  folgenden  Ausdrock  bestimmt : 

—  I    7'  (IC0SÖC08(?'--^- 

Bs  sind  nnn  a  und  a  Elemente  zweier  Kreisbogen  A'a  und  Ba,  welche 
einen  gemeinschaftlichen  Mittelpunkt  C  und  die  Halbmesser  R  und  R 
haben.  A'a  ist  das  unbewegliche,  aC  das  bewegliche  Stttck  des  mdn- 
cierenden  Stroms;  der  Winkel  nCu^gt  ist  der  Winkel,  welchen  das 
bewegliche  Stromstuck  mit  dem  Halbmesser  des  inducierten  Elements  a 
bildet;  a  ist  das  in  die  Stromkette  neu  eintretende  Leiterelement,  wäh- 
rend das  Ende  des  beweglichen  Stromstttcks  um  Jtd^= o  fortschreüet. 
Die  Stromrichtung  aA  im  Elemente  o  macht  mit  der  Richtung  «»'  =  r 
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den  Winkel  D'uA  +  rr  —  0;  die  Hichliing  a'B  des  inducierten  Elemonts 
q'  macht  mit  der  Richtung  der  verlängerten  r,  d.  h.  mit  a'D  den  Winkel 
aa'B  ^  jf  =  Fällt  man  von  a  anf  Ca  das  Perpendikel  ctE,  und 
von  a  auf  die  verlSiiigerte  Ca  das  Perpendikel  a'F,  so  ist  au'F  =  D^aA 
=    ^  »  und  a'uE  =  oa'B  =  6' —  nr;  folgUch  die  Perpendikel 

«F  =  JTsin  9  =  r  OOS  o»F  =  —  r  co» 
aff=3iträi9=£r€0S  «     ^  —  r  co«  6*. 

Hiennfl  ergiebt  sicii 


a  coe  9  cos  0*2^ 


juur 


tin  y'd^» 


Setzt  man  diesen  Werth  in  deu  obigen  Ausdruck  der  elekUomotoriscben 
Kraft,  80  erhalt  man  dafür : 


juur 


df 
dl 


Setzt  man  —  |  .  wo  t  die  Zeit  bezeichnet,  in  welcher  die  Strom- 
stärke im  inducierenden  Elemente  a  —  Rdfp  von  0  hk  i  wächst;  so  ist 
die  elektromotorische  Kraft  des  mit  der  Stromstärke  t  neu  eintrOtODden 
Stronoelemenls  a  das  Prodoct  dieses  Aasdmcks  in  die  2eiti: 


a 


sin  ifi^d^ 


f  Digitized 


sgo 


WiiaBUi  WuBii, 


und  dif'  Summe  der  eleklromotorischeu  Kr;ino  für  alle  wahrend  piner 
rnulroliuQg  des  bevv^lichen  Stromstücks  neu  eiutreleuüea  Strom- 
elemeule : 


Bin  f^dy   

0 


n    .      h  J.  (  ..Vi    III  /       '^"^  ■     V  J_  \ 

gesetzt  wird.  Diese  Sanmie  ist  Air  alle  iododerlen  EiemeDte  desselben 
Kreises,  zq  welchem  «gehört,  ihrer  Lange  proportional.  Bildet  also 
der  inducierte  Leiter  tu  Umwindungen ,  deren  Halbmesser  nahe  =  iT 
sind,  deren  LUnge  folglich  =  'imnR  ist,  so  erhalt  man,  wenn  man  diese 
Länge  für  a  in  den  obigen  Ausdruck  setzt,  die  Summe  der  eleklromo- 
torischeu Kräfte ,  welche  von  allea  während  einer  Umdrehung  des  be- 
weglichen Stromstucks  neu  eintretenden  Stromelementen  auf  den  gan- 
zen inducierlen  Leiter  ausgeübt  werden,  oder,  wenn  man  noch  mit 
n  multipliciert ,  dieselbe  Summe  für  n  Umdrehungen  des  beweglichen 
Slromstlicks ,  vorausgesetzt,  dass  die  \\  ükung  des  plötzlichen  Ver- 
ßchwindcii^  aller  eingetretenen  Stromeiemente  am  Ende  jeder  Umdre- 
huDf:  (I  ndi  Lösung  der  inducierten  Keüe  in- diesem  Augenblicke  aufge- 
hoben werde.   Die  ^suchte  elektromotorische  Kraft  ist  also 

st  •  flinjuiJ^  , 

was  za  beweisen  war. 

Bs  bleibt  also  nur  noch  die  dritte  Art  von  elektromotorisclien 
KrSften  zu  belrachlen  llbrig,  nämlich  diejenigen,  welche  die  aa  dar 
dttlstelle  yon  dem  nnbeweg^chen  zum  bewegllehoi  SlromstOck  td>er' 
gehende  Elektridtltt  in  Fiolge  der  Aenderung  ihrer  GescfawiadigtBeit, 
welche  sie  bei  diesem  Uebei^nge  erieidet,  ansubt.  Alle  hisnss  sieb 
eigebenden  Elementarwirkungen  sind  aber,  wie  Art«  39  bewiesea  wor- 
den ist,  den  aus  der  zweiten  Art  der  elektromotorischen  KrKAe  sieli 
ei^et^nden  gleich ;  folglich  findet  diese  Gleichheit  auch  fllr  die  Somsip 
^tatt,  far  die  also  gleichfalls  der  soeben  gefundene  Ausdruck  güllig  ist» 
Die  ganze  ciektromolorisehe  Krafl  ftir  die  Daner  von  n  UmdrrilBil- 
gen  des  Inducenten  ist  die  Summe  der  drei  gefundenen  Ausdrücke,  vop 
denen  ^  erste  den  beiden  letzten  enli;ei;engeaetzl  gleich  iii,  uiidirt 
a\ao  i't'^^'^V'  —  ai  .  mnn.iJL 
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Bezeichnet  man  endlich  mit  T  die  Dauer  von  n  Umdrehungen  des 
Indue^ten  und  mit  w  den  Widersland  des  IndaderteD  Leitars,  so  eihttlt 
man  zur  Berechnung  der  Starke  t  des  induderten  Stroms,  im  Vergleich 
mit  der  Sittrke  t  des  indncierenden  Stroms,  welcher  eine  Gleilstelle  hat, 
folgende  Gleichung : 


wo  das  nesalivR  Vorzeichen  des  zweiten  Gliedes  bedeutet ,  dass  die 
Richtung  des  inducierlen  Stroms  der  Richtung  des  indncirrcnden  ent^ 
gegengesetzt  ist,  vorausgesetzt,  dass  durch  die  Drehung  des  Inducenlen 
dem  uobcweglichen  Strömst iirkp  immor  neue  Elemente  zugefügt  wer- 
den. Bei  umgekehrter  Drehuug  des  luducenten  dagegen,  durch  welche 
dem  unbeweglichen  Stromstucke  Elemente  entzogen  wurden ,  wflrde. 
wie  von  selbst  einleuchtet ,  das  zweite  Glied  der  Gleichung  den  ent^ 
gegengese^n  Werth  erhalten. 
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1.  Ueber  die  Differenz  zwischen  Baily*s  und  meiner  Bestimmung  der 

mittleren  Dichtigkeit  der  Erde. 

Vor  dem  Bekanntwerden  der  von  Baily  {Experiments  with  the  torsim 
rod  for  determining  the  mean  density  of  the  Barth.  London  1843.  4.)  und 
von  mir  (Versuche  Uber  die  mittlere  Dichtigkeit  der  Erde  mittelst  der 
Drehwaage.  Freiber^  1838.  8.)  angestellten  Beobachtungen  kannte  man 
nur  zwei  Bestimmungen  der  mittleren  Dichtigkeit  der  Erde ,  die  einiger 
Maassen  auf  Zuverlässigkeit  Anspruch  machen  konnten :  die  von  Maske- 
lyne  und  Hutton,  welche  4,71,  und  die  von  Cavendish,  welche  5,48  als 
Resultat  gab.  Die  grosse  Verschiedenheit  dieser  beiden  Bestimmungen 
veranlasste  mich ,  eine  Wiederholung  der  Versuche  von  Cavendish  zu 
unternehmen.  Zu  gleicher  Zeit  wurde  eine  solche  Wiederholung  von 
der  Royal  Astronomical  Society  beschlossen,  und  die  Ausführung  dem 
verstorbenen  Baily  llbertragen.    Waren  diese  Versuche  in  England 
etwas  früher  unternommen  worden,  ja  hätte  ich  nur  davon  früher  Kennt- 
niss  gehabt,  mit  welchen  Hilfsmitteln ,  materiellen  sowohl  als  geistigen, 
man  dort  den  Gegenstand  zu  bearbeiten  gedenke,  so  ist  keinem  Zweifel 
unterworfen,  dass  ich  meine  Versuche  nicht  unternommen  haben  würde ; 
—  da  ich  jedoch  erst  von  den  englischen  Versuchen  hörte,  als  die  mei- 
nigen fast  beendigt  und  die  vielen  Schwierigkeilen  überwunden  waren, 
die  sich  mir  bei  meinen  geringen  Hulfsmitteln  anfänglich  entgegenstell- 
ten, —  so  wird  es  einer  Entschuldigung  nicht  bedürfen,  dass  ich  meine 
Resultate  veröffentlichte,  wenn  ich  auch  voraussehen  musste,  dass  sie 
durch  die  in  London  zu  erhaltenden  ihren  Werth  grossentheils  wieder 
verlieren  würden. 

Ich  fand  die  mittlere  Dichtigkeit  der  Erde  5,44;  Baily  fand  sie  5,66. 

Somit  besieht  wieder  eine,  wenn  auch  weit  kleinere ,  als  die  frü- 
here, doch  nicht  unbeträchtliche  Differenz  in  der  Bestimmung  dieser 
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Gr<t8se,  und  es  ddrfte  nicht  unnOthie;  sein,  alles  anfzusuchen,  vtm  viel- 
leicht als  Ursache  davon  angesehen  werden  kann. 

Es  kann  mir  nicht  beifallen  zu  leugnen,  dass  die  Versuche  von 
Baily  einen  weit  grosseren  Werth  haben,  als  die  memtgen.  Wiihrend 
jene  21 53  Beobachtungen  nmfiissen,  ans  denen  1 652  einzdne  Resultate 
abgeleitet  wurden,  be^ben  .die  meinigen  nur  ans  57  BeobacbtnngNi, 
ans  denen  auf  ahnliche  Weise,  wie  wir  nachher  sehen  werden,  30  Re- 
sultate herzaleitea  sind;  —  wAhrend  BäUy  die  AnfhAngefSden  mehr- 
fiicb  wechselte,  und  bald  eiserne,  bald  Icapfeme,  bald  seidene  F^den 
einfiich  und  bifilar  anwendete,  —  femer  ds&  verschiedene  Anne  ge- 
brauchte, und  die  Anziehung  von  7  verschiedenen  Kugeln,  sowie  auch 
des  schweren  kupfemen  Annes  allein  beobachtete  —  habe  ich  nur  den- 
selben Kttpferdrabt,  denselben  Arm  und  einerlei  Kugeln  angewendet. 

Indessen  ist  doch  nicht  zu  vericmnen ,  dass  die  Uebereinstimmong 
unter  meinen  Versncbeii  zu  gross  ist,  um  das  von  dem  Baily'scheB  ab- 
weichende Resultat  lediglich  aus  ihrer  zu  geriogen  AnsaU  zn  eddiran, 
wie  denn  der  wahrscheinliche  Fehler ,  mit  welchem  meine  HitlelzaU 
behaftet  ist.  nur  0,02  betragt.  Baily  sagt  S.  98 :  «Zur Zeit  bin  ich  nicht 
im  Stande  die  Quelle  der  Verschiedenheit  anzugeben,  ausser  dass  sie 
etwa  in  irgend  einer  Eignnlhümlichkcit  des  Aul  liaugedrahtes  zu  suchen 
ist,  indem  es  ofTcubur  uus  einigen  Experimenten  gegenwärtigen  Werkes 
sich  zu  ergeben  scheint,  dass  geringe  Unterschiede  zufallig  entstehen, 
nicht  aHein  aus  diesem  Grunde,  sondern  auch  aus  der  Art  der  Aufhän- 
gung, wie  sich  aus  der  Classification  in  Tab.  III  ergiebt.» 

Hier  zeigen  sich  allerdings  solche  Differenzen,  und  es  ist  besonders 
das  mittlere  Resnitnt  aus  den  rmi  cinfacheui  Kupterdrabl  von  0,021  OZoll 
Durchmesser  erhaltenen  Bestimmungen  nur  5.548.  algo  bedeutend 
niedriger,  als  das  Ilauptmittel ;  —  f};t_M  i-i  ii  sind  S.  63  Versuche  be- 
sprochen, die  mit  den  zweizolligen  Hleiivugein  und  der  Aufhängung  an 
bifilaren  Seidenftiden  in  zwei  verschiedenen  Distanzen,  an  einfachem 
Knpferdrahf  und  an  bililareü  Kupfer-  und  Eisendrahten  angestellt  wur- 
den, und  die  samnitiicb  sehr  gut  mit  einander  Ubereinstimmen,  weshalb 
ich  nicht  glauben  kann,  dass  die  Aufhangungsart  die  Ursache  der  Irag- 
licheu  Differenz  sei. 

Ich  bin  genothigt,  den  S.  38  von  Baily  ausgesprochenen  Verdacht 
znrttckzuweisai,  als  hatte  ich  dadurch  eine  bessere  Uebereinstimmmig 
unter  meinen  Resultaten  herlieigeftibrt,  dass  ich  einzelne  Bestimmnqgeii 
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wogen  zu  grosser  Abweichung  unterdrückt  hdho.  Es  isi  du  ser  Verdacht 
aus  der  S.  64  meiner  Schrift  enthaltenen  Hemorkung  über  einige  Mala 
beobachtete  grossere  Anomalien  «esrhfipO  worden.  Schon  a.  a.  (K  isl 
gesagt,  wie  diese  sich  von  den  mit  dt n  \ Ci  sni  Im  n  sonst  verbundenen 
Unregelmllssigkeilen  leicht  unterscheiden  lir^vrii  umi  deshalb  zwar  den 
Versuch  störten,  aber  7,u  einem  fehlerhaflen  Versucii  f^ar  keine  Veran- 
lassung gaben.  Wenn  ich  nehmhch  in  diesen  Fällen  die  mit  dem  Auf- 
hUugepunkte  verbundene  endliche  Schraube  drehte,  um  den  Ann  ins 
Schwingen  zu  versetzen,  so  beobachtete  ich,  dass  derselbe,  anstatt  wie 
gewöhnlich  regelmässig  7a\  Rchvvingen ,  entweder  nur  eine  ganz  kleine 
Bewegung  machte,  und  deuliicb  durch  ein  Hinderniss  festgeballea  wurde, 
oder  während  Beiner  Bewegung  plötzlich ,  und  ohne  vorher  allmähg  zur 
Ruhe  gekommen  zu  sein .  in  die  entgegengesetzte  Richtung  Obergieng. 
woran«;  nothwen<iig  auf  ein  Anstossen  gefolgert  werden  musste.  In  die- 
sen Fallen,  die  aich  wttlirend  der  vom  lOten  Juni  bis  30ten  Juli  ange« 
stellten  Huuptversacbe  zwei  Mal  ereigneten,  war  an  die  Anstellung  einer 
Beobachtung  nicht  zu  denken,  und  sie  konnten  daher  auch  zu  Uerlei- 
tung  einer,  wenn  aoch  sehr  abweichenden  Bestiounnng  gar  keine  Vef^ 
anlasBong  geben.  Ueber  die  Ureache  dieser  Störungen  habe  ich  a.  a.  O. 
eine  Vermulhnng  ausgesprochen;  nach  spilteren  Er&hrungen  scheint 
es  mir  wabrsdieinlfeher,  dass  ein  Anfhungedraht  der  Kugeln,  der  oben 
und  unten  zu  einem  Oebr  zusammengedreht  war,  sich  etwas  aufgedreht^ 
und  an  das  Gelitluse  angestossen  hat. 

Ein,  wenn  auch  gerioger,  "Hieil  der  Differenz  d^  Haupimittel  er- 
giebt  sieb  aus  der  Art  der  Ableitung  des  Besoltates  aus  den  gemachten 
Beobachtungen.  Es  ist  in  dieser  Hinsicht  von  Baily  ein  anderes  Vei^ 
fidiren  als  von  mir  in  Anwendung  gebracht.  Wenn  nemlich  in  einer 
Reibe  von  unmittelbar  aufeinander  folgenden  Beobachtungen  <fie  Ruhe- 
lage des  Armes  bei  abwechselnd  verschiedenen  Lagen  der  Massen  be- 
stinunt  worden  war,  so  zog  ich  das  Resultat  aus  dem  Mittel  der  beob- 
achteten Annstellungen  bei  der  einen  und  dem  Mittel  der  gefundenen 
Stellungen  bei  der  andern  Lage  der  Masse.  Baily  dagegen,  der  S.  97 
auf  diese  Verschiedenheit  der  Berechnungsart  aufmerksam  macht,  zog 
jedes  Blal  ein  Resultat  ans  der  Vergleicbung  der  Isten  und  3len  Ruhe- 
läge  mit  der  Sten,  der  Sten  und  4ten  mit  der  3ten  u.  s.  f.  Es  ergiebt 
sich  aber  ans  der  Natur  der  Sache,  dass  das  letztere  Verehren  das  rieh« 
tigere  isl.  Es  sollten  eigentlich  die  Ruhelagen  des  Armes  bei  der  tsten. 
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3ton,  5ten  u  s.  \v.,  und  ebenso  bei  der  älen,  itcn,  6ten  ii.  s.  w.  Rcoh- 
achtung  dieselben  sein;  sie  Nverdea  <iber  nicht  i^deich  trf^fmid'  u  il  die 
Lage  des  Armes  diircli  gerinyc  Slorungen  verändert  wird,  und  hierin 
hegt  überhaupt  die  Ilauptur^atiu; ,  weshalb  nichl  alle  Hesultalc  gleich 
sind.  ni(\sc  ;\*  iid-  i  ungen  erfolgen  aber  in  d«>r  Hegel  wiihrend  der  Dauer 
einer  HeobaehUuigsreihe  stetig  nach  ein  und  derselben  Seite  hin,  und 
sind  annähernd  der  Zeit  ])r()porlional.  Wiiron  sie  es  genau,  so  enisprüche 
das  Mittel  aus  der  Isten  und  lilvu  Beobachtung  auch  genau  der  Zeil,  ia 
welcher  die  2le  Beobachtung  augestcllt  wurde,  uad  man  muss  die  Be- 
obacbtungen  also  auch  so  combinirea.  Diese  verschiedene  Berech.- 
nungsart  ist  besonders  von  Einfluss,  wcno  eine  gerade  Anzahl  von  Be- 
obachtungen angestellt  wurde,  denn  hat  man  davon  z.  B.  4  gemacht» 
80  ist  es  feiderhafl.  wie  ich  gethan  habe,  das  Mittel  aus  der  Isten  und 
3t6n  mit  dem  >b'ttel  aus  der  2ten  und  4(en  zu  vergleichen;  richtiger 
dagegen  nac  h  Baily  ein  Resultat  aus  der  Vergleichung  der  Isten  und 
3ten  Beobachtung  mit  der  2ten,  und  ein  anderes  aus  der  Vei^leichung 
der  2ten  und  4len  Beobachtung  mit  der  3ten  abzuleiten.  Deshalb  habe 
ich  meine  Beobachtungen  demgemttss  umgerechnet,  wodurch  folgende 
Werthe  erhalten  %verden. 

Es  bezeichnet  dabei 
N  die  Schwingungszeit  des  Armes, 
corrigirt  wegen  der  Einwirkung  der  Masse  und  wegen  des  Uhrfehlers; 
B  die  Ablenkung  des  Annes  durch  die  Anziehung  der  Masse 

nach  beobachteten  Skalentheilen ; 
E  die  Entfernung  des  Mittelpunktes  der  Masse  von  dem  Mitleid 
punkte  der  Kugel. 

Wegen  der  Berechnung  verweise  ich  auf  meine  Abhandlung. 
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Mittel  5,4848 


'Wabncbflialicltor  Fehler  0,08« 


Mit  Berücksichtigung  der  Centrifugalkraft  erhält  man  daher  als  mittleres 
Resultat  fUr  die  mittlere  Dichtigkeit  der  Erde 

5,i9. 

Der  Unterscliied  von  der  früheren  Berechnung  zeigt  sich  besonders  bei 
den  letzten  BeoiwchtuDgsreihen  mit  westlich -positivem  Stand  der  Masse. 
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und  dem  aufmerksamen  Leser  wird  aus  den  Zahlen  selbst  einleuchten, 
dass  die  jetzige  Berechnungsart  die  richtigere  ist. 

Sollte  Jemandem  auffallen,  dat>s  auch  in  den  Fallen,  in  welchen 
nur  3  Beobachtungen  angestellt  wurden,  das  hier  gezogene  Resultat  von 
dem  früheren  etwas  abweicht,  so  will  ich  nur  dai-auf  hindeuten ,  dass 
das  seinen  Grund  in  einer  etwas  abgeänderten  Herleitung  der  mittleren 
Schwingungszeit  (A')  aus  den  einzelnen  Bestimmungen  hat,  flbrigens  sei- 
ner Geringfügigkeit  wegen  unerheblich  ist. 

Eine  Weglassung  der  beiden  wegen  Unvollständigkeit  und  wegen 
mangelhafter  Zeitbestimmung  unbefriedigenden  Beobachtungsreihea  än- 
dert das  abzuleitende  Mittel  so  gut  wie  gar  nicht. 

Andere  Ursachen,  die  auf  die  Verschiedenheit  des  Resultates  von 
Einfluss  gewesen  wUrcn,  habe  ich  nicht  aufzufinden  vermögt.  Baily  hat 
die  grössle  Sorgfalt  angewendet,  jede  schnelle  Tempera turänderung  zu 
verhindern,  und  hat  zugleich  die  Temperatur  beobachtet.  Die  Grösse 
derselben  hat  einen  Einfluss  nicht  gezeigt,  und  die  mehrfachen  Umhül- 
lungen des  Apparates  haben  nicht  zu  verhindern  vermögt,  dass  einige 
Male  Anomalien  vorgekommen  sind,  und  so  abweichende  Resultate  er- 
halten wurden,  wie  sie  bei  mir  nicht  vorkommen.  Es  ist  zwar  wahr- 
scheinlich, dass  der  abgeschlossene  feuchte  Kellerraum,  in  welchem  ich 
beobachtete,  günstig  gewesen  sei,  und  die  Entstehung  schädlicher  Luft- 
strömungen verhindert  habe;  indessen  ist  doch  auch  nicht  zu  bezwei- 
feln, dass  wenn  ich  so  viele  Beobachtungen  gemacht,  und  dabei  auch 
so  leichte  Kugeln  angewendet  hUltc,  wie  Baily,  gewiss  auch  einzelne 
mehr  von  dem  Mittel  abweichende  Resultate  vorgekommen  sein  würden. 

Die  Messung  der  Entfernung  der  Massen  geschah  von  Baily  weit 
vollkommner  als  bei  mir ;  indessen  bürgen  doch  auch  bei  mir  die  Uebcr- 
einstimmungen  in  wiederholten  Messungen  dafür,  dass  keine  Unsicher- 
heit von  Belang  in  dieser  Hinsicht  zurückblieb. 

Das  Trägheitsmoment  der  Kugeln  wurde  von  Baily  (S.  1 08)  genauer 
berechnet,  wahrend  ich  ihre  Masse  im  Mittelpunkte  vereinigt  angenom- 
men habe ;  indessen  wtirde  diese  Verbesserung  mein  eben  gefundenes 
Mittel  nur  um  0,002  vermindern. 

Der  Halbmesser  der  Erde  wird  nach  den  Airy'schen  Formeln  (S.  HO) 
mit  Berücksichtigung  der  Centrifugalkraft  anders  berechnet,  es  fblgt  da- 
raus ftlr  meinen  Fall,  dass  das  Resultat  um  das  0,00031  fache  zu  vermeh- 
ren ist,  anstatt  dass  ich  nach  S.  CG  das  0,001 37fache  berechnet  habe. 
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Die  von  Baily  fS.  413)  angewendete  Reductioa  dcM  Gow  cliic  auf 
den  laftleeren  Raum  dürfte  unnchii^  sein,  da  nicht  bloss  das  Gewicht 
der  von  dem  Körper  verdrängten  Lutlmasse  seinem  Gewichte  zuzurech- 
nen, soudcrü  auch  das  Gewicht  der  von  den  Gewich[scinheiten ,  mit 
denen  gewogen  wurde,  verdrängten  Luflmasse  abzuziehen  ist;  doch 
auch  diese  Correction  ist  ohne  wesentUchen  Einfluss. 

Dagegen  ist  auf  einen  Umstand  aufmerksam  zu  machen,  der  aller- 
dings dafilr  za  sprecben  schemt,  dass  das  von  Baily  gefundene  Mittel 
etwBB  zu  gross  sei.  Nimmt  man  nemlich  aus  Tab.  V  (pag.  CCXLV)  das 
arithmetiache  Mittel  aus  den  Resultaten  for  jede  Art  von  Kugeln  in  der 
dort  aDgenoauDeDen  Ordnung  von  den  schwerslai  anfiingend,  so  erhalt 
man  ftlr  die 

SVigaCdligenBleamgeln  5,595 

2      -  -   5,634 

SV»  -      (hoUen)  Enpfericugefai  5,6Sa 

H/9  -     natmlmgehi  5,5«7 

S      ■>     Zmkkqgeln  5,666 

S      -      GbBiaieeln  6,768 

8      -     ElfenbeSokngeln. . . .  6,775 

den  Impferoen  Ann  allein  6,081 

Eine  geäanere  Bereohnong  der  Blitteliahlen  mit  BerttdcBichtigQng 
des  Werlbea  der  einzelnen  Beihen  würde  keine  weBentUdie  Aendemng 

Man  erbiH  also  ein  nm  so  grosseres  Besnltat,  je  leiehter  die  ange- 
wendeten Kugeln  waren.  flinsichlliGli  des  kupfernen  Annes  hat  Baily 
(S.  81)  selbst  hervorgehoben,  dass  er  ein  za  grosses  Besnltat  giebt,  nnd 
man  die  Versodie  damit  mit  den  Uebrigen  in  gnten  Binklang  setzen 
wurde,  wenn  man  die  Anziehung  der  Masse  auf  den  kupfernen  Ann  um 
Vao  vermindt^rn  wollte. 

Ist  es  nun  nicht  vieileiclit  anzunehmen  erlaubt,  dass  überhaupt  die 
Anziehung  der  Masse  auf  dcu  Ann ,  oder  auch  wuhi  das  Trägheitsmo- 
ment des  letztern,  etwas  unrichtig  geschätzt  wurde ,  was  um  so  weni- 
ger von  schädlichem  Einflüsse  wird,  je  schwerer  die  Kugeln  sind,  so 
dass  die  Resultate  mit  den  schwersten  Kugeln  sich  der  Wahrheit  am 
meisten  nahem,  jedoch  immer  noch  zu  gross  sein  wurden? 
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2.  Neue  Aotstellun^  der  OrebwMge. 


Meine  Versuche  Uber  die  mittlere  Dichtigkeit  der  Erde  waren  in 
einein  Nvtjhlvcrschlossenen  Kellermume  ani^esleUt;  die  Holztheile  des 
Apparates  fingen  nacli  Beendigung  der  besLliuebenen  Versuche  an,  in 
FiUilniss  üherzugelien ;  ich  stellte  daher,  um  ihn  aul/ubcw  ;ihreu ,  den 
zum  Theil  neu  hergcslellti  n  Apparat  im  zweiten  Stockwerke  auf.  ohne 
zu  lioden,  dort  weitei-e  Versuche  anstellen  zu  können  ,  indem  ahnliche 
Vorsiciitsmanssregeln,  wie  sie  Baily  gegen  TerapcraturverUnderungeo 
und  Lunstr{)mun!^en  getrolTen  halte,  anzubringen,  mir  nicht  gestattet 
war.  Der  Erfolg  hat  jedoch  gezeigt,  dass  der  Apparat  auch  ohne  diese 
ängsth'che  Vorsorge  zu  Vermeidung  des  Einflusses  iuis.serer  Tenaperatur- 
veranderuogen  recht  gute  Resultate  zu  geben  im  Stande  ist. 

Die  Drehwaage  wurde  an  einem  sehr  starken,  nahe  an  der  Decke 
des  Zimmers  mittelst  zweier  durchgehenden  dicken  eisernen  Bolzen  und 
einer  eisernen  Stossplatte  an  einer  massiven  Mauer  befestigteo  eisernen 
Arm  durch  ihren  Draht  aufgehän^.  Der  Draht  war  ein  versilberlar 
Kupferdraht  von  0,5°"'  Durchmesser,  und  2270""  Lftoge.  Mit  ihr  ausser 
aller  Verbindung  stand  das  sie  umgebende  Gebttase  ans  Fichtenholz; 
nur  oben  am  Aufhängepunkte  ist  der  Zwiscbenraum  zwischen  der  dorcb 
eine  unendliche  Schraube  drehbaren  Axe  und  dem  GehAuse  zu  Abwen- 
dung des  Luftzuges  mit  einem  mit  Baumwolle  gefütterten  Beule!  ausge- 
füllt. Die  Isolirung  der  so  leicht  beweglichen  Drehwaage  von  dem  sie 
umschliessenden  Gebünse  ist  voUkoDuaen  genug,  um  absicbtlicb  auf 
letzteres  ausgeable  Erschtttteningen  dnrcbaos  obne  Einfluas  auf  den 
Ann  zu  lassen.  Nur  bei  heftigem  Winde  wird  die  den  eisernen  Arm 
tragende  Hauer  so  erschüttert»  dass  man  eine  geringe  Endtterang  des 
Apparates  bemerken  kann. 

Bei  meiner  ganzen  Anfetellung  war  ich  schon  frOher  bemttht  ge- 
wesen, dem  Appnate  eine  solche  Bnmchtnng  zu  geben,  dass  vorzugs- 
weise nur  die  Anziehimg  der  Masse  auf  eine  Kugel  einwirkte,  alle  ttbrigeo 
Theile  aber  möglichst  wenigen  Einfluss  aa8tibten,um  die  immer  mehr  oder 
weniger  unsicheren  Correctionen  thunlichst  klein,  und  daher  die  dadurch 
etwa  entsiebenden  Fehler  unschädlich  zu  machen.  Eine  solche  Gor- 
rection  liess  sich  noch  beseitigen,  nemlich  die  Anziehung  des  die  Masse 
tragenden  Drahtes  auf  die  Kugel,  so  dass  zugleich  der  Apparat  dadurch 
oompendieuser  und  leichler  zu  handhaben  wurde. 
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Diese  jetzt  von  mir  gewUblte  Einiichtunü;  ist  in  den  Fig.  1  und  2 
(s.  umstehend)  dargestellt.  Fig.  1  ist  i  In  Vrtiikaldnri  hvcluiiit  normal 
auf  die  Lilnge  des  Armes  durch  die  Mittelpuukle  der  Kugel  und  der 
Masse,  Fig.  2  ein  Horizontaldurchschnitl  nach  der  Linie  MN  in  Fig.  1 .  — 
Man  hat  in  a  Fig.  1  die  Stimansicht  des  Armes,  auf  dessen  Süll  der  Bü- 
gel ruht,  der  durch  einen  feinen  Draht  die  Kugel,  b,  tr^^\  In  dem  um- 
gebenden Gehäuse  CD  sind  die  Schrauben,  cc,  angebraehL,  welche  die 
Schwingungen  des  Armes  begrenzen.  Der  untere  Theil,  D,  dieses  Ge- 
häuses ist  cylindrisch.  und  wird  von  einer  Drehscheibe  umgeben,  deren 
oberer  Theil  durch  die  Schrauben  gggg  horizontal  eingestellt  werden 
kann,  die  auf  den  Walzen  ff  lauft,  und  durch  die  verstellbaren  Walzen 
hhhh  in  ihrer  Lage  gehalten  wird.  Durch  den  Griff  q  kann  die  Dreh- 
scheibe um  180°  gedreht  werden,  was  durch  die  Anschlagschrauben  pp 
mit  Hülfe  der  Marken  rrr  genau  zu  regoliren  ist.  Der  obere  Theil  der 
Drehscheibe  hat  vier  auf  ihre  Quadranff^n  verlheilte,  kreisförmige  Aus- 
schnitte, IMtk,  in  einem  davon  liegt  die  Masse  A.  Dreht  man  die  Dreh- 
scheibe um480^  so  bringt  man  diellasse  ans  der  positiven  (westlichen) 
in  die  negative  (ostliche)  Lage,  oder  umgekehrt,  ohne  dadurch  irgend 
einen  andern  anziehenden  Theil  hmznznfilgen  oder  wegzunehmen ;  man 
hat  es  daher  nur  mit  der  Anziehung  der  Masse  auf  die  Kugel,  und,  was 
sehr  wenig  betrügt,  iiuf  die  zweite  Kogel,  den  dOnnen  di^  Kugel  tragen- 
den Draht,  und  den  sehr  entfernten  Ann  zu  thnn. 

Immer  habe  ich  nur  Eme  IMasse  einwiriEen  lassen,  weil  ich  es  für 
hinreichend  erachtete;  obwohl,  wenn  neben  der  zweiten  Kugd  eine 
ähnliche  Vorrichtong  mit  einer  zweiten  Ilasse  angebracht  worden  wtfre, 
man  eine  doppelt  grössere  Wirkung  erhalten  haben  würde. 

Eme  wichtige  Verbesserung  scbemt  mir  der  von  Baüy  auf  den 
Rath  von  Forbes  (Baily  S.  41)  angewendete  metallische  Ueberzng  des 
Gehäuses,  weshalb  ich  das  letztere  mwendig  und  auswendig  mit  Zinn- 
folie belegte.  Baily  sagt,  dass  er  dadurch  vorzüglich  die  grOssten,  vor- 
her beobachteten  Anomalien  beseitigt  habe,  und  idi  bin  überzeugt ,  ob- 
wohl  ich  directe  Versuche  darüber  nicht  anstellte,  dass  ich  ohne  diese 
Einrichtung  keine  befried^iendeii  Resultate  erlangt  haben  .würde.  Dass 
das  fk-tther  der  FaU  war,  liiegt  in  dem  damals  angewendeten  abgeschlos- 
senen  feuchten  Kellerraume  von  sehr  conslanter  Temperatur.  Auf  welche 
Weise  dieser  metallische  Ueberzng  des  Gehlusef  die  anomalen  Bewe- 
gungen des  Armes  bald  nach  der  einen ,  bald  nach  der  andern  Seite, 
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welche  die  Hauptursache  der  DilTerenzen  der  einzelnen  Resultalo  sind, 
und  mit  denen  Cavendish  sich  schon  vielfach  beschäfligt  hat,  aufhebt 
oder  doch  wenigstens  sehr  verringert,  bleibt  wohl  noch  zweifelhaft. 
Mao  hat  diese  anomalen  Bewegungen  emes  leicht  beweglichen,  von 
einem  Gehäuse  omschlossencn  Körpers,  wie  einer  Drehwaagc  oder  auch 
einer  gewöhnlichen  eopfindlichea  Waage,  mehrfach  beobachtet,  und 
ich  erinnere  deshalb  nur  an  die  Beobachtungen  von  Munke  und  die 
zwischen  ihm  und  Lenz  fjnwechsellen  Streitschriften.  (Pogg.  Ann.  Bd.  1 7. 
S.  162.  Bd.  18.  S.2i0.  Bd.  20.  S.  417.  Bd.  22.  S.  210.  Bd.  25.  S.244. 
Bd.  29.  S.  381.  Bd.  35.  S.  72.),  sowie  an  die  ganz  kUrxUcli  in  der  Ba- 
riser  Akademie  von  Despretz  und  Pouiliet.  der  die  froheren  framOsisdien 
Untersuchungen  dm  Gegenstandes  historisdi  susanuseosldlt,  gemachten 
mtlhellnngen.  {Qm^iet  rmtbu  f,  XXIX.  pag.  245.)  Nach  Lesung 
derselben  kann  man  nicht  zweifelhaft  bleihen,dassdiean  einer  empfind- 
lichen Drehwaage  beobachteten  Bewegungen  hei  Annäherung  eines  er- 
wflrmlen  oder  erkttlteten  Kitrpers  ausserhalb  des  Gehttuses  ihren  Grund 
in  venirsacfalen  Luftströmungen  haben,  wie  ich  mich  denn  selbst  tlber- 
zeogte,  dass  eme  solche  Dräiwaage  von  emem  warmen  KOrper  ange- 
zogen oder  abgestossen  wut!»  je  nachdem  sich  ihr  Arm  nahe  am  Boden 
oder  nahe  an  der  Decke  des  Geh&nses  befindet;  —  indessen  ist  es 
nicht  allein  eben  so  wahr  als  begreiflich,  dass  die  leisesten  Spuren  von 
Elektricitat,  die  man  auf  dem  Gehäuse  erregt,  sogleicfa  enie  sehr  merit^ 
liebe  Anziehung  des  Armes  zur  Folge  haben,  —  sondern  es  ist  auch 
nicht  wahrscfaeinlicb,  dass  die  Annäherung  einer  nur  sehr  wenig  wttr- 
meren  Masse  an  das  ziemlich  dicke  hölzerne  Gehttuse  so  schnell  Tem* 
peraturverSnderungen  durch  das  Hohs  hindurch  bewirken  könne,  um 
Luftströmungen  hervorzurufen;  —  es  ist  femer  nicht  wahrscheinlich» 
dass  der  metallische  Ueberzug  durch  Verminderung  der  Wärmeabsorblion 
so  günstig  wirke;  —  wogegen  sich  die  Erscheinungen  genügend  er- 
'  klaren,  wenn  man  annimmt,  dass  auf  dem  nackten  hölzernen  Gehäuse 
durch  tibrigens  unbekannte  Ursachen  an  einzelnen  Stellen  Spuren  von 
Elektricitat  erregt  werden,  was  an  dem  mit  Metallttberzuge  versehenen 
nicht  geschehen  kann.  Auch  Baily  (S.  19)  hat  dergleichen  Bldclricitats- 
entwickelungen  angedeutet.  Auch  hat  mir  der  hiesige  Hr.  Bergmechaal- 
kus  Lingke  versichert,  dass  die  schon  mehrfach  beobachteten  Anomalien 
an  feinen,  leicht  be^^  eglichen  Waagen  beseitigt  werden  könnten ,  wenn 
man  ein  Gefass  mit  Wasser  in  das  Gehciuse  stelle,  was  auch  Air 
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elektrische  Wirkungen  spricht.  Sei  dem  übrigens,  wie  ihm  wolle,  so 
scheint  es  immer  vortheilhaft«  sehr  bewegliche  Apppmfr  in  metallische 
Gehttuse  einzuschliessen ,  wie  auch  Hr.  Koblrausch  mit  dem  von  ihm 
verbesserten  Dellmannschen  Elektrometer  gethan  hat  (Pogg.72.  S.353), 
allerdings,  wie  er  sagt«  um  Luftströmungen  zu  veriiindeni. 

Dte  Hbr^eo  VerAndenuigea,  die  der  Apparat  gegen  froher  erhielt, 
welche  die  Aufstellung  der  Skah  und  des  Fernrohrs,  und  die  Beleucb^ 
tung  der  ersteren  iheils  durch  Tages-  Iheils  durch  Lampenlicht  betref- 
fen, beziehen  sich  ganz  auf  das  Lokal  und  haben  kein  aDgemeines  In- 
teresse. Die  Oelbung  im  Gehttuse,  durch  welche  der  Spiegel  gesehen 
wird,  ist  mit  einer  Spiegelscheibe  versdilossen.  Als  Bfire  musste  aus 
Mangel  an  Raum  ein  neben  dem  Gehttuse  befestigter  Spiegel  benutzt 
werden;  ist  auch  die  Unverttnderlichkeit  seiner  Stellung  nicht  vollkosH 
men  sicher,  so  hat  das  doch  auf  die  Beobachtun^n  kdnen  Einfluss. 

Die  oben  angegebene  Art  der  Aufstellung  der  Hasse  bedmgte  nolh- 
wendig  eine  andere  Beobachtungsart,  als  ich  froher  befolgt  hatte.  Da- 
mals wurde  eine  der  lAissen  abwechselnd  ganz  ausser  Wirksandiett 
gesetzt  und  emer  der  Kugein  auf  der  positiven  oder  negativen  Seite  ge- 
nähert. Man  erhielt  dadurch  immer  die  Ablenkung  des  Annes  durch  die 
^nseit^  Anziehung  Einer  Blasse  auf  Eine  Kugel.  Bei  der  jetzigen  BhH 
richtung  kann  man  die  Masse  von  der  Kugel  nicht  entfernen ,  sondern 
nur  in  verschiedene  Lagen  gegen  dieselbe  bringen,  und  es  musste  daher 
immer  wie  bei  Cavendisli  und  Baily  die  doppelte  Ablenkung  beobachtet 
werden,  indem  die  Masse  aus  der  positiven  Lage  in  die  negative  oder 
umgekehrt  gebracht  wurde.  —  Dabei  braueiit  man.  da  die  Kugel  sich 
mmier  sehr  angenähert  in  der  Mitte  zwischen  beiden  Lagen  der  Älasse  * 
befindet,  auf  die  durch  eine  veränderte  Huhelage  des  Armes  veränderte 
Entfernung  zwischen  Masse  und  Kueel  nicht  Rücksicht  zu  nehmen,  und 
man  kann,  wie  Baily  gethan  hnf   die  unmittelbar  beobachteten  Schwin- 
cnn-szeiten  in  Rechnung  brmgen,  ohne  die  S.  37  von  mir  angegebene 
Gorrection  anzuwenden.  Wirklich  wird  zwar  die  Schwingungszeit  durch 
die  Nähe  der  Masse  vergrössert.  allein  dafür  setzt  man  auch  in  dip  For- 
mel für  (ho  Entfernung  der  .Masse  von  (h  i  Kugel  die  halbe  Hiitlernung 
des  Miitrl|)iinktes  der  blasse  in  beiden  Lagen,  anstatt  davon  die  Grösse 
abzuziehen ,  um  wieviel  die  Kugel  durch  die  Anziehung  der  Masse  ge- 
nrtherl  wird  ;  beides  aber  hebt  sich  genau  auf.  In  der  Formel  haben  wir 
nemlich  die  Grösse  j^;  bedeutet  hier  N  die  Schwingungszeit  des  Armos 
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bei  genäherter  Masse,  E  die  halbe  Enlfemoog  des  MiUelptmkles  der 
Masse  in  der  positiven  von  demselben  in  der  negativeii  Lage,  und  ist  A 
die  Grösse  der  Ablenkung  der  Kugel  durch  die  Masse,  so  sollte  lUr  iV* 
N    — dagegen  fUr     E—A  gesetzt  werden,  welche  Gorrectionen 

sich  gegenseitig  au(heben ;  denn  =  j;.  Ich  verdanke  der 

\E  A) 

Gute  des  Herrn  Prof.  Weisbach ,  auch  hierauf  aufmerksam  gemacht  zu 
haben. 


3.  Bestunmvng  der  Conaiantes. 

Zu  Herleitung  der  mittleren  Dichtigkeit  der  Erde  aus  deu  Beobach- 
tungen mit  der  Drehwaage  haben  wir  die  Formel : 

n        a .  Ji .  I.  A«  »  4 

*^ — 4.».a.  r.ie  *  «i4«>'4-«>"  '  F  '  T 

Bs  ist  hier 

U  das  Gewicht  einer  Niasse  —  45031  nach  einer  WAgnng  vom  Isten 
September  1846  mit  Hilfe  des  HemiBergmechanÜms  Lingke  mit  von 
Hemi  Mecfaaniims  HolÜBiamL  in  Leipzig  angefertigten  Messinggewich- 
ten, aoT  den  luftleeren  Baum  redncirt.  Die  kleine  Differenz  gegen  die 
frühere  Angabe  dOrfte  den  angewendeten  Gewichten  benmnessen  sein. 

l  die  Lttnge  des  einliichen  Sekundenpendels  zu  FVeiberg  =  993,96*^ 

/i  die  Entfernung  der  Skale  von  dem  Spiegel  +  '/s  der  Spiegeldicke 
nach  wiederholter  Messung  vom  21.  November  1846  =  4f82,7""' 

/{  der  Halbmesser  derErdenach  der  Airy'schcn  Formel  (Baily  S.  110)  und 
mit  Berücksichtigung  derMecreshoiie  t'ilr  Freiberg  berechnet,  wobei  der 
Ejulluss  der  Centrifugalkran  bertlcksichtigt  ist  =  G363052000'"" 

r  die  Entfernung  des  Aufhäogepunktes  der  Kugel  von  der  Umdrehungs- 
axe  der  Drehwaagc  nach  einer  Messung  vom  26sten  üctober  1846, 
wobei  der  hölzerne  Arm  ebenso,  wie  bei  den  Versuchen  belastet  war. 
'=  1000,5—- 

w  (Ins  Gowii  ht  eines  Cultikmillimeters  Wasser  =  0  001*^ 

m  das  fjowirht  v\\\vv  Kugel  aus  Zinn  mit  1 0 Procent  Wismuth  und  wenig 

Blei  nach  einer  W ü^-iing  vom  17.  October  1846  ^  484,1 9*'- 
m'  das  Gewicht  eines  Bügels  mid  des  die  Kugel  tragenden  Drahtes 
2,27*' 

m'  die  auf  den  Aufhängepunkt  der  Kugeln  reducirte  halbe  Masse  des 
Armes  nebst  Aafhangevorrichtung  und  Spiegel  ist  durch  neue  Yer- 
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suche,  ahnlich  wie  S.  25  angegeben,  am  Sien  September  und  3ten 
October  1846  bestimmt  worden.  Das  Gewicht  der  dazu  gebrauchten 
Hilfs§;ewichte  wurde  zu  486,39*'-  bestimmt.  —  An  den  ;i!is5?em  Stif- 
leo  hangeod  war  die  ScbwingangBieit  des  Annes  340,7  495  Sekunden 

nnd  339.1 065 
im  Mittel  339,93  Sekunden 
an  den  innera  Stillen  hfiogend  484,5120  Sdknnden 

182,8980 
184.3020 

im  Mittel  183,84  Sekmiden^ 
Die  Entfernung  der  äussern  Stifte  ist  =  2001,0"*,  ond  die  der  innem 
s=  1000,1""  bei  enlsprecbender  Belastung  des  Armes;  daraus  ergiebt 

^u'h              m*  —               »".0»'  (i«H)'l  •  *8M>  __  an  QXr. 
sicii  m  —  siM«*-«M4*  

Die  hier  geAindene  GrOsse  ist  etwas  geringer,  als  die  fUr  denselben 
Arm  früber  (S.  29  meiner  Abhandlmi^  «ngegebeae;  tbeiJs  ist  jedoeb 
ein  leicbterer  Spiegel  als  früher  angewendel  worden,  ibeils  ist  der 
jetqge  BeobaebtvngSFavm  trodmer,  nnd  daber  der  Ann  ans  Ficbtenbols 
leichter.  —  Bs  wird  also  m  -|-  m'  +  si"  =  648,80'' 

Die  Grösse  oder  die  Entfernung  des  Miffolpnnkles  der  Masse 
von  dem  Mittelpunkte  der  Kugel  wurde  frtiher  Tür  jede  Beobachlungs- 
roilio  besonders  gemessen;  jetzt  wird  sie  als  consliiat,  und  zwar  als  die 
Hüllte  der  Entfernung  des  Mittelpunktes  der  Masse  in  der  positiven  von 
demselben  in  der  negativen  Lage  angenommen.  Diese  Entfernungen 
sind  theils  mit  iülfe  eines  eigens  vorgerichteten  doppelten  Tasterzirkels, 
theils  mit  einem  zu  einem  Caihetometer  eingerichteten  eisernen,  mit 
einem  Diopter  versehenen  Lineale  gemessen  worden,  und  zwar  fand  sich^ 
1 847  Oktober  22  mit  dem  Taster  1 52, 4750"» 

-  23       desgL  1S2,0250  - 
November  1  mit  dem  Catbetemeter  1 52,7875  - 

8*     desgl.  152.7125- 

-  *     3  mit  dem  Tester  152,4375-  

im  Mittel  152.4876"" 

Diese  Bestimmung  lässt  allerdings  zu  wünschen  übrig,  doch  hat 
die  Unsicherheit  von  0,2  oder  höchstens  0,3""  keinen  wesentlichen 
Einfluss  auf  das  Resultet. 
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Man  erhält  nach  diesen  BcslimmungeD 
l»= 7,1 8824 . 0,93871 7 . 0,0000430062     s=  0,0002901 94  ^=sa.  ^ 

log.  0  =  0,8566227  +  0,9726345  ^  1  +  0.623531 4  -5 

=  0.4626886  —  4. 

Ein  Theil  der  Versuche  wurde  angestellt,  während  die  nördliche, 
nur  zum  GcfronijGwichl  dienende  Zinnkugel  durch  eine  Kugel  aus  reinem 
Wismuth  ersetzt  wurde,  deren  Gewicht  nur  484,10"  war.  Dieses  hat 
nurEinfluss  auf  die  Grösse  f/j  +  m' -f  »»",  welche  dadurch  =  515,7S  wird, 
und  man  erhalt  a  =  0.000290233  fini;.  a  ^  0,4627475  —  4V  Die 
mit  diesem  Coefficienten  berechneten  Versuclic  sind  in  der  zweiten  Co- 
lumne  der  ersten  der  beiden  fol^oden  labeUea  mit  x  bezeichnet. 


4.  Neue  Venaebe  Ober  die  mittlere  Dicbtigkeit  der  Erde. 

In  Folgendem  theile  icb  die  neuen  Resultate  mit ,  welche  icb  mil 
der  beschriebenen  Drdhwaage  erhiell.  Es  sind  drei  Beobachtangsreiben 
mit  drei  verschiedenen  Aufhangednihten  angestellt. 

Die  1  sie,  3te  und  5te  dieser  Tabellen  enthalten  die  Qriginalbeolnch- 
tungen,  die  2te,  4te  und  6te  die  daraus  abgeleiteten  Werlbe  von  2  B 
vdA  8  N;  letzleres  ist  auf  dieselbe  Weise  berechnet,  wie  in  neiner  frtt- 
heren  Abhandlang  anseinandergesetst  wurde;  es  war  ausserdem  noch 
wegen  des  Fehlers  der  Uhr  zu  eorrigiren. 


TMtt»  1. 

Originalbeobachtungen  mit  der  Zinnkugel  und  dem  Itngern, 

dtckern  Kupferdrabte. 


Na.' I>»luui.'  drr 
I  Masu. 


1S47 
Oklbr. 
IS 


W 


AUMfl.4.K.8.Cti.4l. 


27,« 

29,8 
48,3 
S<.5 


34,5 
70, S 
85,3 


39,00 
40,S0 

39,05 
39,90 


50,85 
58,70 


39,600 

;)9,6ä5 
39,470 


31,775 
54,600 
54,900 
54,050 


88,5 
VIII  30    a  ,8 
36  13. G 
4< 

47  43.a 


54,5 
VIII  53  84,8 
59  44,8 

5  0,0 
10  49,4 
46  85,a 


IX 


Seit  M 


89,5 
VIII  80  43,4 
86  3,4 
44  43,6 
47  i9,« 


81,5 

\in  58  80,8 
59  8,8 

IX     5  8,0 
verfehlt 
4t  44«4 


Di«  uflnglicfar  Schwio- 
giing d««  Araies  wird  durch 
«riedertioltet  Nlbera  uaii 
Enirenic«  «nat  UmgmeUn, 
4$r  «e  2iaBk«fBl  teu- 
Itwitkl. 
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L*ge 
4er 

Mussr 


a 

£ 

m 


w 


62,« 
16,9 
57,7 
a<,3 
53,9 
i*,9 

34,9 
74,8 
29,9 
69,7 
34,0 


EratMl  Zwailes 


MJtlel. 


Ml  M 


39,45 
37,40 
39,50 
37,60 
89,40 


49,85 
51,35 
49,80 
54,85 


38,275 
38,300 
38,550 
38,500 


54  ,4  00 
54 ,075 
50.825 


tx 


IX 


.18,6 

ii  il.i 
38  4,8 

55  ftO.O 

45  M.4 

50,5 
54  6.8 

56  r)9.6 
2  39,6 


IX 


4  847 
Oklbr. 


W 


w 


40 


II 


1847 

Oktlir. 
24 


W 


9,6 
85,5 
17,6 
77,6 
24,2 
74,6 
29,4 

29.4 
90,0 
36,4 
83,2 
40,4 
78,2 

78,2 
äO  J 
74,5» 
26,8 
67,4 

67,4 
55,3 

65,5 
55, ä 
64.3 


I 


äG,3 
74,4 
34,4 

67,0 

35, ?1 
r,3  G 

:^^ 
üö.s 

60,8 
17,0 
55.6 
il.1 
51,6 
24,3 

24,3 
72,3 

29,5 
r,-.Q 
33,6 


47.55 
54,55 
47,60 
50,90 
47,90 
50,50 


59,70 
62,55 
59,15 
64,65 
59,15 


49,30 

,i;. 

49,35 
47,40 


64,35 
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Tabelle  2. 

Berechnete  Resultate   niit   der  Zinnkugel  und  dein  läogern, 

dickern  Kupferdraht. 


No. 

Rnbclage. 

2  ß 

8  TV 

D 

»1 

Benerkugw. 

eioteln. 

Mittel. 

corrig. 

eiaxcio. 

MltUl. 

1 

i 

8 

4 

39,36667 
«4,40685 
'  88,40695 

51,00000 

13,41979 
13,79688 

689,375 
695,162 
691,495 

G01  ,055 

691,977 
692.571 

692,023 
693,617 

5,5948 
5,4390 

5,5169 

Grawg  Yirti«ii«n'  im 

zea  dar  Schwing  Dgszeilca. 

5 
• 
7 
8 

49,89500 
«0,«»«75 
47,80000 
«0,58933 

12,04622 
12,73854 

OS."!.;)  1  i 
689,090 
693,057 
694 ,075 

688,553 
691,074 

688,599 
691,120 

5,7114 
5.4406 

5,5760 

9 
49 
44 
41 

JÜ,<'JI67 
37,35685 
49,«487« 
S«,MS8ft 

48,56146 
11,47396 

691,968 
691,587 
691,497 
680,5«S 

691,684 
691,215 

691,730 
691,261 

5,5270 
5,5587 

5,5438 

Die  VerSndenug  der  Rb- 
liek««  vnr  h^mUMt^ 

13 
14 
IS 
4« 

41,2062  5 
54,41250 
41,73125 
»4,84875 

12.94375 
12,63243 

(i'.io,7c:'i 

692,642 
694,250 
693.388 

692,552 
698,435 

692,598 
698,471 

5,3773 
5,5237 

5,4305 

Betrlchlli'  hp  ddü  unrrgvl- 
nSssige  \'i;r}u<JrruBg  der 
Huliclag«,  grusM  Dilerea» 
sea  in  dcrSaiibettiMinf. 

17 
18 

» 

r,\ ,o:i338 

64,7i.500 
5l,<J1S7,=i 
64.65000 

ii,7»s9r, 

1  2,76875 

G99,82S 
701,350 
705,930 
708,650 

703,369 
703,810 

702,415 
703,356 

5.5933 
5,6316 

5,6074 

Ok-  Htiht'lii({r  trhrcoDulaii), 
die  ZetlUniiiinnoDgea  be- 
trtchilieh  rarUraad  wmA  f»> 
■m  frihtr  griM. 
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tif 

B 

«m«1o. 

XUIeL 

corrig. 

eioiela. 

MilUl. 

%* 

n 

93 
94 

45,07800 
M,741tT 

45,91875 
59,05695 

4l,Bt48« 

13.68091 

790,589 
TM,«!«) 

790,019 
791,695 

780,875 
73M,MS 

780.914 
711.188 

5.5470 
5,8177 

5,5814 

Anlbllaal  (NM*  SdiiriB- 

15 
M 

«7 
98 

58.70000 
4»,4MII 

58,45695 
44,70883 

11,47488 

13,39896 

746,760 
748,748 

720,960 
749,965 

7«8,44S 

flt.«t8 

718.488 

Mito 

8.884« 

5,0468 

VonBflkh  Um  einalMm 
ZetihcaM— 11^  4WM- 
maArfllirib 

99 
80 
S1 
39 

88 
S4 

86 
86 

51,00000 
63,97500 
50,80000 
63,31930 

19,37500 
19,49375 

690,650 
699,620 
691,760 
691,869 

691.677 
«98,088 

691,969 
891,875 

5,6449 
5,5051 

S.5945 

DieM  Beobacblug«a  «nd 
lowobl  w«g«D  dar  Couttant 
dar  JfadMtafa,  al*  «Mb 

ZrilbeslinniongeB  wM^ 
dcttstellend. 

64.88750 
4t,S7»00 

60,56950 
45,90000 

49,85000 
43,49500 

699,149 
699,918 
695,237 
693,190 

1 

<W.7<6 
•88.787 

898,988 
•84,049 

5.4745 
5,10«7 

5,8894 

Di«  VartifariHlfcwt  dar 

BwtatlilMfio 

WerlJi  iMben. 

37 
38 
89 
4« 

49,73750 
61 ,20000 
i  484«150 
1 «0,>8T$0 

12,225011 
41,55695 

699,986 
700,380 
698,559 
696,896 

698,649 
890,981 

695,934 
097,144 

5,7453 
5,5787 

5,6594 

EbraftU«  fum»  Verlader^ 
lichkeit,  doch  die  der  Ru- 

•i8- 

44 
49 
48 
44 

47,85000 
60,09500 
47,41950 
B»,8«M« 

19,54375 
4S.80000 

G93,910 
698,977 
697,894 
688,84  d 

606,760 
098,817 

697.052 
098,649 

5,6911 
5.5884 

5,5779 

2iaaliehjg»U 

45 
(6 
47 
48 

58,70250 
47,062  r.O 
59.77500 
48,$88«7 

19,70695 
49,99084 

7Ü1,9t5 
701,094 
7«4,7S» 
780,41« 

709,680 
701.078 

709,879 
701,870 

6,6493 
5,5187 

5,5830 

Zi«aiicb  gvi. 

mm  8.5518 

WihndMiDliolMr  «Ohler  0.0181 


Wenon  man  aber  die  beiden  aus  No.  33  bis  36  obgclcilelen  Rcsullalc  weglflnt,  w«il 
waimcheinJidi  «in  F<aU«r  ID  di«  Beobcchtuogen  pckommpn  ist,  $o  erJMUl  man 

Mittel  5.5741  « 

WobfsehoiBlMber  F«Uor  8.9118 

Obwohl  diese  Versuche  in  Bezug  auf  die  Uebereinsttnunuiig  der  OrOcse 
der  eioEelnea Mittel  und  daher  den  wahrscheinlichenFeliierdesEodresul- 
tates  zoftiedenslelleiul  geonnit  werden  können,  so  befriedigten  ae  mich 
doch  nicht  hinsichtlich  der  einzelnen  Be(^ciilongen,indan  die  Ruhelage 
des  Annes  sowohl  als  seine  Schwingungszeiten  noch  zu  grosse  Differen- 
zen zeigten.  In  der  Meinung,  dass  diese  Veränderlichkeiten  vielleicht  da- 
von herrühren  mögten,  dass  der  Aufhängedrabt  zu  dick  sei,  um  yon  dem 
'  Gewichte  de^  Aimes  völlig  grade  gezogen  zu  werden,  versuchte  ich  jeHit 
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einen  dünneren,  versilberten  Kupferdraht  Nr.  1 0  von  0,4""°  Durchmesser. 
Derselbe  mussle  aber  betrachtlich  verkürzt  werden,  um  nicht  eine  zu 
grosse  Scli\vin.a:iingszeit  zu  erhalten.  Der  AufhUngcpunkt  wurde  daher 
mittelst  eines  eisernen,  in  der  Mauer  befestigtea  Armes  tiefer  ange- 
bracht, so  dass  der  Draht  nur  620     lang  war. 

Bisher  gieni?  der  Aiifhüngedmht  oben  nur  tiber  einen  Einschnitt 
in  einer  kleinen,  an  der  drehbaren  Axe  befestigten  Messingplatte.  Um 
ihn  hier  sicherer  zu  befestigen,  wurde  unter  dieser  Platte  eine  Klemme 
angebracht,  in  welcher  er  festgeschraubt  werden  konnte. 

Merkliche  Uoterschiede  in  den  Resultaten  haben  sich  aus  diesen 
TerSnderoDgeDi  niclil  ergeben,  wie  die  nachfolgenden  Versacbe  zeigen 
werden. 

Auch  dieses  Mal  hatte  man  m  beobachten  Gelegenheit,  dass  ein 
solcher  Draht  Uingere  Zeit  hindurch  die  Tendenz  behttlt,  nach  einer 
Seite  hin  mk  zu  drehen;  die  AnfhUngaog  geschah  1849  Oktober  13; 
der  Ann  drehte  sich  immer  der  positiven  Lage  zo »  und  die  Axe  mnssle 
wiederholt  gedreht  werden,  um  die  Lage  des  Annes  ohngefahr  im  Mit- 
tel zu  erhalten;  vom  95.  bis  27.  Oktober  betrug  die  Drehung  in  24 
Stunden  noch  18  nnd  20  Skaleotheile.  Dessenohngeachtet  wurde  zu 
den  BeobacbtuDgoi  geschritten,  welche  in  Tab. '3  und  4  verzeichnet 
und  berechnet  sind. 

An  dem  nördlichen  Arme  hing  fortwährend  die  Wismulhkugel, 
weshalb  log  o  —  0,4627475  —  4. 


Tabelle  8. 

Originalbeobachtung^n  mit  der  Zinnkugel  und  dem  ktlriern, 

dttnnern  Kupferdrabt. 


a 

Na. 

DllDB. 

der 

M<Me. 

u 

49 

184« 

W 

4t, s 

Okttir. 

6",< 

t7 

**.7 

C5,5 

SO 

0 

63,3 

33, t 

6S,7 

15,8 

•1 

w 

35,8 

7a,i 

88,S 

7M 

Kr-i('>  Zweites 


Wital. 


55.40 


49,45 
46,05 
49,00 


54,25 
55,70 
S4.80 


55.675 
55,575 


48,750 
48.525 


54,»7S 
S5,000 


Zdt  M 


X 
XI 


XI 


54,5  I 

5s  ;v8  \ 


3  18,0 
7  40,0 


XI 


46,5 

XI    H  <G,1  XI 
45  37, C 
10  4t,8 


24  15,2 

SS  st.s 
M  4i,e 


Xi 


5r,,5  56,5 

8  4,4  XI  2  57,6 
7  18,0        7  SS,6 


47,» 
41  41,2 
15  42,4 
tO  «,4 

24  20,0 
28  28,0 
SS  44,4 


XI 


48,5 

11  36,0 
15  48.0 
SO  0,4 


56,,') 
XI   23  24,0 
SS  SS,6 
SS  54  ,f 


rlurrh    VcründenUlf  SV 

Lage  der  Mim>^ 
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No. 


Dalum 


\9 

br. 
i 


Mime, 


Mittel. 


w 


w 


w 


70,4 
31  ^ 


49, iü 
4  7,7r, 


48,600 
48, 42"! 


ZeltbetUmmoiig  nicht  guiMbt. 


4o,o'?;''^|4:.,MO 

ii,'< 


23,7 
7»,« 


51,40 
58,70 


S8.5r>o 


^''^  47  40  XI 

71,1  46,i2r, 
i3  4 


44,5  I 
36  44,0  X 
41  ö.ü, 
4  5  9,6 
49  27, i 

")0,: 

5S  ts.i  X 

1  r.ii 


45,5 
36  46,8 
40  rifi,s 
4ä  ii,* 
4»U,S 


«,4 
SO. 4 


;i,90 


2S.1  . 


;6,f>| 


53,07ri 
o3,300 


XI 


44,1 

6  *1,0 
10  26,8 
<4  rii.fi 

IS  .',f.,S 
23  <9.C 
27  21,6 


88/» 
H,7 
S2,S 

77, S 

77. S 

7i,6| 


>o.i : 


.".o,ofl. 

4  7 ,  .-.0 


43, 4  r. 

;o,so 
4t,>0 


14,1 
80,0 

19.1  T- 

76.2,^' 


47,-0 
SO, 00 

65 


76,3 
•  0,6, 
71 ,5, 
15,4 


43,40 

40,90 
43,30 


48,700 
4S.62". 
4S  "iiO 


42,125 

4i,oao 


48,750 
4S.!525 


42,150 
42,100 


V 
VI 


VI 


4S,5 
28  3.S,4 
32  50,0 
37  4.0 
4»  «3,2 

*1,5 
4  5  27,6 
49  3C,4 
ftS  SS,4 

48,-5 
58  2,4 

2  15,6 

6  26 


XI 


XI 


XI 


51 

»7  6A,S 
t 


sft.ox 


X 


4  5,5 

6  21 ,2  XI 
10  30,0 
i4  47,4 

St,« 

18  89,6X1 

23  16.4 
27  25,2l 


4C,5 
36  49,6 
40  53,6 
4ä  46,4 
4«  18,6 

58,5 
&8  88,8 
»7  81,0 
I  4,8 

46,5 

6  18,0 
10  33,2 
44  44,4 

88,8 
<9  t,4 

23  1  3,2 


Anfllnplichc  Rrhwiujf'"' " 
Kca  durch  Drelitmg  de« 


49,5  I 
28  36,4  V 
.'52  52,4 
Sft  9»,« 

44  fe,f 


45  25,2  V 
49 

88  «».8 


V 
VI 


49,5 
88  4,8 

S  4S,; 


4S,8  VI 


41,5 
10  42,0  VI 
1  4  50, 8l 
19  6 


42.5 
10  39,6 
14  33.2 

•0  ^ 


VI 


28  34,0 
32  54.8 

38  a«,8 
44  4  8,8 

48, S 
4  5  22.8 
i'i  4t,6 
88  48,8 


fi8  7,8 
t48,» 
8  8>.8 

43,5 
10  37,2 
1  4  56,0 
19  0.4 


AnTlnglich 
f;m  liordi 

.V 


des 


W 


t*2  2 
37,4 
60,6 
S»,8 

!39,S 
,72,0 
'42,6 
69,9 

69,9 
32  1 
,67  I 
1«4,» 


49, SO 
49.0  0 
50,2  0 


'.5,90 
■)7,3Ü 
.6,25 


51 ,00 
49,60 
51.00 


49,400 
49,60H 


56,600 
56.773 


XI 


XI 


50.30« 
50,300 


■XI 

I 

I 


48,5 
21  10, H 
25  14,0 
29  44,8 

55,5 
33  58, S 
38  25,2 
42  26,0 

48,& 
48  58,0 

50  57,2 
55  29,2 


XI 


XI 


49 

il  4, 
IS  10,8 
tO  88,8 


4Xi 


,56 , 5 
34  4,0 
38  19,6 
42  32,4 


88,8X1 


4»,S 
48 

51  2,0 
55  2i,0 


XI 


50,5 

80  57,« 

88  t8,0 

89  S»,S 

57,5 
34  9.6 
38  1  4,4 
42  38,8 

60,S 
48  49,1 

81  8.8 
88  <9;8 


All  ränplichpSchwinKunjtrii 
iurtk   Votlwienuif  4er 
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Ho. 


«4 


Lage 
«i«r 
Masse. 


W 


w 
B 

I 


S9,4 

77,8 
38,7 
74,8 


Erstes  Zweites 


56,35 

Ö6,75 


57,800 
57,500 


MI  M 


XI   89  18, 

xn  i  57  ,s 

7  55,a 


8X1 

XII 


&6,5 

>  52,8 
7  59,« 


8xr 

XII 


57,S 
8«  8«.« 

8  49,t 
8  4.0 


•5 


«8 


e7 


«8 


Nov. 
5 


W 


36,5 
75,< 
89,4 
78,4 

72.4 
29,8 
69,1 
82,4 

32,4 

78,6 
35,5 
75,5 

75,5 
25,9! 

29,7 


55,80 
57,25 
55,90 


50,85 
49,20 
50.60 


55,85 
57,05 
55,50 


50,70 
4H,70 
jO,60 


56,r>i5 
56.575 


50,025 
49,900 


56,200 
56,275 


49,700 
4y,650 


VI 


54,5 
47  93,2 

54  58,4 

55  47,2 

48.,'> 
0  46,0 
4  4  8,0 
S«4,S 


VI 


55,5 

47  48,0 
44  S3,fi 
56  52,4 


49,5 
0  42  0  VI 
4  22,0 

8  as,« 


56,5 
47  31,0 
44  49,2 
SB  87,8 

50,5 

0  8,8 

4M,« 
Stt.4 


Aafliif  liebe  Sckwiagniifc« 

durrh  \>r8ni)« 
Ltfts  dar  Masse. 


VI  ist«,« VI 

29  33,2 
33  53,6 


4t,i 

18  tS 

29  37,6 
33  50,0 


4  VI 


88,8 
18  11,1 

29  4<,2 
33  46,4 


69 


70 


71 


71 


tS49 
Nov. 
10 


W 


0 


w 


0 


31,0 
73,2 
84,7 
70,4 

70,4 
25,1 
67,6 
28,9 

28,9 
77,8 
33,3 
74,6 

74,6 
28,9 
70,7 
27.7 


78 


74 


78 


1849 
Nov. 
42 


W 


w 


32,0 
70,2 

3.'$.1 

67,6 

67,6 
24,8 
64,6 
27,8 

27,8 
74,7 
84,3 
?4.4 


52,40 
33,95 
52,55 


47,75 
46,35 
i8,25 


3,3ii 
55,55 
53,95 


49, 

47,30 

49,20 


54,4  0 
52,65 


46,20 
44,70 
46.20 


:)l,25 

3.1.00 
54,85 


.13.025 
58.250 


47,050 
47,300 


54,450 
54,750 


48,275 
48,250 


54,875 
52,000 


45,450 
45.460 


52,425 
52,475 


XI 


Xi 


XI 


XI 


54,5 
2  46,4 
7  43,2 

44  42.4 

45.5 
4  5  39,6 
49  42.8 
24  4  2,0 

54,5 
28  13,6 
■ii  44  ,C 

36  39, G 

46,5 
41  8.0 

45  11,8 
49  88,8 


VI 


54,5 
28  47,6 
88  2,8 
87  9,6 

45,5 
44  17,2 

48  48,4 

49  84,6 

51,5 
54  3,4 
58  18,8 
1  26,0 


XI 


XI 


XI 


52,5 
2  50,0 
7  8,8 

44  46,8 

46, .'S 

45  86,4 
49  46,4 
24  8,0 

58,5 
28  46,8 
3i  37.6 
86  43,6 

♦7.5 

44  4,8 

45  44,4 
49  85,2 


52,5 
28  52,0 
82  68,4 
87  44,0 


VI 


46,5 
44  18, 
46  44,4 

49  47,6 

52,5 
54  5,fi 
58  15,2 
1  80,0 


XI 


XI 


XI 


XI 


53.5 
2  64.0 
7  4,8 

41  14,8 

47,6 
45  81,8 
41  88,4 
14  4,0 

54,5 
28  20,0 
82  34,0 
36  47,6 

48,8 

44  4,8 

45  18,0 
4»  84,2 


Anriagliebe  Scbwinfiu^n 
durch  Drehuiijt  dn  AnT- 
bingepsiAles  und  VerflB- 


6  V 


VI 


8t,S 

28  56,0 
32  54,0 
87  48,4 


44  80,0 
48  48,8 
4»  48,1 

53,5 

64  i,i 

58  4  4,6 
1  84,0 


\iininj^Iirlir Schw  iii^uj;i'(| 
dui'ili  l)r<-hiiri);  des  .4af- 
hUii^i!jiiiukli*s  uod  V'eflB'» 

irLi^tdcrlbM». 
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üa. 


Datnai. 


76 


«ter 
Miue. 


0 


B 


71,4 

67,7 
35,01 


Eralaii 


IG, 40 
44,56 
46.35 


45,475 
45.460 


77 


7S 


7» 


80 


Nov 
19 


84 


83 


84 


4S49 
Dcc. 
S 


w 


o 


w 


i9,". 
81,0 
3J,7 
78, < 

78, < 
S4,9 

74,7 

«9.0 

2'J,0 

33,5 
80,7 

80,7 
24,7 
76,6 
28.7 


55,2", 
07,35 
55,90 


5<,50 
49,80 
61,85 


56,60 
58,85 
57, <0 


52,70 
50,65 
52,65 


5G,300 


50,650 
50,815 


57.725 
57,975 


51,675 
51.630 


Zait  M 


45,5 
VI      6  42,0 
40  54,4 
15  6,0 


VI 


4G,5 

6  3K,8 
4  0,58,0 
15  S,4 


IX 
X 


58,6 
52  34,0 
57  5,2 
0  56.0 

48,5 
5  27,6 
9  27,6 

13  56,8 


65,5 
47  57,< 
22  24,4 
26  24,6 


6X 


50,3 
80  48,4 
84  54,8 
89  46,0 


67,6 
18,6 
64,0 
22,3 

22,3 
73,6 
26,3 
69,7 

69.7 
16,9 


43,40 
44,30 
43,45 


47,95 
49,95 
48,00 


43.30 

M  ,35 
Iii, 45 


*1  4 

:,.',,*M5 


42,100 
42,225 


48,950 
48,975 


42,825 


49,400 
49,100 


IV 


IV 


IV 


IV 
V 


43,5 
18  17. G 
22 

26  43,i 


49,6 
84  S,«IV 

3."  12,0 
3U  iü,6 


43,5 
43  37,6 
47  58,0 

bs  8.« 

49,5 

86  2f  ,G 
0  82,0 
4  47,6 


IX 


IX 


54,5 
52  37,2 
57  1,6 
0  89.8  X 


49,5 
5  24,4 

9  :io..s 

4  3  53,2 


56,5 
I«  «(.8 


MX 


VI 


47,5 

6  35,G 
41  4,6 
U  6S,4 


51, S 

80  45,6  X 
34  57,6 


IV 


55,5 
82  40.4 
56  58,1 
t  8,6 

50.3 
5  34, C 
;i  34,4 

1  3  49.6 

57,ft 
4S  I,« 
81  18,0 
t«  «8,0 

52,5 
30  42,8 
85  0,8 
88  8,8 


A  n  rn  ngliche  Scb  wiiig«Df(ea 
darcb  Drakvng  4ta  Alf- 
Bad  VdOa- 


IV 


rv 

V 


<*,« 

18  44,0 

22  'ii.H 
26  39,2 

60,5 
84  6,4 

35  s,"?; 

3U  33,2; 

44,5 
43  34,4 
48.  4,2 
81  0.0 

50,5 

r;G  'J4,4 
(I  28,8 
4  84,8 


IV 


IV 


IV 
V 


45,5 
18  10,4 
22  46,8 
26  35,2 

«4,8 
84  9,6 

33  5,6 

3U  3G,8 

4:1,5 
43  34.2 
48  4,4 
84  88,4 

84,5 

56  27,6 
0  23,6 
4  84,8 


AnnikKlichcSrhwinifiinKcii 
dorcb  Drehong  des  Anf' 
hl^«pBBLl«l  UDd  Verln- 
dcnif  4er  Lag«  4ar  Mhm. 


Itec 
7 


86 


S7 


W 


W 


3G,3 
64.3 
39,0 
60,4 

60,4 
28,4 
58,4 
30.4 

30,4 
68,3 
33,2 

65,6, 


4S,80 
50,15 
49,70 


44,40 
43,25 
44,25 


49,85 
50,75 
49,40 


49,475 
49.925 


43,825 
48.750 


50,050 
50,075 


46,8 
91  81,2 

2"  r,G.-i 

29  47.2 

42, S 
84  22,0 
88  iO,0 
48  46,4 

48,5 
46  45,6 
51  11,2 
55  8,8 


49,5 

21  37,8 

2  5  h9,6 
2i»  5  4.4 

43,5 
34  17,2 
88 16,6 
4t  40.8 

49,5 
4fi  4  9,C  V 
51  6,8 
58  44,0 


50,5 
21  44,4 

25  42,0 
30  2,8 

44,5 
34  12,0 
88  81,1 
4f  84,8 

50,5 
46  54,4 
51  1,0 
88  18,8 
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89 


«0 


94 
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65,6 
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45 


W 


w 
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Mittel. 


43,32.-. 


Stil  M 


V 
V[ 


47,3 
83,2 
49,6 
79,9 

79,9 
98,8 
76.« 
41,5 

H  ,S 
86,3 
44,5 
8i,5 
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34,5 
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65,25 
66,40 
64,75 


59,85 
57,50 
58,85 


Ö3,90 
65,40 
63,50 


58,50 
56,70 
58,40 
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65,575 


58.425 
58.475 


64,650 
64,450 


57.600 
57,550 
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VI 
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65,5 
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IV 


66,5 
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55  43,6 
0 


IV 
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66,5 
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37,6 
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64,70 
66,10 
64,60 
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57,45 
59,00 
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65,600 
65,400 
65,350 


58,350 
58,225 


65,5 
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46  44  ,2 
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VI 


VI 


59,5 
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66,5 
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60.5 
54  54. 
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3  4.6 


VI 


65,5 

66,5 

verfehlt. 

4  4  36,8 
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45  51,2 

50  4,8 

SO  0,4 

54  91,6 

94  26,0 

59,5 

60,5 

28  33,6 

VI    28  29,6 

82  67,6 

33  2,0 

57  1,9 

5«  57,2 

Vf 


VI 


67,5 
4  4  55,2 
iß  4,2 
öCl  26,4 

64,5 

54  50,0 
59  9.4 

9  57,9 

67.5 

H  39,6 
IG  0,0 
49  56,0 
24  30,8 

61,5 
28  26,0 
83  6,0 

55  59,5 
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Berechnete  Resultate 


Tabelle  4. 

iiiil  der  Zinnkugel 
donneren  Drahte. 


und  dem  kürzeren, 


Rakdtgt. 

2  JV 

D 

«ianlt. 

Miltd. 

•inxelo. 

MiMd. 

4« 

65,67500 

506,890 

80 

48,68750 

6,648750 

304,276 

505.904 

506,488 

5,5955 

54 

54,98750 

6,442500 

506,546 

503,444 

506,545 

5,7860 

5,6907 

59 

45,54950 
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504,894 
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504,057 

1,757  4 
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79 
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507,310 
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509,766 

508,784 
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508,888 
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78 

71 
75 

77 
78 
79 
•9 

S« 

«t 

88 

54,93750 
4  r,,  4  ,-,000 
53,4  5000 
4S.46950 

6,.'',9.'J75 
6,69375 

502,044 

504.425 
504,055 
504,049 

503, 50R 
504,4  66 

503,741 
504,399 

5,5847 
5,5457 

5,5502 

Qu. 

56,46250 
50,78750 
57,85000 
M»«6tS0 

6,41871 
6,65000 

504,066 
.107, H3  4 
504,435 
S96,9S6 

10  5,4  45 
506,448 

305.679 
506,652 

5.7812 
5,CülÖ 

5,694  4 

Sehr  groua  VMtadaHkfe- 
kd»  Ow  Sühilifi. 

41,t4t8« 

48,962.^0 
42.36250 
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6,67500 
6,66875 

800,448 

506,485 
506,455 

501,72  0 

800,888 

508,480 
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800,884 

5,5770 
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86 
87 
SS 
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48,261  SO 

6,09375 
6,58750 

1  ü  i .  0  4 1) 
503,370 
504,625 
S0S,7«O 

1 

504,678 
503,928 

504,940 
804,484 

1,9931 
5,6309 

5,84  52 

ScbUcbl,  wt'gfii  zifmlich 
KTotier,  rortäKlkti  «b«r 
Dorcf  elBluiger  Verlader- 
liehkeil der  fUifcalagt.  Aa«b 
•ehr  smiddM  flcfawli- 

89 
90 
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92 

65.70000 
58,80000 
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6,82500 
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504,460 
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596,428 

509,020 

506,656 
809,888 

5,4  5H1 
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5,5740 
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59,40000 
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540,830 
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807,841 

509,498 
508,502 

509,733 
508,737 
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5,624  4 

5,6540 
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Diese  Versuclie  bestätigen  die  Erwartung,  dass  der  dünnere .  kür- 
zere Draht  regelmässige i-  sich  verhalten  würde ,  nicht ,  indem  in  der 
zweiten  Versuchsreihe  noch  grüssere  AbweidhuDgen  vom  Mittel  Tor^ 
kommen,  als  in  der  ersttti. 

Es  wurde  desh^  eine  bifilare  Äufhaaguiig  eingerichlel;  unten 
in  der  Klemme,  mit  welcher  bisher  der  Spiegel  vnd  Ann  am  Draht  be- 
festigt war,  wurde  ein  Badchen  mit  ooncaver  Peripherie  yon  i,fr 
Durchmesser  befestigt,  um  welches  ein  feiner  Eisendraht  gelegt  war, 
dessen  beiden  Enden  oben  zwischen  der  KlesDoe  fest-  vnd  durch  ein 
zwischengelegtes  Plfittchen  mn  5""  auseinandergehalten  wurden.  Dabei 
wählte  ich  wieder  den  ersten  an  der  Mauer  befestigten  Arm  zum  Aof- 
hängen,  so  dass  der  Draht  wieder  2270""  lang  war.  —  4849  Decera- 
ber  23  wurde  diese  Einrichtung  getroffen,  und  schon  von  December 
24  bis  2G  änderte  sich  die  Ruhelage  des  Annes  nur  uin  0,9  und  0,3 
Skalenthcilo  in  24  Stunden.  Es  ergiebt  sich  hieraus ,  wie  weit  schneller 
eine  bifilar  aufgehängte  Drehwaage  einen  constanlen  Slauii  ;uinimrot, 
was  ein  bedeutender  Vorzug  dieser  Aufhängung  ist.  —  Audi  hv  der 
Folge  hat  sieh  bei  den  verschiedensten  Temjperaturen  die  Ruhelage  des 
Annes  nur  w  cmg  geändert. 

Die  Tabellen  5  und  6  enthalten  die  nun  gemachten  Beobachtmigen 
und  die  daraus  berechneten  Resultate. 

An  dem  nOrdUchen  Ende  des  Armes  hieng  forlwUhread  die  Wis- 
motblmgel,  und  es  ist 

kg.  a  =  0,4627475  —  4. 


Tabelle  5. 

Originalbeobachtungen  mit  der  Zinnkugel  and  dem  bifilereii 

F.  i  s  p  Ti  rl  r  rt  h  ( 


DMmi. 

der 

llitlal. 

Zeil  bei 

97 

1849 

Dec. 
ifi 

W 

3Ö,9 
9*,< 

89,4 

63,50 
69,40 
66,60 

67,300 
67,850 

X 

68,8 

88  87,6 
48  14,8 
51  8«,4 

86,5 
X     38  43,0 
45  49,6 
84  48,e 

X 

67,5 
38  46,4 
4S  44,4 
84  48,6 

An  nnglMbsSibiifiSWB 

durch   VerlBd«na|e  6v 
Lage  der  Mut. 

»8 

0 

89,4 
48,7 
M,i 

53,90 
50,00 
88,90 

54,950 
54.950 

X 
XI 

58 

4  48,4 
44  88,4 

j{  ,5 

X  58  49,6 

XI  4  58,4 
1«  84,0 

X 
XI 

5S,5 
58  4  6,0 
4  66,8 
44  t»,6 
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No. 

ttjtom. 

L»|cc 
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5 

•Mittel. 

Zeil  hei 
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•* 

40D 

• 

W 

0 

26,  r, 

10.-.,  7 
37,3 
99,5 
4  3,5 
93,7 

93,7 
i0,5 
84.7 

27,7 

66,10 
71,50 
68,40 
72,50 
69,60 

57,10 

52,60 
56,20 

68,800 
69,950 
70,450 
71 ,050 

5  4.850 
51.400 

65,5 
m  48  0,0 
14  88,4 

3S  1S,4 
44  8,4 

52.5 
XI  51  13.6 

57  36,0 
Xli   4  30,8 

U   18  3,2 
14  ä8,4 
verfehlt. 
8818,6 
44  6,9 

53,5 

XI  51  10,0 
57  39.0 

XII  4  26.0 

67,5 
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94  49,9 

38  8,8 
44  44,1 

.54,5 

XI  51  6,4 
57  44.0 

XII  4  21,6 

101 

4  OS 

10( 

1S49 

Doc. 

w 

0 

w 

77,5 
21 .9 
"0,9 
26.0 

26,0 
94.4 
33,1 
S7,5 
39,0 
hl, 3 

Sl  ,3 
14.1 

73.4 
20,4 

20,4 
96,6 
29,3 
S9.G 

49,70 
46,40 
48,4  5 

60,20 
C3.75 
60.30 
63.25 
60.15 

47,70 
'.3,75 
46, 9U 

58,50 
62,95 
59,45 


63,60 
C(i,40 

50,20 
'.5,  NO 
48,90 

60,60 
6. ^.,05 
61,20 

49,85 
14,*:, 
'.8,55 

4  8.050 
47,425 

61.975 
62,025 
61,7  75 
61 ,700 

45,725 
45.325 

60,725 
61,200 

46,5 

V  40  84,4 
58  47,6 
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62,5 
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15  1  7,6 
21  51,6 
28  13,6 
34  53,2 

4«,5 

VI  41  14,8 

47  81,8 
64  40,8 

60,6 

VII  0  46,4 
7  16,4 

48  40,8 

47,5 
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66  88.8 
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63,5 
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64,5 
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35  4,8 
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w 
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92,0 
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84,1 
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15,i> 
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64.775 
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C2,S25 
63,125 

47,150 
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46  4t,0 

63,5 

V  23  22,4 
29  51 .2 

36  30.0 

47,5 

V  43  2,8 
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48,5 
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IV  44  0,4 
50  40.8 
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4(1.5 

V  47  58,0 
24  43,2 
30,48,4 

65.5 

V  37  44,4 

,       48  48,8 
5«  47,9 

^■fr  ■  „  II  ■harn 

Digiti^  by  Coogli 


4U 


F.  RiiCH, 


E 

Datum. 

drrr 

*J 

(_ 

u 

441 

0 

87,2 

»,5 

77,9 

47,0 

44t 

w 

4  7,0 

»9,8 

S6,0 

94,6 

113 


444 


445 


446 


4849 
Dec. 
8« 


147 


448 


449 


4S0 


4SS0 
Jao. 


4S4 


4t3 


MiUel. 


Zeit  bri 


48,95 
43,70 
47,45 


58,40 
63,90 
58,80 


46,085 y, 
45,575 


60,650 
60,850 


4S,S 

57  8 
3  39, 


6  V 
6  VI 


M 


61,5 

16  sa, 

3i  54,4 


0  VI 


40,5 

57  0,4 
8  33,6 
9»5,S 

6S,5 

46  85,« 
2i  50, s 
S9  S4,6 


V 
Vi 


VI 


47,6 

56  57,9 
S  47^i 
»t4.t 

63,5 
16  3S,0 
ii  47,6 
89  45,1 


W 


0 


W 


33,6 
88,0 
SS,B 
81,6 

81,6 
13,6 
72,8 
19,5 

19,5 
95,8 
37,9 
88,6 

i88,5 
5.7 
78,5 
13.6 


63.40 
60,20 


63,100 
61,800 


43,20 
46,15 


57,65 
61,85 
58,30 


47,10 
42,10 

46,05 
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4  34,0 
13  3,2 

1  ['  , ,  ■  \' 

26  17,6 

58  45,9 

60,5 
39  20,0 
45  49,2 

59  47,6 


VI 


62,5 
2j  39,6 
33  3,8 
55  49,4 

45,5 
45  8,4 
54  58.0 
8T  59,8 

61  ,Ü 

4  40, K  VI 
10  56,0 
17  35.6 


45,5 
84  8 

30  HA 
36  56,0 


4  VI 


68,5 
25  44,0 
81  58.0 
85  49,9 

46, S 
45  4,8 
<«  4S,9 
57  54,4 

i'?,5 

4  44,0 
10  52,4 
17  39,6 

44,5 
89  59,9 

30  28,0 
36  53,0 


40,5  1 
40  3U,0  IV 
47  0,4 
53  34,0 


64.5 
0  8, 

6  30,0 
13  7,6 


8  V 


l 


61,550 
61,450 


45,200 
44,685 


V 
VI 


60,5 
91  8.4 

37  42,8 
44  8,0 

45,5 
50  42,8 
67  17,3 
5  38.4 


46,5 
19  41,2 
86  81,2 
98  44,9 

61.5 

45  46,0 
58  81,8 


Vi- 


el ,5 

84  6,8 

37  38,0 
44  43,8 

46,5 
50  39,6 
57  31.2 
3  34.0 


4Ü  26,0 
47  6,0 
53  18,4 

68,5 
0  6,8 

6  26,0 
13  12,4 

47,5 
19  88,0 
86  84,8 
58  49,9 

63,5 
3y  2  8,0 
45  42,4 
68  14,8 


B«ni«rkiogeii. 


Wkmhsr. 


V 
VI 


68,5 
31  11,6 
37  33,2 
44  18.0 

*7,5 
50  36  0 
57  S5i6 
519,9 
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Ifo. 

Datum. 

l.«pc 
ilpr 

c 
e 
1.' 
1- 

-Mine!. 

tßkL  M  ' 

ISS 

114 

w 

1 

0 

19,3 
96,3 
27.« 
S9,3 

S9,3 
6,1 
79,5 
14,5 

57, Sü 
62,05 
.SS, 55 

47,70 
42.80 
47,00 

59,925 
60,300 

4»,S80 

4  4,900 

00,5 
VI     4  0  11,6 
46  .H3,2 
23  2,0 

43,5 
VI    29  36.0 
U  &0,0 
4t  S4,4 

01,5 
VI    10  14,8 
10  29,6 
23  6,0 

44,5 
V[    29  33,2 
1       35  53,1 

4t  S«,8 

62.5 
VI     10  18,0 
IG  26,0 
13  10,« 

45,5 
VI    29  30,0 
1       35  56,4 
1      4t  t6,S 

isr. 

«46 
IS7 
IIS 

1 

Fol.r. 

9 

1 

0 

w 

0 

w 

11,5 
64,9 
18,4 

18,4 
92,1 

27,3 
84  > 

84.0 
S.5 

73,2 
1  1,3 

1  1,3 

97,7 
21,9 
S8,1 

41,95 
38,20 
41, C5 

55.25 
59,70 
55,65 

43,25 
37. S5 
42,25 

34,50 
59,80 
55,00 

40,075 
39,925 

57,475 
57,675 

4Ü.550 
40,050 

57,150 

57,400 

■ 

39,5 

IV  45  53,6 
Si  34,8 
58  97,6 

55,5 

V  6  7,1 
18  T,S 

49  35,2 

39,5 

V  20  :tl,3 
88  8,8 
4«  0,0 

55,5 

V  46  88,4 
SS  S«,« 

VI     0  |,< 

40,5 

IV  45  49,2 
58  39,6 
89  21,6 

56,5 

V  6  40,4 
IS  8,8 

19  39,6 

40,5 

V  26  28,0 

88  11,8 

89  55.8 

56,5 

V  46  44,« 
SS  t6,B 

VI     0  8,« 

41,5 

IV  45  45,1 
52  44,4 
59  16,0 

57,5 

V  6  4  4,0 
IS  69,t 

19  4  4.0 

41,5 

V  26  23,2 
88  18,4 
39  54,6 

57,5 

V  46  44.4 
SS  SS,« 

VI    «  »,« 

Wie  T»Hi«r. 

11» 
IS« 

131 
ISS 

Febr. 
II 

\v 

0 

28,3 
H4,.S 
33.6 
7S,3 

78,3 
vcrfc 
62,6 
20,8 
57,5 
24'.« 

14,6 
«4,3 

31,2 

78,0 

78,0 

verft 

1,'?,3 
01,5 

35,55 
59,20 
55,95 

hIt. 

41  ,70 
3'J,I5 
41 ,1)5 

5  4,45 
57,75 
54, 6ö 

44,S5 
lllt. 

37,40 

:»7.05 
3H.90 
30.55 

48,90 
:>i,8  0 
49,00 
52,20 
49,4» 

57,875 
57 , 575 

40,425 

40,100 

56,100 
56,175 

S9,«15 

57,5 

V  14  19,2 
20  59,6 
S7  «7,S 

4S,» 

VI  0  27,2 
7  4  4,4 

U  3it,4 

BS  6 

VI    20  25,2 
%1  iSi,0 
SS  SO,« 

40,5 

VI  40  27,6 
47  12,4 
53  88,0 

VII  P  tS.« 

5S,5 

V  4  4  23,6 
20  54, ä 
t7  4t,8 

44,t 

VI  0  20,8 
7  51 ,2 

13  24,4 

54,5 
VI    20  H0,0 
17  23,1 
SS  48,t 

41,5 

VI  40  23,6 
47  10,4 
53  33,6 

VU    0  S4.S 

59,5 

V  4  4  28,4 
20  50,0 
t7  48,S 

4<,K 

VI  0  14,4 

7  59,0 
13  16,0 

55,5 
VI    20  34, S 
27  18,0 
SS  80,4 

42,5 

VI  40  20,0 
47  20,4 
63  1»,1 

VU    0  4«,« 

Wiomker. 

183 
IS4 

1  K.'iO 

Ai>i'il 
84 

0 

w 

1 

60,9 

y ,  (1 

5S.,H 
14,3 

1  4,3 

83,5 

22,1 

75,9 

W,6j 

7»,S 

.15  '.»25 
35,225 

50,850 
5U,900 
30  60O 
50,80V 

35,5 

VII  51  .i1.6 
58  23,2 

VIII  4  59,6 

51.5 
Vllill  84,4 
IS  7,6 
S4  47,6 
81  18,6 
S7  8«,« 

30,5 
VII   51  47,0 

ÖÖ  lii.O 
Vitt   4  50,0 

52,5 
VUl  1 1  88.0 
II  S.« 
t4  89,8 
81  8,0 
88  S,0 

37,5 

VII  51  43,2 
68  3i,8 

VIII  4  44,8 

53.5 
VUl  44  44,6 
17  89,0 
14  07,S 
81  9,8 
SS  8,8 

Wi«  voriier. 

AMu«.  S.  K.  B.  to.  i.  WiMCDsch.  I.  30 
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rlor 

135 

o 

t 


MiK.I. 


Zeil  M 


1S6 


I 


«1,0 33.900; 
,p  ,  33.7.. 


Hl,')  ' 
;  •  19, G  \  III  4; 


w 


487 

April 


t3S 


MO 


141  1HS0 

.Mai 


H2 


0 


w 


o 


U', 


W 


1  n ,  :> 
77.7 


'.8, Ml' 


'Ui'  IV 
CO  ^^250 

50,7«0 


50  5i,8 
57  23. C 

4 '.>,:. 
S  50.4 
40  34,8 
47  0.0 


T 


I 


I 


;,ü,3 
407.0 
66,0 

IflU.G 

<öo,(; 

30. i 

•ji  ,ü 
3»),ri 
,s:i,i 
41, e 

44 .6i 
408, 

r.o.r, 

56,7 
97, 'J 

31.2 
90,0 
37,5 


4;  16,0 
50  .'.O.i 


VIII 


50,5 

4    0,0, IX 
40  80,4 
47  4> 


80,ft 


7S, 
IS» , 

I 


Ol, 

Oü, 
C3, 


.SO.OTS 
70,900 


r.n.j.-.o 
r.i,7()ü 
fii.eoo 
6ä,ir.o 


VII  j-,      ?  VII  55  80,6 


36,. 
4*  li.O 
51  3.C 
57  U,0 

61.5 
4  3,2 

40  I7»a 
47  8,8 


VIT 


84,6 

55  S4.0 


Ansto<t*en. 


7«, 70 
7<),7» 
77,80 


VIII   2  i,H 

VIII 

1 

57,2 

VIII    1  52,4 

H  30,0 

s 

36,0 

S  42.0 

62,. 

63 

64.5 

Vit!  ir.  7, f. 

VIII 

1.". 

4,0 

VIII  15  O.S 

14  B6,a 

14 

ti  4i,ä 

98  8,4 

18 

».0 

»7  89,0 

34  ^0,0 

3  4 

i3,S 

84  SO. 4 

41  S,8 

41 

:t,6 

40  5S,0 

77,5 

78 

i> 

79,5 

1  ;^2vJ 


VIII  .iö  4.-., 8  VIII  59  49,6  VIII 


I 


6  4, -.'S 
6Ü,(>Ü 
63,75 


81.575 
62,478 


IX 


6  S4,8  rx. 

4«  44,4 

«0.5 

iy  Hi.s  IX 

4s,4 
88  85,8 


6  49,6  IX 
48  50,4 

«1,5 

1  -I  i -,',2  IX 
^5  52.8, 
38  80,4 


59  54, S 
6  44,0 
48  56,4 

«1.5 
<9  2.'>,C 
i5  ÖO.J» 
9%  98,« 


Wie  Torher. 


33;7*^:''1'!m..50!^ 


39.1 

<id,i 
409,6 

45,0 
108,1 

51,1 
'.16.5 

96,5 


60,550 


vm 


57  1l),4;Vll 

3  34,0  vin 

40  94,6 


Aiistosspii. 


7  4.05L. 
77,10 
73, SU 


7  5,4  50 


76,S 


60,  r. 
57  6.0 
3  U,B 
40  48,0 

77,5 


\  II 
VIII 


6i,;i 
57  2,0 
3  44,0 
40  40,8 

78,6 


I 


'>>j  1 
35  41.6 
49  9«,9 


61VIII 


vm 


.61,10 

82,S  5S,725,'-^ 
58,475 


VIII 


84,8 
38,9 

i  88,5 
10fi,8 
I  46,? 
•  99,4 


59»90 


59,5 
48  54,0 
55  34.4 

2    2,0- IX 
4  4 ,  S> 
45  8,0 


iO  20,0  \lll 
35  36,8 
49  84,4 

60,5  ! 
48  50,4|VIII 
55  3S.4| 

1  37,6  IX 

h  50,0 
48  4,«| 


71.65  -    .   .  IN 

76  5o::;;f, 


I 


74, 

i'i  '^..e  IX 

2S  19,6 
84  54,6 


75, 

2S  45,9 
34  58,4 


20  24.0 
35  3i.O 
49  40,0 

615 

4«  .7,2 

55  4ä,4 
1  :.2.S 
S  55,0 

44  6«,« 

7  6 , 

il  :.:i.6 
1  (,i 
35  4,9 


dar  LaRF  der  Mmm. 
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Tabelle  6. 

Uerocbnetc  Resultate  mit  der  Zinnkugel  und  dem  bifilaren 

Eisendrahte. 


Na. 

lihabge. 

2  A-  ' 

etoielB. 

MiUel. 

corrig. 

eiDieln. 

Mitlei. 

»7 

98 

9'J 
400 

4  01 
4  0» 
403 
104 

67,37300 
51.95000 
70,0tii5O 
54,62300 

1  «,86875 
1  6.77500 

779,290 
794,0  40 
790,496 
795,088 

7S7,929 
793,195 

788.867 
793,635 

5,3469 
5.4487 

5,8978 

tirosM,  wicwobl  pl.  i.  fir  .i- 
migB  VcrJndcrIirlikrit  der 
IlDlir-ln);!-  .    f;i  us*r  Verla- 

derlicbkeit    der  Sehwfai- 

47,78750 
61,80873 
45,52500 
«t.SfltSO 

15,23750 
45,89062 

770,815 
778,087 
775,980 
774,955 

774,794 
770,844 

775,226 
776,774 

5,7285 
5,5409 

Ooisr  \'criDdcrlicbkeil 
dt-r  liuhclage  an«  Sdwta' 
gaagudl. 

4  05 

4or, 
407 

los 

c;,s.s7.io 

47, 07500 
62,97:iü0 
4S,StS00 

16,23625 
45,72500 

794,604 
786, i60 
787.428 
787,00S 

7SS,331 
786,799 

788,770 
787.S87 

8,5589 
5,7499 

• 

5,6800 

Die  RabHage  lUtk  *«•■• 
derlich  ,  die  8cbwiagaif»> 
uileo  wnägtr. 

109 

<  10 
4H 
HS 

47.S5000 
ßl  ,95000 
45,80000 
«0,75000 

13,27".'iii 
43,53000 

772,740 
779,095 
773,360 
77B,«S5 

775, 7Ha 
776,698 

776,164 
777,4*6 

5,6360 

5,6796 

Oiwn  VtiMMÜBlUil 
der  nahelag*. 

443 
4)4 
445 
IIS 

64,05000 
45,03750 
59,88750 
44,SSTSf 

4  5,88123 
45,20000 

780,405 
77  4,355 
778,540 
77t,57S 

775,090 
772.484 

775,528 
772,949 

5,4957 
5,7084 

5,5995 

Bb«  m. 

147 
448 
449 
IM 

46,4S500 
61,03750 
45,37500 
«0,70000 

4  5,28730 
43,49373 

774.888 

784,322 
783,700 
777,700 

780,803 
781,907 

781,237 

7H2,3'tä 

5,7986 

5,7326 

3,7684 

Geringere  VfliSaMIciikrfl 
der  Ruhelage,  gTMM  8ar 
SchwinguugaailU 

Itl 

423 
4  23 

42i 

•t,8««00 

44,94250 

60,14250 

1 "),  0  7500 

45,89375 

13.14  875 

786,000 

776,240 

770,090 

777,1  40 

777,445 
774,498 

777,878 
774,923 

5,5248 
5,7639 

5,6444 

l  iirrgcliiiiissii^e  WrSnder- 
lidikeii  der  Aabohge, 
grtttM  V«r«Dderiictt«U8ar 

425 
ISO 
417 
ISS 

40,00000 
57,57500 
4«,S»00« 
57,S7S«0 

47.49500 
47,4S5S0 

SI3,  jOO 
840,008 
S07,S4ff 
SS4,SM 

840,369 

907,4no 

849,848 

■UB,VD9 

5.4754 

5,8948 

(>i'riii;<i-,  .yhn-  uii!T',;clinil«- 
«igt  NViUuderlichkiii  dri" 
(luhelagc,  ^ro»««^\  <•!  UniliT- 
UebkaM  der  Sebwlngiuip- 
acil. 

4SS 
4t» 

434 
432 

57,75500 
40,8«SS0 

56,43750 
39,62500 

4«,««S75 
46,49875 

798,270 
790,704 
795,949 

793,494 

794.964 
798,372 

793,405 
793.843 

5,3080 
5,6469 

5,3774 

firusir  \  «•liDilfrliihk.i'il 
der  KulifUgf ,  zirmln  li 
graaie  der  Scbwiagufs* 
tei4. 

433 
4  34 
435 
4  36 

83,57500 
50,78750 
34,43750 
50,47500 

45,93125 
4  0,49373 

783. S95 
7S9,017 
784.489 
784,477 

7s:;,770 
785,964 

786,207 
786,404 

3,6304 
5,444  4 

3,3358 

Die  HuhcUgc  «ehr  verta- 
dcvUcIl« 

487 
4  38 
439 
44S 

79,98730 
62,67500 
78,37500 
•1,S7SS« 

16,30623 
4  5,85000 

785,580 
7S1.970 
780,425 
780,189 

782,658 
780,848 

7S3.093 
781,282 

3,8948 
5.5886 

5,4900 

(SfMn  M«  wibIS  Nfil* 
Bitaipi  VaiiiriNlMMl 
der  Rabelage. 
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No. 

D 

RlllKlll^fl 

MilUil. 

rorri^. 

ciDK'Ul. 

Miuol. 

441 

I4S 
143 

144 

«0,85000 

75.5H50 
58,70000 

74,r>ii:i0 

15,73750 
16,36250 

789,580 
792,612 
788,519 
786,090 

790,287 
789,074 

700.676 
78«  818 

&,T647 
8,StS8 

5,6464 

Die  Ruhela^  aakr ,  dkr 
for  vcftidcflkb. 

Mitl.'l  ",->910 
Walmcbeinlichcr  t etiler  0,0169 


Diese  BeobacbtangeQ  entspracbea  in  sofern  nicht  denErwartmigeii, 
als  bei  dem  nahe  constanten  Stande  ,  welchen  der  Arm  im  Allgemeinea 
beibehielt,  gehofft  wurde,  auch  wttbiend  jeder  Beobachtung  nur  geringe 
Aenderungen  der  Ruhelage  zu  eibalten.  Diese  Aendenragen  sind  aber 
mindestens  eben  so  gross  gewesen,  als  in  den  früheren  Beobachtnngs- 
reihen. 

Wir  haben  die  mittlere- Dichtigkeit  der  Erde  gefunden  durch  die 
Beobachtungen  mit  dem 

dickeren  lungeren  Draht  5,5549  mit  dem  wahrscbeinlicbenFehler  0,0152 
dttnnerenkürzerenDraht  5,6473      „  .,  „    0,01  S4 

fiifilar-Draht  5.5940  „    „  „  0,0469 

wuraui»  das  Mittet 

5,5832 

Ulli  dem  waürscheinlichea  Fehler  0,0149  folgt. 

Uelier  ilcu  Eiuilusä  (ie.^  Mag^aetismus  und  «les  Diama^netismus 

der  Kugel». 

In  einer  der  Royal  Society  vorgelcgtca  Abhandlung  (Philosophical 
Tiansact.  4847.  P.2.  pag.212)  hat  Herr  G.  Whitehead  Heam  die  An- 
sicht zu  begründen  gesucht,  dass  die  von  Baiiy  beobachteten  Anomalien 
ihren  Grund  in  geringen  magnetischen  oder  diamagnetisclwn  Binwiricnn- 

gen  hittton,  die  zwischen  Masse  und  Kugel  Statt  fänden.  Herr  Ileam 
(indet  die  von  ihm  vermuthele  magnetische  Wirkung  sehr  trross.  zum 
Theil  weil  grösser  als  die  zu  messende  Wirkunv'  der  Gravitation,  indem 
er  annimmt,  der  Ann  mUsste,  wenn  keine  an/iehende  Masse  ilin  ui>- 
lenkte.  genau  auf  dem  Nullpunkt  eestantlen  haben,  und  er  die  Abwei- 
chung, die  der  Arm  hei  entfernten  xMa^sen  von  der  mittleren  oder  nor- 
malen Lage  zeigte,  oder  gezeigt  haben  würde,  als  eine  Folge  diesor 
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magnelischeD  Wirkung  anfiieht.  Allem  bei  der  EinstelluDg  des  Armes 
beabsichtigte  Baily  gar  nicht,  ihm  genau  diese  mittlere  Lage  zu  geben, 
was  auch  sehr  schwierig  zu  erreichen  gewesen  sein  würde,  sondern  er 
wurde  nur  so  nahe  wie  möglich  dieser  Lage  gebracht  (Baily  pag.  51 ). 

Wenn  ich  daher  auch  den  Folgerungen ,  die  Herr  Hcani  au:i  i^tniten 
Botiaehtungen  zieht,  nicht  beistimmen  kann,  so  versuchte  ich  doch,  oh 
eine  längere  Einwirkung  eiae&i  iMagiiclcn  auf  die  INhisse  ihr  einen  Magne- 
tismus mittheilen  kftnno.  Nachdem  ein  hlarker,  aus  int>hrercn  Stäben 
gebildeter  Nordpol  läge  lang  nel)en  der  Masse  gelegen  hatte,  drehte 
ich  dieselbe  in  ihrem  l.agc]-  um  181)0,  ps  wurde  dadurch  nicht  die 
geritiirsle  Einwirkung  auf  die  Kugel  walirgenoniinen ,  nioirle  <ler  Magnet 
vorher  entfernt  worden  sein  oder  nicht.  —  Zu  weiterer  Prüfung,  ob 
dergleichen  magnetische  Wirkungen  anzunehmen  und  auf  die  Resultate 
störend  gewesen  seien ,  habe  ich  einige  Versuche  mit  einer  Wismuth-, 
und  einige  mit  einer  Eisenkugel  angoslellt  in  der  Meinung,  dass  wenn 
schon  zwischen  der,  allerdings  etwas  Wismuth  enthaltenden  Zinnkugel 
undk  der  Bleimassc  merkliche  diamagnctiscbe  Wirkungen  vorhanden  sind, 
diese  noch  in  weit  siurkerem  Maasse  bei  einer  Kugel  aus  reinem  Wis- 
muth der  Fall  sein  werde,  und  dass  die  Eisenkugcl  noch  mehr  die  mag- 
netischen Einflösse  zeigen  müsse.  —  Bei  beiden  Kugeln  geschah  die 
Aufhängung  des  Armes  an  dem  langem  dickem  einfachen  Draht. 

Die  Wismuthkugel  wiegt  484.15''  .  es  ist  daher 

H  *         N'   a  ■  45034  .  >9a.95  .  *«8a,7  ■  484,« 5  < 

log.  a  =  0,8öö6Sli7  +  0.1)7'2.il54  -  I  +  0,ö33ö3U  —  5 

=  0.4626095  —  4. 

Die  Eisenkugel  wiegt  484,19*'*,  und  am  nördlichen  Ende  des  Armes- 
hieng  die  Wismuthkugel,  es  ist  daher 

U           3  .  45031  .  998,95^.  48827      ^S4,19  <  ,V' 

^    4  7^  763630.'.ä"(Ö0Ö5~  '  34  5,78  "  4  58,4875»  *  B 

log.  a  =  0,8ö6ü227  +  0,9725513  —  1  +  0,6330314  —  ö 

=  0,4627054  —  4. 


420 


F.  Rbich, 


Tabelle?. 

OriginalbeobaohtiiDgen  mit  der  Wismuthkugel  und  dem  Iflii- 

gern,  dickem  Kupfcrdrable. 
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\ 
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Tabelle  8. 

Berechnete  Resultate  mit  der  Wismuthkugol  und  dem  Ittngern, 

dickern  Kupfcrdrabi. 
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MiiMi. 
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6.68&S 
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79,49588 

85,35^(33 
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43,00909 

704,458 
698,915 
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5,7153 
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5,54  46 
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Tabelle  UL 

Berechnete  Resultate  mit  der  Eisenkugel  und  dem  liingern, 

ilickern  Kupferdraht. 


tia. 

l\ubeligc. 

2  £ 

D 

Beacrlmngffii. 

■ 

eiuzi-1a. 

Millel. 

corrig. 

ciuzciD. 

Miitel. 

ifia 
ififi 

467 
168 

58,33000 
45,74250 
57.77500 
45.59)67 

43,35000 
43,42292 

692,220 
691,257 
694,770 
690.608 

694,742 

691,212 

693,036 
694,499 

8,6369 
5,7234 

5,6784 

Ziemlich  gut. 

469 

tia 

Ul 

m 

42.20625 
54,77500 
43,44875 
54.77500 

43,46250 
43,35625 

694 ,446 
694 ,455 
600,4  99 
690,964 
"69074  4  6 
689,367 
689,374 
687,368 

694 ,033 
690,873 

694,320 
694  .4  60 

5,8645 

5,6098 

5,5873 

S«)ir  coonUnlc  HnbrUKc, 
DDd  conataale  Schwiu- 
ganguvilüii. 

473 
474 

12Ü 

Uli 

69.09375 
57,4  4  875 
69,30230 
57.58333 

44,80937 
44.86446 

689,648 
688,702 

689,904 
688,985 

5,8482 
5,8074 

5,8276 

EbcBhlls  gul. 

477 
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479 
480 
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6S,76i30 
56,82500 
69.il  är,0 

42,30025 
42,36250 

689,842 
690,4  30 
695,075 
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694.674 
698,944 

694,954 
694,203 

5.6435 
5,7025 

8,6740 

llir  RnhelaK*!  tinnilirh  aUrk 
»Imt  glcichfariaiB»rrlIciilfr- 
lich,  Aiv  KrhwiujpiagMri» 
kehr  verlnderlich. 

lU 
481 
4  83 
IM 

67,4  6250 
54,26250 

63,OS7r.O 
50.04  875 

43.40350 

4  3,54688 

699.962 
705,543 
74  4,663 
700.486 

706,722 
706,863 

707,045 
707,456 

5.9636 
5.3563 

5,6600 

Aus!«'nin4cnllirh  |fros»r 
VrrSorterlichkeit  der  Kuhtv 
Uge  uad  der  Srhwiugungs- 
zeilen. 

4  85 
IM 
4  87 
4  88 

33.02500 
40.77500 
52.87500 
39.40000 

43.47500 
42,93750 

700,392 
699,670 
704.835 
708,354 

704,629 
702,859 

704,920 
704  ,4  50 

8,8749 
5.5453 

8,7086 

Die  Hohelagc  nnd  die 
SchwiDg-DiiKSirilro  stark 
und  unregclmlMig  verfa- 
dn-lirb. 

Mittel  5.6837 
Wahrscheinlicher  Fehler  0,0343 

Die  diamagnctisclic  Kugel  giebt  also  ein  zu  kleines,  die  magnetische 
ein  zu  grosses  Resultat,  und  die  einzelnen  Bestimmungen  difleriren  star- 
ker von  dem  Mittel,  als  bei  der  Zinnkugel.  Immerhin  ist  die  Abweichung 
nicht  entschieden  genug ,  um  darauf  Schlüsse  zu  gründen ,  vorzüglich 
bei  der  Wismuthkugel ,  bei  der  die  Abweichuog  von  dem,  mit  der  Zinn- 
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kugel  gefundenen  Mittel  den  wahrscheinlichen  Fehler  kaum  übertrifTl. 
Allenfalls  kann  man  vermulhen,  dass  die  Eisenkugel  durch  ihren  Magne- 
tismus der  Lage  die  etwas  diamagnetische  Bleimasse  etwas  abstiess,  und 
dadurch  die  Anziehung  etwas  Weniges  zu  klein  wurde,  was  einen  etwas 
zu  grossen  Werth  für  die  mittlere  Erddichte  zur  Folge  haben  rausste. 
Jedenfalls  dürfte  sich  aber  ergeben,  dass  zwischen  der  Bleimasse  und 
der  Zinnkugcl  st^ircnde  magnetische  oder  diamagnetische  Wirkungen 
nicht  anzunehmen  sind. 

6.  Ucber  die  Bestimmung  der  mittlem  Dichtigkeit  der  Erde  durch  die 

Schwingungszeiten  allein. 

Wenn  die  Drehwaage  für  sich,  und  ohne  dass  eine  gcnUhertc  Masse 
anziehend  auf  eine  der  Kugeln  wirkt,  sch>vingt,  so  ist  ihre  Schwingungs- 
zeil kürzer,  als  wenn  eine  Masse  von  der  Seite  her  einer  der  Kugeln 
genähert  wird.  Nennt  man  die  Schwingungszeilen  in  beiden  Fällen 
iVu.  iV,  die  Ablenkung,  welche  die  Kugel  durch  die  genliherle  Masse 
erftihrl  =  A,  und  die  Entfernung  des  Mittelpunktes  der  Kugel  von  dem 
Mittelpunkte  der  genliherlen  Masse  —  E,  so  ist,  wie  von  Cavendish  und 
nach  ihm  von  mir  in  meiner  früheren  Schrift  (S.  37)  gezeigt  worden  ist 

iV:iV'  =  i  H  +^ 

Man  kann  also  aus  dem  Verhältnisse  N  :  iV  auch  A  und  mithin  die 
mittlere  Dichtigkeit  der  Erde  bestimmen,  d.h.  durch  blosse  Beobach- 
tung der  Schwingungszeilen  bei  enlfcrnter  und  genäherter  Masse,  ohne 
die  Ablenkung  zu  beobaclilcn. 

Professor  Forbes  sclilug  mir  vor  längerer  Zeil  vor,  die  Masse  ab- 
wechselnd mit  ihrem  Mittelpunkte  normal  auf  den  Arm  und  parallel  mit 
demselben  anzubringen,  und  aus  der  dadurch  bewirkten  Veränderung 
der  Schwingungszeil  die  mittlere  Dichtigkeit  der  Erde  abzuleiten.  Be- 
findet sich  nemlich  die  Masse  in  derselben  Entfernung  E  mit  ihrem  Mit- 
telpunkte in  der  durch  den  Arm  gelegten  Vertikalebene,  so  muss  ihre 
Anziehung  auf  die  Kugel  die  Schwingungszeit  verkürzen. 

Nennt  man  die  Kraft,  mit  welcher  die  Masse  die  Kugel  anzieht  und 
um  die  Grösse  A  ablenkt  =  K,  so  ist  auch  bei  einer  Entfernung  A  der 
Kugel  von  ihrer  Ruhelage  die  bewegende  Kraft,  die  sie  in  letztere  zu- 
rücktreibt =  K,  also  bei  einer  Entfernung  ~  F  von  der  Ruhelage  ist 

die  bewegende  Kraft  =  -  K.  Befindet  sich  die  Masse  in  derselben  Ent- 

feruung  =  £,  in  weicher  sie  diese  Anziehung  =  K  ausübt,  in  der 


Google 
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durch  die  Ruhelage  des  Armes  goli  ^'f-n  Vertikale,  so  wird  die  bewe- 
g(MKle  Kraft  bei  der  Ablenkunj*  F  um  K.  sin.  a  veruiohrt,  wenn  a  der 
Winkel  ist,  den  die  die  .Mittelpunkte  der  Kuj^el  und  der  Masse  bei  der 
Ablenkung  F  und  bei  der  Ruhelage  verbindenden  Gradco  einschliessea ; 
oder  die  bewegende  Kraft  wird  dann  =  | .  JC  4  iC  sin.  o. 

Wegen  derKleinheit  von  a  kann  man  setzen  sin.«  =  t0a='j,  also 
die  bewegende  Kraft  bei  der  Ablenkung  F 

=  ^A•  +  ^^=F.Jr(i  +  j)  =  ^#0+^,) 

Es  ist  aber  K  =  .  q ,  wenn  q  das  aul"  den  Mittelpunkt  der  Ku- 
gel reducirte  Trägheitsmoment  der  Drehwaage  bedeutet  und  l  die  Lflnge 
des  einfiuihen  Sekundenpendels.  — 

Es  wird  also  bei  der  gedachten  Lage  der  Hasse  und  der  Ablenkung 
=  FderKogel  von  derRuhdage  die  bewegende  Kraft  =r~j  9  0*^1) 
wogegen  sie  bei  entTemler  Masse      q  sein  wttrde. 

Daher  mit  Vcruuchlääsigung  der  höheren  Potenzen  von  g 

iV:ir  =  4  :i  — 

und  ir:Jr=l+|H  — 

wenn  i^T  die  Schwingnngszeit  ohne  Einwirkung  der  Blasse 

if  dieselbe  bei  seitUcber  Lage, 
und  iV  dieselbe  bei  der  Lage  der  Hasse  in  der  durch  den  Arm  geleg- 
ten Vertikalebene  bedeutet.  ' 
Bei  der  froheren  Einrichtung  der  Drehwaage  war  es  nicht  möglich, 
die  Masse  in  die  durch  die  Ruhelage  des  Armes  gelegte  Verttkalebene 
zu  bringen,  wogegen  dieses  bei  der  jetzigen,  oben  beschriebenen  Ein- 
richtung sehr  gut  angieng.  Die  Wirkung  konnte  sogar  verdoppelt  wer- 
den ,  indem  man  zwei  gleicln'  Massen  in  cutgei.'engoselzten  Lagen  auf 
den  Drelistuhl  legte,  in  welclieiu  Falle  sie  die  ilulielage  der  Kugel  in 
keiner  Stellung  verimderlen ,  auf  die  Schvvinguogszeiten  aber  den  dop- 
pelten Einüuss  ausübten,  so  dass 

iV  :  iV"  =  4  +  y  :  1  —  ^  Wird, 

Bringt  man  diesen  Werth  in  die  oben  gegebene  Formel  ftlr  die 
mittlere  Dichtigkeit  der.  Erde,  so  erhalt  mau 

"        ( a  .  r  .  /(  .  «;  ■  a  ^m'  +  m'  +  m  •  '  £*  (A''"-^  A"j 

indem  A  =  O:  «JiL  ist 
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Da  bei  den  Versuchen  nach  der  bisherigen  Methode  immer  die  Be- 
stimmimg der  Grösse  der  Ablenkung  des  Armes  durch  die  anziehende 
Mnssc  die  grösste  Schwierigkeit  des  ganzen  Problems  ist,  und  die  bei 
Beobachtung  der  Ruhelage  vorkonmienden ,  von  Störungen  veranlassten 
Unrcgelmiissigkeiten  die  Hauptursache  der  immer  noch  betrUchtlichen 
Abweichungen  der  einzelnen  Resultate  sind,  —  so  erscheint  auf  den 
ersten  Anblick  die  neue  Methode,  die  mittlere  Dichtigkeit  der  Erde  aus 
Bestimmungen  der  Schwingungszeit  allein  abzuleiten,  eine  sehr  will- 
kommene. Bei  nlihcrcr  Betrachtung  verliert  sie  aber  ihreVorziJge  ganz- 
lich, weil  die  Schwingungszeiton  des  Armes  ebenfalls  sehr  betrachtlich 
variircn,  diese  Variationen  aber  den  Variationen  in  der  beobachteten 
Ablenkung  ziemlich  entsprechen ,  und  der  Fehler  daher  mehr  oder  we- 
niger componsirt  wird ,  wenn  man  Ablenkung  und  Schwingungszeit 
gleichzeitig  beobachtet,  was  nicht  der  Fall  ist,  wenn  man  aus  der  einen 
oder  andern  allein  das  Resultat  ableitet.  Ich  habe  mehrere  Versuche 
nach  der  zuletzt  entwickelten  Methode  angestellt,  und  mit  dem  langern. ' 
dickern  Kujjfcrdraht  gefunden 


2  iV  =  C98",8 

2  iV"  =  680,4 

1846 

August  23 

716,  4 

705,1 

November  25 

703,  9 

695,7 

26 

694,  8 

700.7 

December  13 

•  704,0 

701,3 

1847 

Marz  21 

702,  2 

698,5 

22 

710,6 

699,9 

1849 

April  18 

721,3 

705,9 

-  23 

Man  sieht  ohne  Weiteres,  dass  wenn  man  die  Resultate  der  einzel- 
nen Tage  berechnet ,  man  ausserordentlich  von  einander  abweichende 
Wertlie,  einmal  sogar  einen  negativen,  erhalt.  Auch  das  Mittel  aus  allen 
Bestimmungen,  welches  für 

2  N'  =  707,4      2  iV"  =  698,2, 
gicbt  noch  die  mittlere  Erddichtigkeit  =  6,25. 

Konnte  man  aber,  vielleicht  durch  veränderte  Aufliiingung,  eine 
Drehwaage  construiren,  welche  bei  noch  hinlänglicher  Enipfmdlichkeil 
eine  sehr  constante  Schwingungszeit  besösse,  so  würde  diese  Bestim- 
niungsart  viel  für  sich  haben. 

7.  Einige  andere  Beobachtungen  mit  der  Drehwaagc. 

Eine  empfindliclic  Drohwaage  mit  Spiegel  und  Fernrohr  lasst  sich 
in  so  verschiedenen  Fallen,  wo  es  auf  ."Messung  geringer  anziehender 
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oder  abstossender  Krüfle  ankommt,  anwenden,  dass  es  wUn$;chens- 
werlh  würe,  sie  im  Besitze  jeden  grösseren  physikalischen  Cabinets  zu 
sehen,  vorzüglich  da  sie,  wie  aus  dem  Obigen  erhellet,  ohne  grosse 
Kosten  hergestellt,  und,  wenn  der  sie  umgebende  Holzkasten  mit  Staniol 
bekleidet  wird ,  in  jedem  Zimmer,  das  nicht  zu  schnellen  Temperalur- 
wechseln  ausgesetzt  ist,  beobachtet  werden  kann.  Es  muss  nur  durch 
eine  Mauer  oder  sonst  ein  hinlänglich  fesler  Punkt  zum  Aufhüngen  ge- 
geben sein. 

Es  mögen  hier  noch  einige  kleine  Versuche  erwähnt  werden ,  die 
von  mir  mit  der  Drehwaage  angestellt  wurden. 

a.  Die  diamagnetische  Abstossung,  welche  verschiedene  Körper 
durch  einen  mllssig  starken  Magnetpol  erleiden,  lasst  sich  leicht  beob- 
achten und  messen.  Versuche  über  die  Abslossung  einer  mit  10  Procent 
Wismuth  und  wenig  Blei  legirten  Zinnkugel,  und  einer  Kugel  aus  reinem 
Wismuth  von  einem  einfachen  vierpfUndigen  Magnctstab ,  sowie  Uber 
die  Unwirksamkeit  zweier  entgegengesetzter  gleichstarken  Pole,  die  von 
derselben  Seile  auf  gleiche  Entfernung  genähert  werden,  sind  in  den 
Berichten  der  K,  S.  Ges.  der  Wissenschaften  zu  Leipzig  Bd.  I.  S.  251. 
(PoggC3  S.60)  mitgetheilt.  Eine  bestätigende  Beobachtung  über  diese 
Neutralisation  der  Wirkung  von  Magnetpolen  der  einen  Art  durch  eben  so 
starke  der  entgegengesetzten  ßndet  sich  in  Erdmanns  Journal  Band  49, 
S.  193. 

b.  Es  ist  von  Faraday  gezeigt  und  von  Plücker  u.a.  mehrfach 
bestiitigt  worden,  dass  krystallisirte  Körper  mit  Einer  krystallogniphi- 
schen  oder  optischen  Hauplaxe  das  Bestreben  zeigen,  sich  zwischen 
zwei  Magnetpolen  mit  ihrer  Hauptaxe  entweder  axial  oder  äquatorial 
aufzustellen;  die  daraus  scheinbar  zu  ziehende  Folgerung  aber,  dass  sie 
in  der  Richtung  der  Hauptaxe  eine  grössere  oder  kleinere  Anziehung 
oder  Abstossung  vom  Magnetpol  erleiden,  als  in  einer  darauf  senkrech- 
rechten  Richtung  fand  sich  nicht  bestätigt,  indem  sowohl  Faraday  als 
Plücker  angeben,  die  Grösse  dieser  Wirkung  sei  in  beiden  Richtungen 
gleich.  Die  hierüber  bekannt  gewordenen  Versuche  schienen  mir  der 
weiteren  Prüfung  nicht  unwerlh.  Deshalb  hieng  ich  an  die  Drebwaage 
einmal  eine  Bergkrystall-,  und  dann  eine  Kalkspatlikugel ,  jede  davon 
aus  einem  einzigen  Individuum  gebildet,  so  auf,  dass  die  Hauptaxe,  die 
bei  der  Bergkrystallkugcl  durch  optische  Mittel  aufgefunden,  bei  der 
Kalkspalhkugel  aber  gleich  bei  der  Anfertigung  augegeben  wurde,  hori- 
zontal hiengen,  theils  parallel  mit  dorn  Anne  der  Drehwaage,  theils 
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senkrecfit  darauf;  so  dass,  wenn  von  der  Seite  her  ein  Magnetpol  ge- 
nUlferl  wurde,  die  Wirkung  dessclljcn  entweder  senkrecht  gegen  die 
Hauptaxe  der  Kugel,  Iheils  parallel  derselben  Statt  fand. 

Die  Bergkryslallkugel  hatte  einen  Durchmesser  von  nahe  52"",  die 
Kalkspathkugel  von  fast  öi""";  erstere  wog  1997 48*"«  ,  letztere  i21 902"^ 
Die  Aufhängung  geschah  mittelst  eiaes  schmalen  leineneD,  um  die  Ko- 
geln  gelegten  Bandes. 

Der  vierpittndige  Magnetstab  wurde  immer  mit  demselben  Pole 
von  Ost  her  so  an  das  Gehdusc  der  Drehwaage  horizontal  neben  dem 
Mittelpunkte  der  Kugel  angelegt,  dass  seine  magnetische  Axe  senkrecht 
gegen  die  Lflnge  des  Drahwaagenaimes  gerichtet  vnir. 
Bdde  Kugeln  waren  diamagnetiseh. 
Die  Bergkrystallkogel  wnrde  abgesfoasen 
böi  senkrechter  Richtung  der  Krystallaze  zur  Magnetaxe  nm 

8,3  Skalentheile, 
im  Mittel  von  6  Versuchen  bei  emern  mittleren  Stande  von  73,9 
bei  paralleler  Richtang  der  Krystall-  und  Magnetaxe  um 

7,8  Skalentheile 

im  Blittel  von  4  Versocben  bei  einem  mittleren  Stande  von  71 ,7.  was 
einer  um  0,3""  grossem  Entfernung  entspricht. 
Die  Kalkspathkugel  wurde  abgestossen 

bei  senkrechter  Richtung  ihrer  Axe ,  und  einem  mittleren  Stande 
von  73,7  um 

7.8  Skalentheile, 

im  Mittel  aus  Ü  Versuchen ; 

bei  paralleler  Richtung  ihrer  Axe,  und  einem  mittleren  Stande 
von  7ö,4  also  um  0,2'*'"  gerins^erer  EnUernuug  um 

7.9  SkaleulUeile 

im  Mittel  aus  3  Versuchen. 

Die  einzelnen  Versuche  geben  noch  zu  diflerente  Resultate,  um 
hieraus  auf  eine  Verschiedenheit  der  Wirkung  in  den  beiden  Richtungen 
schliessen  zu  können,  und  es  sprechen  die  Erirehnisse  ebenfalls  dafür, 
dass  die  Wirkung  parallel  der  Axe  oder  senkrecht  darauf  gleich  sei,  und 
zeigen  wenigstens  mit  Sicherheit,  dass  eine  betrachtliche  Verschieden- 
heit in  der  Grösse  der  Abstossung  nach  beiden  Richtungen  nicht  Statt 
finde. 
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bekanntlich  vcrlant^i  das  von  Vi  v  ian  i  den  Oomft^rn  seiner  Zeit  vor- 
gelegte  sogenannte  Florentiner  Problem  iaenujinü  Flormtinum) ,  dass  auf 
der  überflache  der  Kngel  eine  Cairve  gofundtm  werde,  die  eine  «luadrir- 
bare  Flüche  entweder  eiuschliesst,  oder  deren  Fiöche,  von  einem  angeb- 
lichen Theil  der  KugelflUche  hin  weggenommen,  einen  quadrirbaren  Rest 
lasst.  Anstalt  der  sphärischen  Ciiive  selbst  kann  man  auch  die  el)ene 
Curve  suchen,  welche  die  IVojeciion  von  jener  auf  die  Ebene  eines 
grOssten  Kreises  ist.  Auf  diesem  Wege  hat  Euler  gezeigt,  dass  es 
unendlich  viele  Lösungen  des  Problems  giebt.  Wenn  nun  hiernach  die 
Aufgabe  fUr  die  Analysis  keine  besoodere  Wichtigkeit  mehr  balle,  so 
gab  sie  doch  Anlass  zur  Auffindung  mehrerer  Sätze  von  geometri- 
sehem  Interesse,  die,  da  sich,  wie  wir  zu  zeigen  gedenken,  ihre  Zahl 
mchi  nnbetiHcbÜich  vermehren  Ijisst,  eine  wiederholte  BeschttAigung 
mit  dem  Gegenstande  wohl  rechtfertigen  mOgen.  Biese  SftCze  whliessen 
sich  zunächst  der  einihcbsten  Auflösung  des  Problems,  der  Viriani'«< 
sehen  an,  nach  welcher  ein  ober  der  Ebene  emes  grOssten  Kreises  der 
Kugel  errichteter  gerader  Cylinder,  der  zur  Basis  einen  Kreis  bat«  des- 
sen Durchmesser  dem  Halbmesser  der  Kogel  gleich  ist,  die  Kugelflache 
in  zwei  Oeffbungen  durchbriebi,  deren  Flttcbe,  von  der  sie  umschlies- 
senden  FIttcbe  der  Halbkugel  hinweggenommen.  einen  Rest  ttbrig  Msst^ 
welcher  dem  Quadrat  desKugeldurchmessers  gleich,  also  qnadfirbar  ist. 
Hierzu  bat  nun  zuerst  Montncla  bemerkt,  dass  auch  der  von  der  Ku- 
gclflache  begrenzte  Theil  der  krummen  Seitenfläche  «dieses  Gylhiders 
dem  Quadrat  des  Durchmessers,  also  dem  Flächeninhalt,  den  die  durch 
ihn  erzeugten  beiden  Oeflhnngen  von  der  Kugelfläche  übrig  lassen ,  gleich 
ist.    Ferner  hat  Bossul  gefunden,  dass  der  Inhalt  dieses  Cylmders, 
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von  dem  Inhalt  (k-r  ihn  cinst  hliessenden  Hiilhkiitrf)  liiTiwonjgenomraen, 
eioeo  Hesl  iiisbl,  der  ein  iNeuntel  vom  Cul)Ui>  den  Kui^eldiiictmiessors  be- 
tragt. Endlich  hat  Nie.  Fuss  'Nova  Ada  Acad.  Pelrop.  T.  XIV  ge- 
zeigt, dass  der  Umfang  eines  jeden  der  beiden  Durchschnitte  der  C\!in- 
derflüche  mit  der  Kngelflüche  dorn  halben  Umfang  einer  Ellipse  gleich- 
kommt, deren  halbe  kleine  Axe  der  Halbmesser  der  Kugel  und  deren 
halbe  grosse  Axe  die  Diagonale  des  Quadrats  Uber  demselben  ist.  Fuss 
hat  überdies  pachgevvicsen ,  dass  dor  Yiviani'scbe  und  der  Bossut'sche 
Satz  Qur  die  specieUen  Fälle  von  zwei  aUgemeiaeren  Salzen  sind,  auf  die 
wir  spttter  kommen  werden, 

2. 

Eine  nahe  liegendet  obgleich,  wie  es  scheint,  bisher  onbeachlet 
gebliebene  Bemerknng,  an  die  sich  alle  nachfolgenden  weiteren  Untei^ 
SQchiingen  knüpfen  werden,  ist  folgende.  Die  sphltrische  Gunre,  welche 
die  qnadrirbare  sphärische  Fläche  begrenzt,  kann  auf  die  Ebenen  von 
drei  auf  einander  senkrecht  stehenden  grOislen  Kreisen  der  Kugel  pro- 
jicirt  werden  und  giebt  daher  immer  drei  der  Au%abe  genügende  ebene 
Gnrven.  Ist  nun  eine  der  letzteren  gegeben,  so  sind  es  auch  die  beiden 
andmn;  daher  führt  jede  AnflOsung  des  Probiens  durch  eine  solche 
GuFve,  die  wir  die  quadrirende  nennen  wollen,  inuner  zu  zwei 
andern  connexen  Auflösungen  durch  quadrirende  Curven,  die  in  den 
bezeichneten  beiden  andern  Ebenen  liegen.  Man  kann  diese  Bemer- 
kung nocb  viel  allgemeiner  machen  irad  auf  beliebige,  durdi  den  Miltet- 
pnnkt  gehende  oder  auch  nicht  durch  ibn  gehende  Ebenen  ausdehnen ; 
es  genügt  aber,  um  charakteristisch  versdiied^e  AuflCfsungoi  zu  erlral- 
ten,  die  Beschränkung  auf  die  bezeichneten  drei  Ebenen'. 

Wenden  wir  diese  Bemerkung  auf  die  Yiviani'scbe  Auflösung  un- 
scis  Problems  an,  so  oru;i(>bl  sich  Foli^endcs.  Sind  x,  y,  z  die  vom  Mit- 
telpunkte der  Kugel  aus  genommenen  rechtwinkligen  Cooidinaten  eines 
beliebigen  Punktes  der  KugeiilUche,  deren  Halbmesser  =  a,  so  ist  die 
Gleichung  derselben 

+     +     =  0*. 

Femer  ist  die  Gleichung  des  Kroisos  der  den  Hfdhnipsser  der  Ku- 
gel zum  Durchmesser  hat  und  durch  ihren  Milleipunkl  i^ehl,  desselben 
also,  der  (nach  Nr.  i)  die  Aufgabe  löst, 

^  ax  —  X*. 
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Eliminirt  man  Dun  aas  diesen  beiden  Gleichungen  y,  so  ergiebt  sich 
die  Gleichung 

=  a  (a  —  «). 
Eliminirt  man  aus  denselben  Gleichungen  x,  so  folgl 

Ist  mm  in  Fig.  1  OPBO  die  Kreisliasis  dos  Cvlindcrs  auf  der  xy- 
Ebene,  also  OB  ihr  in  die  .r-Axe  fallender  Durchmesser;  ist  ferner  COD 
ein  ;iiif  0/?  senkrechter,  also  in  die  c-Axe  fallender  Durchmesser  der 
Kugel,  so  stellt  die  erste  der  beiden  erliaitcncn  Gleichungen  eine  durch 
die  Punlite  C,  B,  D  gehende  Parabel  dar,  deren  Axe  der  Lage  nach 
mit  der  x>Axe  zusammenßillt,  und  deren  Scheitel  der  Punkt  B  ist.  Die 
andere  erhaltene  Gleichung  gehört  einer  in  der  yz- Ebene  liegenden 
Schlcifenlinie,  deren  Durchmesser  CD  und  Knoten  0  ist.  Die  bei- 
den Schleifen  dieser  Curve  über  OC  und  OD  sind  also  die  Projectionen 
der  beiden  Durchschnitte  zwischen  der  Cylinderflacbe  Uber  dem  Kreise 
OPBO  und  der  Kugelflache  auf  die  j^^Ebenc ;  ebenso  sind  die  beiden 
Zweige  der  Parabel,  BC^  BD^  die  Projectionen  derselben  Durchschmlte 
auf  die  ^Ebene. 

Hieraas  erhellt,  dass  mit  der  Viviani'schen  Auflösung 
noch  zwei  andere  gegeben  sind,  in  deren  einer  die  Pa- 
rabel, in  der  andern  die  angegebene  Schleifenlinie  die 
qnadrirende  Curve  ist. 

3. 

Aus  dem  Vorstehenden  ist  nun  zwar  schon  einleuchtend,  dass  die 
mehrerwahnlen  beiden  Durchschnitte  des  Cyliaders  mit  der  Kugel  eine 
zusammenhangende  sphärische  Curve  bilden,  die  man  als  eine  sphiri- 
sche  Schleifenlinie  bradehnen  kann.   Es  Ittsst  sich  jedoch  auch  zeigen. 

dass  sie  auf  sehr  einfache  Weise  durch  Bewegung  erzeugt  wird.  Sei 
nämlich  (Fig.  1)  M  ein  beliebiger  Punkt  dieser  sphärischen  Curve,  ferner 
OQ  =  X,  QP  -  y,  PM  =  z  seine  rechtwinkligen  Coordinaten,  so  ist, 
wenn  man  die  Geraden  Oifcf,  MQ  zieht  und  den  Winkel  MOP=  setzt, 
z  ==  a  sin  rp.  Substituirt  man  mm  diesen  Werth  in  den  Gleichungen  der 
Parabel  und  Schlcifenlinie,  so  eihull  man 

X  ^  a  cos     ;     y  =  a  ain  (f  cos  (f. 
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Ncnaen  wir  nun  den  grösslen  Kreis  AEBF  den  Aequator  der  Kui^cl 
und  den  grösslen  Kreis  ALßD  iliren  ersten  Meridian,  so  ist  L  MOP  die 
Breite ,  LPOQ  die  Lange  des  Punktes  auf  der  Kugclflaiche.    Es  ist  aber 

L  POQ  =  arc  tg  g?. 
also  LPOQ  —  LMOP,  die  Länge  des  Punktes  soiner  llreile  gleich.  Die 
sphärisrlip  Sfbh'ifenlinic"  CMR  wird  aUü  durch  eint;n  bewegficlien  FHinkl 
beschrieben,  dessen  Breite  stets  seiner  Lange  gleich  ist,  und  der 
a!so  ;uif  einem  rolirendcn  .^foridian  ^om  Aecfunlor  aus  so  fortriiekl,  dass 
der  zurückgelegte  B()i;en  stets  durch  denWinl^el  gemessen  wird,  um  den 
sich  der  bewe^qbe  Meridian  von  dem  ersten  Meridian  aus  gedreht  hat. 

4. 

Die  nächste  Fn^  würde  sein,  ob  die  über  der  gefundenen  Parabel 
und  Sehleifenlinie  errichtelea  Cylinder,  soweit  sie  innerhalb  der  Kogel 
liegen,  von  dieser  hinwef^ieaommeD,  ebenfalls  cubirbarc  Bruime  zurttck- 
hmen.  Hierbei  ktttinen  nun  allerdings  die  bekannten  Formeln  für  die 
Gubator  TOn  krommen  Flachen  begrenzter  KOrper  in  Anwendung  kom- 
men. Was  jedoch  die  Schleifeolinie  betrilil,  so  ist  es  vorlheilhafter,  skh 
der  polaren  Coordinaten  zu  bedienen,  die«  wie  die  Folge  teilen  wird» 
sich  andi  in  andern  hierher  gehörigen  Fallen  nfltzh'ch  erweisen.  Wir 
wollen  daher  zuvorderst  ebige  Itir  die  nachfolgenden  Unlersachangen 
nöthige  allgeineine  Formeln  ableiteu. 

Sei  (Fig.  2)  AEBF  ein  grOsster  Kreis,  AB  einer  seiner  Dordunesser, 
0  der  Mittelpunkt,  CmMD  eine  innerhalb  des  Halbkreises  AEB  liegende 
beliebige  Corvo.  Auf  ihrem  Badiiisveclor  CM  sei  ein  beliebiger  Punkt 
P  genommen,  und  CP  =  v.  Sei  femer  PQs=:^do,  LMCD  = 
LmDM  =  <f^,  daher  vd^,  folglich  das  Flttcbenelement  I)if0  = 
«dbd^.  Werden  nun  in  denPtmklen  P,p,  q,  0  Senkrechte  auf  der  Ebene 
AEB  errichtet,  welche  die  Kngelfliche  resp.  in  F,  p,  q\  Q  treffen  mö- 
gen, so  begrenzen  die  dorcb  diese  Senkrechten  PP,  pp',  qq.  QQ'  paar- 
weise und  der  Reihe  nach  gelegten  Eboien,  veriiunden  out  der  Grund- 
ebene  and  der  Kugelflache,  ein  Prisma,  das  als  Element  des  Inhalts  eines 
Korpers  angesehra  werden  kann,  der  eine  ober  der  Cnnre  QitMD  er- 
rioblele  senkrechte  Cylinderflfiche,  eine  durch  CD  gelegte  aof  der  Gnmd- 
eiiene  senkrechte  Ebene ,  die  Kugelflacbe  und  die  Gmndeboie  zu  Gren- 
zen hat.  Der  Inhalt  dieses  Prismas  ist  offenbar  =  PF.  9thd<p,  wo 
PF  zu  bestimmen  übrig  bleibt.    Sei  nun  durch  P  die  Gerade  EPGF 
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senkrecht  auf  dem  Durchmesser  AB  gezogen,  und  der  Punkt  G,  in  dem 
sie  ihn  schneidet ,  mit  F  durch  eine  Gerade  verbunden ,  so  ist ,  in  dem 
bei  P  rechtwinkligen  Dreieck  PFG.  PF  =  V  GF*  —  GP*.  Wird  nun 
durch  die  Punkte  E,  F,  F  eine  Ebene  gelegt,  so  schneidet  diese  die 
Kugelfläche  in  einem  Kreise  vom  Halbmesser  GF  =  GE.  Es  ist  aber 
auch,  in  dem  Halbkreise  AEB,  GE  =  / AG  .  BG.  Setzen  wir  nun 
AG  =  c,  so  wird  AG  =  c  •\-  v  cos  9,  BG  =  2a  —  c  —  v  cos  (p.  Zu- 
gleich ist  GP  =  V  sia  (p ;  daher 

GF  =  GE  =  V^(c  +  t;  cos  9)  (2a  —  c  • —  t;  cos  <;p)  ; 

folglich  PF=  V{2a  —  c)  c  +  2  {a  —  c)  V  cos  (p  —  y»; 

mithin  das  Prisma  Uber  PpqQ 

vdvdq>  ^ (2a  —  c)  c  +  2  (o —  c)  v  cos  g>  —  r*. 

Ist  nun  GM  =  r  =  f{(p)  die  Gleichung  der  Curve  CMmD,  wo  f  (9) 
eine  gegebene  Function  von  (p  bedeutet ;  bezeichnet  fenier  fi  den  Winkel 
BGH,  den  die  Berührende  der  Curve  in  C  mit  CB  macht,  und  wird  der 
Inhalt  des  senkrecht  Uber  und  unter  der  Basis  CmMDG  innerhalb  der 
Kugel  hegenden  halbcyUndriscben  Körpers  =  S  gesetzt,  so  ist 

S  =  2  (Up   vdv  V  (2  a  —  c)  c  4.  2  (a  —  c)  t»  cos  9)  —  w».  (1) 

Fttr  c  =  a,  wo  die  Curve  durch  den  Mittelpunkt  gehl  (Fig.  3),  wird 
hieraus,  da,  mit  Weglassung  der  willkürlichen  Constante, 

J^vdv  /a*  — 0»  =  —  i         i^)  *  . 

S=  l  ^0»  -  l  fdcp  [a>  -  fiipy^i  ;  (2) 

•'0 

wo  zur  Abkürzung  f  (gj)»  für  (f  {(p)f  geschrieben  ist.  Es  ist  aber  J  //o* 
der  Inhalt  eines  huffbrmigen  Kugelausschnittes,  der  den  halbcylindri- 
schen  Körper  Uber  und  unter  der  Curve  einschliesst  und  den  Winkel 
/ti  =  BGH  zu  seinem  Flachenwinkel  hat.    Daher  ist 

f* 

^f,^  —  S=j^d(p[a^^f{<pY]i 

der  Rest,  den  der  halbcylindrische  Körper  von  diesem  hufibrmigen  ttbrig 
lOsst,  und  dieser  Rest  cubirbar,  wenn  f  {(p)  so  beschaffen  ist,  dass  das 
Integral  zur  Rechten  des  Gleichheitszeichens  einen  algebraischen  Aus- 
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draclc  giebt.  Bin  Satz,  den  Fuss  (a.  a.  0.  S.  2S5)  aas  weniger  aUge- 
memeo  Betrachtungen  abgeleitet  bat 

Ist  die  Curve  ein  Kreis  vom  Darchmesser  CD  =  26  (Fig.  4),  so 
moss,  wenn  er  ganz  in  dem  grössten  Kreise  liegen  soll .  r  +  9ft  <  2a 
(=  Aß)  sein.  Alsdann  ist  CM  =:r-  f  [<f_)  ^  2  6  cos  die  Gleichung 
dieses  Kreises,  also  wenn  S  jetzt  den  Inhalt  des  vollen  Cyliuder^,  der 
durch  diesen  Kreis  geht,  bedeutet,  da  hier  fi  ■=  BCH  == 

ijr  ibcostp   

S=ii/dtf  /vdoV  (2a — c)c+2(a— c) vcosy— »»;  (3) 

welche  Formel  Fuss  (S.  229)  in  derselben  Weise,  durch  welche  wir  die 
allgemeinere  Formel  erhalten  hatten,  speciell  ableitet. 

5. 

Sei  femer  l  <B  der  Flücheninhalt  des  Thcils  der  Kui?pinacho .  wel- 
chrr  von  der  durch  die  Curve  CMD  ' Fip:.  2)  ijoipgten  C\  imderfliiche  und 
einer  durch  CÜ  gelegten  auf  der  l  J)oue.'liijÜ  .senkrechten  Kheno  l)oerenzt 
wird,  so  ist,  unter  denselben  Voraussotzuniron  und  Bczoieiinungen  wie 
in  der  vorigen  Nr..  Pp<{Q  ein  Element  dieses  Theils  der  Kuprclflüehe, 
I)pqQ  aber  die  Projection  dieses  Elements  auf  die  Ebene  des  Grund- 
kreises.  Ist  daher  die  Meigung  dieses  Elements  gegen  die  Grundebene 
=    so  ist 

Wird  nun  der  Halbmesser  OF  gezogen  und  der  in  der  Senkrechten 
dnrch  0  auf  der  Kugelflüche  liegende  Punkt  durcb  O  bezeichnet,  so  ist 
L  OOP  =  L  OPP=ti,  Es  ist  aber  in  dem  Dreieck  OPP 
OOS  OPP  =     ,  also  cos «  =  daher 

ry,,'„'n'   avdvdtp 

'  r  7  Vr  —   pi^  ' 

Setzt  man  nun  für  PF  den  io  der  vorigen  Nummer  gefuudenen  Ausdruck, 

so  eigiebt  sich 

*V  V  (1»  — «l«+i(«— c)t»c©»v— 

wo  3  dip  Summe  der  Fhuiieuinhalte  der  ober-  und  unterhalb  der 
Grundebene  durch  die  CjhuderJliicho  und  die  Yerticalebeue  über  CD 
begreuzleo  Theilc  der  KugelflAche  bedeutet. 
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Für  c  =  a,  also  wenn  die  Curve  CMD  durch  deo  Mittelpunkt  geht 
(Fig.  3).  wird 

Jy==^=  —  /STZTÜ»  +  Const.» 
@==2ajfrf9»[a~V'«?— /•(y)»]  =  2/Mi?— 2ajf<ig>  /~i?—f(spf\  (2) 

folglich,  da  2^a'  der  l^eil  dt  r  Kugeiflttche  ist»  der  dem  hufförmigeo 
KogelauBScbniU  Uber  BCH  zugehört, 

der  Rest,  der  nach  Abzug  der  Flache  (S  von  ihm  zurückbleibt.  Giebt 
also  dieses  Integral  eine  algebraische  Function,  so  ist  dieser  Rest  eine 
quadrirbare  Flache ,  und  die  Curve  CMD  genügt  dem  Florentiner  Pro- 
blem. Auch  diesen  Satz  hat  Fuss  (S.  224)  speciell  erwiesen. 

Ist  die  Curve  ein  Kreis  vom  Durchmesser  2  &  <  2  a ,  also  (Fig.  4) 
Qf  =  f'(f)  =  26  cos  9),  so  folgt,  wenn  hier  den  durch  den  Cyiin- 
der  über  dem  ganzen  Kreis  ober-  und  unterhalb  der  Grundebene  Ton 
der  Kugeiflttche  abgescbnittenen  Tbeilbedeotet,  nach  {\) 

@  =  4o/(V/   (3) 

flbereinstimmend  mit  Fuss  (S.  SSO). 

6. 

Sehr  leicht  ergiebt  sich  weiter  der  Inhalt  des  innerhalb  der  Kogel 
liegenden  Theils  der  Aber  der  Curve  CMD  (Fig.  S)  errichteten  Cylinder- 
flttche  S.  Das  Element  des  Bogens  der  Curve  ist  nflmlicb,  wenn  CM 
=r  und  ^=r\di(p  /f»  + A  daher  das  Element  der  CylinderflAche 
PP  Vf»+  r».  folglich,  wenn  lUr  PP  der  Ausdruck  in  Nr.  4  gesetzt 
und  darin  v  mit  r  vertauscht  wird, 

S=%Jdfp  V  [(Sfl— .c)c+2(fl--c)f  COS9— ffl(*«+r^ .       {h ) 
Ist  ü  =  0,  geht  also  die  Curve  durch  den  Mittelpunkt  (Fig.  3),  so  wird 

S=%jlp  /(»«— *«)(f*+r'») .  (8) 
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Ist  die  Curve  ein  Kreis  vom  Durchmesser  ih  <i^a  (Fig.  4),  so  gidbt  die 
Formel  (4),  da  dann  fi  =^  y  ist,  wenn  zur  Abkürzung 

2(a  — 6)  (6  +  c)  — c»  =  f» 
und  26  (« — b, —  c)  =^ 
gesetzt  wird,  and  iS" die  SeitenOllche  des  Cylinders  über  dem  ganzen 
Kreis  bedeolet, 



^=86jf(i9  /p  +  ^cos2y,  (8) 

wie.  auch  Fuss  {S.  2  !  9)  findet.  Dieser  Ausdruck  lässt  sich,  was  derselbe 
nicht  bemerkt,  ohne  Weitläufigkeit  allgemein  rednciren.  Es  ist  nttmlich 

fdg>      + 9' COS  2 9)  =  / f'H'f  ^ r *  -        8'° ' 9  • 
Da  nun  f*  +  ^=?  16  (•  —  6  — c)+<?(2«  —  c).  und 
2^*=  46  (« — 6 — c),  so  ist,  da  überdies  e  <Ss«  immer  <1, 
dahor  ^ 

f^^^  J-=8»//ii^lS(^^).  (4) 

Es  ist  daher  die  innerhalb  der  Kugel  enthaltene  kreis- 
förmige  Cylinderfläche   vom    Halbmesser   b   gleich  der 
Flache  eines  geraden  Cylinders  von  der  Höhe  26,  dessen 
Basis  eine  Ellipse,  deren  halbe  grosse  Axe  =  -J- 
und  deren  halbe  kleine  Axe  =  V^p  —  fß  ist. 

Für  c=-(i  und  b  =  ia  geht  die  Foriuel  (3j  Uber  in 

was  den  in  Nr.  1  angenihrtea  Montucla'schen  Satz  giebt. 


7. 

Eben  so  leicht  getangen  wir  endlich  zu  einer  Formel  ftir  den  Bogen 
o  der  Durdbscfanittscurve  der  CylinderflAche  über  CMD  (Fig.  2)  mit  der 
KugelflAcbe.  Das  Element  dieses  Bogens  ist  nHmlich «  wenn  ^  ^  and 
JT  der  senkrecht  Uber  M  auf  der  Kugelflfiche  liegende  Punkt, 
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Subsdluiren  wir  nun,  v  mit  r  vertauschend,  fUr  MM  den  in  ISr.  4  ge- 
fiuideuea  Ausdnick  voa  PP,  m  giebt  dieser,  differentürl»      ^  ■  , 

A^MW  =  ^'t  5°  ~         y  -  r]  r  -  f g  -  r)  r  sin  jg^ . 

f  { J  a  —  c)  c  +  8  (a  —  cj  r  cos  7  —  r* 

daher  folgt,  wenn  wir  zar  Abkttrzaog  a  —  c  —  Ä  seUen,  die  Lttp^ 
der  Gorve  Ober  CMÜ 

Gebt  die  Cvrve  durch  den  Mittelponkl,  so  dau  also  A  =  0  wird,  so 
ergiebl  sich  der  einbchere  Aitsdrack  , 

Für  den  Kreis  vom  Durchmesser  2  6  folgt  aus  (I),  wenn  p  und  f  die- 
selbe Bedeutung  wie  in  der  vorigen  Nummer  haben  und  9  die  Länge 
des  ganzen  Umfengs  der  Dnrchschntttsdnrve  ist,  da  dann       y  , 

a=2_(4y|^^=^^;^^^.;----^^}.  (3) 

wesentKcb  ttbereinslimmend  mit  F u  ss  (S.  S4  9). 

Kehren  wir  jetzt  zu  der  im  Eingange  zn  Nr.  4  aufgeworfenen  Fragf 
zurück,  80  verwandeh  sich  die  Gleichung  der  Schleifenlinie  in  der 
yz-Ebene,  «^y*  =  ^  {tfi  ^  (Nr. 2),  wenn  wir  y  s r  ain  9»  und 
s  =  r  cos  9  setzen,  in 

  2  a  V'  cos  2  if 

^  ~    1  +  cos  4  y  • 

Dieser  Ausdruck ,  in  Nr,  4,  (2)  fUr  f  (dp)  gesetzt,  giebi 

= «*  (i  tg*  9  —   tg*  9  +  lg  9  —  . 
Dar  =  0,  wenn9=y,  so  ist /i  =-^;  daher 

f  «'-:-<"  (II -r)  =  «'(T-H)- 
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Dieser  Werth  ist  zu  verdoppeln .  wenn  man  den  Inhalt  des  über  der 
ganzen  Schleife  errichleten  Cyliuders  haben  will.  Wird  nuQ  vom 
iDball  der  Halbkugel  ^  abgezogea,  so  bleibt  als  Rest 

»•  AS- 

also  lassen  die  aber  beiden  Scbleifen  der  Curve  errich* 
teten  Cylioder  vom  Inhalt  der  ganzen  Kogel  den  Rest 

-46 

oder«  wenn  Sa  =  ^.  den  Rest  ttbrig. 

9. 

Um  endlich  den  Tnlialt  des  Uber  dem  Abschnitt  der  Parabel  CDBC 
(Fig.  1)  errichteten  cyliudrischen  Korpers,  SO  weiter  in  der  Kugel  cin- 
geschlofiseo  ist,  zu  bestimmen,  bedienen  wir  uns  mit  mehr  Vortheü 
nach  der  gewöhnlichen  Weise  rechtwiokliger  Coordinaten.  Da  für  die 
Kogel  ff  =  /o« — — so  folgt 


arc  sm - 


Da  nun  nach  Nr.  2  die  Gleicbong  der  die  Basis  dieses  Cylinders  begren- 
zenden P&rabel  =  a  {0  —  x)  ist.  so  ist  vorstehendes  integral  zwi- 
schen den  Grenzen  *  =  —  ^^ a  [a  —  x)  und  z^-h  / «  («  —  i)  za 
nehmen  nnd  dann  nach  x  zu  inlegriren.    Ersteres  giebt 

(a  —  x)  VÜx  +     — arc  sin  f  5^  . 

Setzt  man  nun  alsojr=acot'{  und<i];=2acot|dcot{. 

so  ist  zu  finden 

Ä«»y[cot* f — cot*  i + { (cot  { — cot»  i)]  d  cot  f , 

d.i. 

[I  cot«^ — i  cot»|  +  il  cot*^  —  i  ;  co4«i — 4 yiot»*  dl 

+  '/cot«|d|]. 

Da  nun 

fetiL^idi  =  _  cot  I  —  I , 
und  ycot*id|  =  — i  cül*i  +  ]  col»{  —  coli  — 
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SO  giobt  die  Substitution  dieser  Warthe  in  dem  vorhergehenden  Aus- 
druck tür  das  gesuchte  Integral 

f'  [2  cot  1  +  1  cot»  I  —   cot*  £  +  1(2  +  3  col»  |  —  cot •  £)] . 

Wird  dasselbe  von  «  =  0  bis  «  =  d.  i.  von  ^  =r  j  bis  I  =  ^  ge- 
nommen and  verdoppelt,  so  e^iebt  sich  als  der  gesuchte  Inhalt 

oder,  wenn  2a  = 

Der  Inhalt  der  Uber  den  beiden  Parabeln  in  den  Halb- 
kreisen CBD  und  CAD  errichteten  cylindrischen  Ktfrper 
beträgt  also  zusammen 

10. 

Vergleichen  wir  die  in  den  beiden  vorigen  Nuinmeru  erhaltenen 
Raumbestimmungen  miteinander,  so  kann  es  zunächst  aurTallcn,  dass, 
indess  für  die  Cylinder  Uber  der  Schleifenlinie ,  wie  für  die^  über  den 
beiden  Kreisen,  dio  Reste,  die  sie  von  der  Kugel  übrig  lassen,  cubir- 
bar  sind,  dasselbe,  was  die  cylindrischen  Körper  Uber  den  Parabeln 
betrifll,  nicht  von  ihrem  Reste,  sondern  von  ihnen  selbst  gilt.  Dieses 
Befremden  hebt  sich  aber,  wenn  man  bemerkt,  dass  nicht  die  von  die- 
sen Purabelo  eingeschlossenen  Flächenräume,  wie  bei  der  Schleifenlinie 
und  den  Kreisen,  sondern  die  zwischen  ihrem  Umfang  und  dem  des 
grOssien  Kreises,  in  dessen  Ebene  sie  liegen,  entliaitenen  Flachenrftume 
die  Projectionen  der  Flächen  sind,  in  welchen  die  Kugel  von  den  Cylin> 
dem  durchbrochen  wird.  Der  in  der  vorigen  Nr.  gefundene  Inhalt  ist 
also  in  der  Tbatebenfiills  ein  Rest,  derjenige  nämlich,  den  die  Cylinder  Uber 
den  Projectionen  derOeffnungen  in  der  Kogelfläcbe  auf  die  ds^Bbene  von 
dem  Kugelinhalt  ttbrig  lassen.  Bezeichnen  wir  nun  diese  Reste,  welche 
die  kreisfitrmigen,  schleifenförmigen  und  parabolischen  Cylinder  von  der 
Kugel  ttbrig  lassen,  der  Reihe  nach  durch  JR,  Jf,  ü".  so  ist,  wenn  d  der 
Durchmesser  der  Kugel, 

daher 

Ä  +  ir  +  Ä  =  &K 
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Die  Räume  also,  welche  die  geraden  Cylinder  über  den 
Projeclionen  der  Flächen  der,  nach  Nr.  3,  durch  Bewegung 
eines  Punktes  in  beiden  Halbkugeln  erzeugten  sphäri- 
schen Schleifenlinien  auf  die  drei  durch  den  Mittelpunkt 
gelegten  Coordinatenebenen,  der  Reihe  nach  von  dem 
Inhalt  der  Kugel  weggenommen,  übrig  lassen,  sind  zusam- 
men dem  Cubus  des  Kugeldurchmessers  gleich. 

ii. 

Macht  man  jeden  der  beiden  Flächentheile  der  sphärischen  Schlei- 
fenlinie zur  Basis  eines  Kugelsectors  K,  so  ist  der  Inhalt  desselben,  da 
jener  Flüchentheil ,  nach  Nr.  1,  =  tio*  —  2fl», 

^  =  |a»(;r-2); 

daher  der  Rest,  den  er  von  der  Viertelkugcl  übrig  lässt. 

Der  Rest,  den  alle  vier  Kugelscctoren  zusammen  von  der  Kugel  übrig 
lassen ,  betrögt  also 

yo'  oder  ,  fJ', 

was ,  nach  der  vorigen  Nr.,  auch  =  (i?  +  /f  -f  R"j  gesetzt  werden 
kann. 

Jeder  dieser  Sectorcn  ist  aber  in  der  Hälfte  eines  der  kreisförmigen 
Cylinder  eingeschlossen,  deren  Inhalt  =  ^a*  —  -^a*.  Der  Rest,  den 
der  Sector  von  diesem  ihn  umschliessenden  halben  Cylinder  übrig  lasst, 
ist  also 


folglich ,  da  der  zwischen  der  Fläche  dieses  halben  Cylinders  und  der 
des  ihn  umschliessenden  Viertels  der  Kugel  enthaltene  Raum  ~  -*  ist, 
die  Hälfte  dieses  Raums;  oder:  der  Raum  zwischen  dem  Mantel 
des  Scctors  und  dem  des  halben  Cylinders  ist  halb  so 
*  gross  als  der  Raum  zwischen  dem  Mantel  des  halben 
Cylinders  und  der  Fläche  des  ihn  umschliessenden  Ku- 
gelviertels. 
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4Ä. 

Gehen  wir  jetzt  auf  die  allgemeinere  Untersuchung  ein ,  ob ,  wenn 
Uber  dem  Durchmesser  des  grössten  Kreises  Aß  =  2  a  einer  Kugel 
(Fig.  5)  zwei  einander  berührende  kreisförmige  gerade  Cylinder  von  an- 
gleichen  Durchmessern,  AC  ~  2h,  CD  =  2  {«  —  6),  errichtet  wer- 
den,  diese  in  Bezuc^  auf  Flache  und  Inhalt  der  Kugel  zu  tthnlichea  Sttlzen 
fbhren ,  wie  die  Cylinder  von  gleichen  Durchmessern. 

Untersuchen  wir  zunächst,  ob  die  Theile,  welche  diese  Cylin- 
der von  der  Kugelflilche  abschneiden,  von  dieser  hinw^geuommen, 
quadrirbare  Reste  tlbrig  lassen.  Wir  bedienen  uns  hierbei  der  Formel 
(3)  in  Nr.  5,  in  welcher  fUr  den  Cylinder  über  ÄCez=0  zu  setzen  ist, 
wodurch  sie  Obergeht  in 

in    »6  cos  9 

e  =  iafiUp  J^y~^  5-. 

Bs  ist  aber  allgemein 
/y>J^y_^=—  /aoiTcos  y — +  2a cos  y  arc  sin  . 

woraus,  wenn  dieses  Integral  von  v^0bisv=:s86co8  9>  genommen 
wird,  folgt 

—  2  cos  9  /  6  (a  —  6}  +  2  a  cos  jgp  arc  sin  Yt  " 
Dieser  Ausdruck  giebt,  nach  q>  integrirt 

—  2  sin  9  ^  /6  (a —  b)  —  a  arc  sia  • 

Wird  nun  dieses  Integral  von  9  =  0  bi^  (jp  :=  ^  genommen  ond  mit  4  a 

multiplicirt ,  so  kommt  fur  die  Summe  der  beiden  durch  den  Cylinder 
ober-  und  uQlerhalb  der  Grundebene  von  der  Kugelfläche  abgeschnitte- 
nen Theile 

@  =  8 a  (a  arc  sin        —  vT(«r-^  6))  . 

Hieraus  ergiebt  sich  sofort  durch  Vertauscbung  von  6  mit  a  —  4  Air  den 
durch  den  Cylinder  Uber  BC  abgeschnittenen  Theil  &  der  Kugelflttche 

<S'  =  8a(aarccosf^—  /6(a  — 6)). 

Daher  ist 

©  +  ©  =  ijf4^  —  <6a  V"*  (a  —  6). 


Digitized  by  Google 


446 


Es  daher  der  Rest,  den  @  and  zasammengenommen 
von  der  Kugeinsche  Obrtg  lassen,  quadrirbar,  nUnUcfa 

=^  4.2a/26  (2a  — 26) 
=  2AB.de. 

Fttr  6  =  ^  wird  hieraus  2ili^,  wie  es  sdn  moss.  Hinsichtlich 
dm*  abgeschniUeoeD  Flachen  zeigea  also  die  Gylinder  von  ungleichen 
Durchmessern  eine  ganz  Shnliche  Eigenschaft  wie  die  zuerst  betrachte- 
ten Cyllnder  von  gleichen  Durchmessern. 

Bs  mag  hierbei  nicht  unbemerkt  bleiben «  dass  der  Rest,  welchen 
die  halben  Kreisfaasen  dieser  Cylinder  Uber  AC  und  BC  zosammenge^ 
nommen  von  dem  Halbkreis  ttberilB  zurücklassen,  derT^^f^Aog  der 
Alten  ist,  dessen  Flüche  gleich  der  eines  Kreises,  von  dem  der  Durchmesser 
die  mittlere  Proportionale  zwischen  AC  und  BC»  also  DC  ist.  Der  Ar- 
belos  ist  demnach  keine  quadrirbare Flache;  dagegen  ist  dies,  nacb  dem 
Vorstehenden,  deijenige  Theil  der  Kogelflache,  dessen  Ptojection  auf 
die  angeiH>mmene  Grundebene  der  Arbelos  darstellt,  und  den  man  den 
sphärischen  Arbelos  nennen  kann. 

13. 

Die  so  eben  gefundenen  Ausdrucke  fUr  S  und  @'  sind  unmittelbar 
einer  geometrischen  Auslegung  Tahig.   Es  ist  nttmiicb  (s.  Fig.  5} 

arc  sin  /  -  =arc  sm  /        — arc  sin  ^  =  arc.  ang.  ABB 

—  4  arc.  ang.  AOD; 

also  4  a'  arc  sin  =  2  a'  arc.  nng.  AOD.  Nun  ist  dieser  letztere 
Ausdruck,  wenn  arc.  ang.  AOD  in  Theil en  des  Halbmessers  1  bestimmt 
Mrird,  die  Oberfläche  des  hun(t)rmigen  Kugelausschnittes  {üitguUjt  der 
von  der  Grundebene  und  einer  durch  OD  gelegten  Ebene  begrenzt  wird, 
die  senkrecht  auf  der  Ebene  ABB  steht.  Bezeichnen  wir  nun  die  Ober- 
flache dieses  Ausschnitts  nach  seinem  Flachenwinkel  durch  Ar.  Ung. 
AOD,  so  ist 

4o*  arc  sin  Ar.  Ung.  AOD. 

Da  nun  andrerseits 

iaVb  (a  —  b)  =^  Za/2b  (2a  —  26)  =  AB  .  CD, 
so  ist  i  ©  =  Ar.  üüg.  AOD  —  AB  .  CD. 
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Offenbar  isi  aber  auch  Ar.  Ung.  AOD  —  Ar.  Uog.  AOE;  daher 
©=  Ar.  ÜDg.  AOD  +  Ar.  Ung.  AOE  —  2.1/?.  CD 
=  Ar.  Ung.  AOD  -f.  Ar.  Ung.  AOE  ^AB.DE, 
Hiemacb  ist  nnn 

Ar.  Ung.  AOD  —  =  Ar.  üog.  AOE  —  i  ®  =  iU?.  CD. 
also  der  ReBt,  den  jede  der  beiden  Flttchen  in  denen  der  Cyünder 
über  ÄC  die  Kugelflftche  durchbricht,  von  der  Oberfläche  des  Hufes 
ziiracklAfis^  dessen  FIttchenwinkel  für  die  eine  AOD,  fllr  die  andere  der 
gleiche  Winkel  AOE  ist»  quadrirbar;  folglich  gilt  dies  auch  von  ihrer 
Summe. 

Ebenso  folgt,  dass 

Ar.  Ung.  BOD  —  ^6'  =  Ar.  Ung.  BOE^  =^AB,CD, 
Für  AC  =:  SC  geht  Ar.  Ung.  AOD  =  Ar.  Ung.  BOD  Uber  io  m*,  CD 
in  lAB ,  also  wird  dann 

JM?  —  i  ®  =  JW^  —  i®'  =  i  {AB)\ 

oder 

4jwi?  —  2©  =  4jfa»  —  2®'  =  ^{ABf, 
was  der  Viviant'sche  Satz  ist. 

14. 

Um  femer  die  Seitenflächen  dieser  ungloielicn  Cyliiuler  zu  bestim- 
men, gentigt  es,  zunächst  TUr  den  Uber  AC,  {Vis.  5  in  Ht.  6,  (2)  c  =  0 
zu  setzen.   Da  dann  p  =  ^  =  26  (a  —  b)  wird,  so  ist 

J'd^  V^P  +  9*  cos  2  (/^  —  2  /6  {a  —  b)    d(p  cos  y 

=  2  /6  (ä  —  fr) .  sin  9» 
daher  * 

^=166/ 6  {a  —  fr)  =  4.26/ 26^2 o— "aTfr) 
^  AC.DE. 

Durcli  Vertauschung  von  b  luü  a  —  6  erhält  man  für  die  Seileaflüche 
des  andern  Cylinders  liber  BC 

.S*  =  -16  (a  -r  6)  v'6(«  — 6)  =  %BC,DE. 
Beide  FUchen  sind  also  quadrirbar.   Ihre  Summe  ist 

S-k-S=^iAB.DE. 
Fttr  AC  =  BC  ergiebt  sich 

J?=     =  (AB)»;  r  =  2(AÄ)» 

was  der  Montucla'sche  Satz  ist. 

AMMI.  4.  K.  S.  Cm.  d.  Wtuwmfc.  1.  ^  32 
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15. 

Gehen  wir  jetzt  aa  die  BeBtimmung  des  Infaallefl  dieser  Gylinder. 
Wir  erhalten  den  Inhalt  8  desjenigen  fiber  AC,  wenn  wir  in  Nr.  4,  (3) 
c  =  0  selzoi.   Sei  zur  Abkttrzung  2a  cos  ip  —  At  so  wird 

J^vdv  / iarc  cosy — »*= — l  {Av — v^i  +  1  A  [(^ — a^)    Av  —  ü* 

+-^A*aroain}^'J-]. 
Wird  dieses  Integral  von  v=0  bis  r  =  24  cos  ^  genommen,  so  kommt 

[a»  arc  sin       ^  ]  (3  aH  2  at — 8  b'^j  /6(a— 6)J  cos*  y . 
Nach  9  integrirt,  giebt  dies 

[o»  arc  sin      —  •  (3  aH  2  «4  —  8  4»)  /6(a— 6)]  (sin  y  — »  sin»  . 

Wird  endlich  dieses  Integral  zwischen  den  Grenzen  g>  =  0  und  9 
genommen,  so  folgt 

5=  f o^arc sin -  J (3ii>+2a4--8 /6(^ b) . 

Durch  Vertaiischiint;  n  on  b  mit  a  —  b  crgiebl  sich  für  deu  iühuit  des 
andern  Cyliuders  über  ßC 

S'=fa»arccosj^i-+f(3fl^— l4«4+84«)/4(a— 4); 
daher  ist 

folglich  i.st  der  Rest,  den  beide  Cvlinder  zusamraengcDü in- 
men  von  der  Kuj^el  ubn^;'  lassen,  cubirbar.  nUmlich 

4-«a«— (S+S')  =  ^(a6— 4«)J  =  [24(2a~26)ji 

eine  Erweiterung  des  Bossnt'schen  Satzes,  der  hiemus  fUr 
AC=BC  folgt.  Auch  hinsichtlich  des  Inhaltes  führen  also  die  Cylin- 
der  von  ungleichen  Ihirduiiessem  zu  Ähnlichen  Resollaten  wie  die  von 

gleichen. 

16. 

Anch  hier  hisst  sich  leicht  die  geometrische  Bedentung  der  For- 
meln  für  8  and  S  nachweisen.    Da  nAmlich,  nach  Nr.  13,  (Fig.  5) 

arc  sin       :=  ^  arc.  aog.  AOX> ,  so  ist 

Ytßvo  sm  f  tf^aic.  aiig.AOD  —  Ung.  AOB, 
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wo  ÜDg.  AOD  den  Inhalt  des  Hufes  bedeutet,  dessen  Flacbenwinlcel 
AOD. 

Ferner  ist 

CD)^—'- AB.  CD,  CO; 

daher 

üng.  AOD—  f  Sr=  ^(CD)^  —  ^^  AB. CD. CO. 
Mithin  l'dssl  ^5,  von  dom  lliife,  deisüen  FlAcbenwinkel  AOD,  hinweg- 
genommen ,  einen  cubirban  n  Rest. 

Ehonso  ergicbt  sich  in  Beziehung  auf  S' 

UüS'B0D--^-^S=  —  ji3a^  —  Hab  +  Sb*}y/b{a^b) 

Beide  Reste  gehen  tor  AC  ^  BC  Uber  in  ^  [AB]^,  was  vervierbcht 
giebt,  wie  es  dem  Bossut'scheu  Satze  gemäss  ist. 

17. 

Bestimmen  wir  endlich  nach  Nr.  7.  don  Umfang  der  Durcli- 
schnittscurve  des  Cyhiidcrs  Uber  AC  mit  der  kugelfliiche,  indeoi  wir 
c  =  0  setzen,  so  wird,  da  dann  p  =  g*  z=:z  %b{a  —  b), 

a=  i  fd(p  /V+fr(a  —  6)  sin'y  . 
Sei  9»=:^  —  ifi,  80  wird 

Da  nun  lur  (f  —  0,  tp        ,  und  tur  (p  =~ ,  y  =  0,  so  wird- 


ü  =  i  /abjdip  ]^\  —  (^-^)  sin»  ip  , 

d.  i.  gleich  dem  halben  Umfanp;  einer  Ellipse,  deren  halbe 
grosse  Axo  ~2V' öfe  — AZ>,  (Fig.  5  und  deren  halbe  kleinf»  Axe 
=  26=  AC ;  eine  Erweiterung  des  oben  (Nr.  t }  erwähnten  Fuss'schea 
Satzes. 

Die  Vertaaschuog  von  b  mit  a  —  h  gic  lit  fur  den  Umfiiiig  g'  der 
Durchschnittacurve  des  andern  Cylinders  über  BC 


o'z=i  yfb[a  —  b)Jdii,  sin» 


32« 
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Er  ist  also  gleich  dem  halben  Umfang  einer  Ellipse,  deren 

halbe  grosse  Axe  2/ a\a — 6)  =^DD  und  deren  iialbe  kleine 
Axe  2{a  —  b)  =  ItC  ist. 

Die  V(Miileichniii;  beider  Ellipsen  zeigt  sofort,  dnss  die  Summe 
ihrer  halben  kleinen  Axcn  u;leich  dem  Durclimesser,  die 
Summe  der  Quadrate  ihrer  halben  grossen  Axen  gleich 
dem  Quadrate  des  Durchmessers  der  Kugel,  die  Diffe» 
renz  der  Quadrate  der  halben  Axen  der  einen  derselben 
Differenz  der  andern  gleich  ist. 

Untersachoi  ym  die  Natur  dieser  Dorchschnittscnrve  naher.  Wird 

A  (Fig.  5)  zum  Coordinatenanfang  gemacht,  so  ist  die  Gleichung  des 
Kreises  über  AC,  als  der  Projection  der  Curve  auf  die  a:y-Ebene, 

(j?  —  6)' +         6»,  . 

die  der  Kugel 

{.T  —  aY  +     +     ^  a'. 
Durch  Rliminalion  von  y  ergeben  diese  (jlcichungen  für  die  ProJection 
der  Durchschoittscurve  des  Cy linders  Uber  AC  auf  die  ds-Ebenc 

s2      2  (a  —  b) 

die  Gleichung  einer  Parabel,  deren  Scheitel  A,  Axe  AC  ist,  und  die 
durch  die  Punkte  D  und  E  geht. 

Durch  YertanschuDg  von  b  mit  a  —  6  ergiebt  sich,  wenn  B  zum 
Coordinatenanfang  gemacht  wird»  fttr  die  Projection  der  Durchschnilts- 
curve  des  Cyünders  Uber  BC 

also  die  Gleiehnng  einer  Parabel,  deren  Scheitel  B,  Axe  BC,  und  die 
ebenlklls  durch  C  imd  D  geht. 

Eliminlrt  man  aus  den  beiden  obigen  Gleichungen  e.  so  ergiebt  sieb 
fUr  die'  Projection  der  Durchschnittscnrve  des  Gylinders  über  AC  auf 
die  ffs^Ebene .  oder  auf  die  ihr  parallele  Ebene  durch  0 , 

die  Gleichung  einer  ge^en  die  y-  und  s-Axe  symmetrischen  Schleifen- 
linie, deren  Knoten  in  0  liegt  und  deren  Axe  =  ib{a  —  6)  =  DE  ist. 

Vertauscht  man  6  mit  a  —  b  und  nimmt  B  zum  Coordinatenanfang, 
SO  ergiebt  sich  für  die  Projection  der  Durchschnittscurve  des  Gylinders 
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Uber  BC  auf  die  jetzt  do^ch  B  gehende  ^Ebene,  oder  die  ihr  parallele 
Ebene  durch  0, 

die  Gleichung  einer  Schleifenlinie  derselben  Art  wie  die  vorige,  deren 
Knoten  in  0  liegt,  deren  Axe  ebenfiilte  =  46  (a  —  6)  =:=  DE  ist,  deren 
der  if-Axe  parallele  Ordinalen  aber  zu  denen  der  erslerm  Schleifenlinie 
im  Verhältniss  a^hxh  stehen. 

Htoaus  eriiellt  nun  zwar  schon,  dasa  diese  Durdiscbnittscnrven  die 
Form  von  qihsrischen  Schleifenlinien  haben,  die  flir  6        in  die 
oben  (Nr.  3)  erOrterte«€urve  ttben^ehen.    Indess  Ilisst  sich  auch  von 
ihnen  nachweisen,  dass  sie  durch  Bewegung  eines  l^uaktes  uui  der  Ku 
gelllüchc  erzeugt  werden  kunueu. 

19.  . 

Seien  nttmlich  y,  %  die  vom  Mittelpunkte  aus  genommenen  Goordi- 
nalen  eines  Punktes  U  (Fig.  i )  der  Kugelflflche ;  sei  ferner  der  Winkel,  den 
eine  durch  diesen  Punkt  und  die  i?-Axe  gelegto  Ebene,  weldie  eine 
Heridianebene  heissen  kann,  mit  der  «e-Eb^e  macht,  oder  die 
Lange  des  Punktes  M,  =  {}  ;  die  Neigung  endlich  des  Radius  OJHf  gegen 
die  ay-Ebene,  oder  die  Breite  des  l'uuktcs  M,  =  xp,  so  ist,  weuu  der 
UaJbmesser  der  Kugel  =  r, 

Bs  werde  nun  dieCurve  gesucht,  welche  der  Pnnkt  M  beschreibt,  wenn 
der  Sinns  seiner  Breite  zum  Sinus  seiner  Liinge  in  einem  oonstanten  Ver^ 
haltniss  m  :  1  steht,  so  dass  also 

sin  V  =  M  sin 

Dann  ist 

'   ^  =  f«co8**(1  —  m'sin**); 
=  f'sin*^(l  —  tn^sin'  ; 
z*  ~  f^m'sin'^. 

Daher  sind  die  Gleichungen  der  ProjecUoncn  der  Curve  uul  die  diei 
Coordioatencbeaen 

m'r^x^^  (r»—  z'j  (m»r»  — 
jK^t^y* s=s    (f*  —  , 
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Seist  man  nun  ^   

so  tvird  aus  der  letzten  von  vorateheDden  drei  GleicbungeD 

d.i.  die  Gleichung,  i\u\  nach  der  vorigen  Nr.,  die  Projection  der  Durch- 
scbnitlscDrve  des  Cylinders  Uber  AC  (Fig.  5)  mit  der  Kugelfläche 
vom  HaIbDieF<;fr  a  auf  die  durch  0  gelegte  Coordinateoebene  aus- 
drückt. Diese  Projection  ist  also  identisch  mit  der  Projeclion  der  Ciirve, 
welche  ein  Punkt  auf  einer  der  KngelfUche  Yom  Halb- 
measer  a  concentriichen  KvgelfU che, »deren  Halbmeseer 
=s  Sl  /t(a  —  b)  =r  CJ>,  erzeugt,  wenn  er  sich  so  bewegt, 
dass  der  Sinus  seiner  Breite  snm  Sinns  seiner  Lange 
immer  in  dem  constanten  Verhaltniss  Va  —  6  :  d.  i. 
CD  :  AC  steht.  Legt  man  daher  durch  diesen  Punkt  eine  Gerade, 
die,  wie  aucli  des  Punktes  Lage  sich  andere,  immer  der  x-Axc  parallel 
bleibt,  so  beschreibt  der  Durchscimitt  Uieser  Geraden  mit  der  Kugel- 
fltichc  vom  Ilaibniesser  a  die  Durchschniltscurve  des  Cyimders  Uber  AC 
mit  dieser  Kugeinüche. 

Auf  iihiili  In  \\  i  jse  wird  die  Durchschnitlscurve  des  Cylinders  Uber 
BC  mittels  der  Bewegung  eines  Puukles  auf  derselben  conccntrischea 
Kugelfläche  vom  Halbmesser  CD  beschrieben ,  dessen  Sinus  der  Breite 
aber  zum  Sinus  seiner  Lange  in  dem  constanten  Verhaltniss  :  / a — b, 
d.  i.  CD  :  BC  steht. 

20. 

Weitle  jetzt  Uber  einem  Blatte  jeder  dieser  beiden  Schletfenünien 
«n  gerader  Cylinder  errichtet  und  der  Inhalt  desselben ,  so  weit  er  von 
der  Kugel  umschlossen  ist,  besttoimt.  Dies  kann  wieder  nach  Nr.  i, 
(8)  geschehen,  wenn  man  in  die  Gleichungen  der  Schleifenimien  polare 
Coordinaten  einltahrt   Werde  daher  in 

y  =  t'siny,  s  =  vcos(p  gesetzt,  so  verwandelt  sich  diese  Gleichung  in 
"  =  55^^^ (a  —  6)  [acos^y  —  (a  —  6)]; 

woraus  folgt 
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Bieroach  wird 

*«<—i>)'^;—^<f- 

Da  nim  flir  n  =  0,  cot^  =  /^^^t  so  ist  y  =  trc  cos  /^^  ~  * 

==  arc  sin       der  Werth  von  f*  in  Nr.  4,  (2).    Hiemach  isl  nun 

f     (o«— »^J        (1 5  o'—  210  o6  +  ,12  ^}  /bla—b)  ~  | «» arc  sia  , 

Wird  dieser  Werth  von  .  -  ua^  — -  !  a^arc  sin  f  *  ab^ezoaicn  .  so  erhJilt 
man  den  Werth  von  S  in  Nr.  4,  (2).  Da  derselbe  aber  nur  den  Inhalt 
dos  linlhen  CyUnders  ausdruckt  (indem  die  Formel  sich  auf  die  Curve 
CMD  ia  Fig. 2  bezieht,  die  bloss  oberhalb  Ali  liegt),  so  ist  dieser  Werth 
zu  verdoppeln.  Hierdurch  orgieht  sich  für  den  Inhalt  des  Cylinders  ttber 
dem  ganzen  Blatt  der  Schleifenlinie,  der  zur  bessern  Unterscheidoog 
von  8  durch     bezeichnet  werden  mag, 

S,=  fa»arc  sia  fj—  ^(15a^  —  20a6  +  326')  /bJT^b)  . 

Durch  Vertauschung  von  6  mit  «  —  b  ergiebt  sich  für  die  andere  Schlci- 
fenlinie ,  deren  Gleichung  ==  ^L*^  —  ^)  —  ^]  ^  lohall 
S(  eines  ihrer  Blfttter ,  nttmlich 

S;  =  J-fl^arc  cos  f  ^  —    (27d»  —  44ii6  +        /b{a  ~  b)  . 
Demnach  i^t 

folglich  ist  der -Rest,  den  beide  Gylinder  zusammenge- 
nommen von  der  Kugel  übrig  lassen,  cubirbar,  nflmlich 

fitab  =  ^  wird  dieser  Rest  =  ^^-o^,  ttberemstimmend  mit  Nr.  8. 

Von  den  im  Vorstehenden  bestimmten  zwei  Cylindern  kann  der 
zweite .  dessen  Inhalt  iS*, ,  ofTenbar  auch  als  die  Siunnie  der  beiden  Gy- 
linder angesebon  werden,  die  z>vischen  den  beiden  Blattern  der  sphiiri- 
schen  Schlcilenlinie  über  Iii)  und  BE  und  iliren  Projoctionen  aul  (Ik^ 
durch  0  gehende  j/^Ebeno  hegen.   Aehnliches  lüsst  sich  aber  für  den 
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Inhalt  S^  des  zuerst  bcsliinmton  Cy linders  nachweisen.  Denkt  man  sich 
nümlich  von  jedem  I'unkif  de.s  tlurch  die  sphärische  Selileifenlinie  über 
AD  ciTirzo^flilMSsi  iii  II  Tlif'ils  der  KuL,'elilj'  tu'  oino  Soiikrechte  auf  die 
yz-i:-l)ene  gczogeu,  so  lulleu  diese  SenkrcchlcQ  zum  Tlioil  auf  die  linke, 
zum  Tlieil  auf  die  rechte  Seite  dieser  El)enc  und  sind  dalier  iheüs  po- 
sitiv, tliciis  negativ  zu  nehmen.  Es  sind  daher  auch  die  ihnen  zugeh(>- 
rigen  Elenientarprismcn ,  deren  Summe  den  cylindrischen  Körper  bildet, 
welcher  zwischen  der  Flüche  der  sphärischen  Schleifenlinie  tiber  AD 
und  ihrer  Projection  auf  die  yz-Ebene  liegt,  theils  positiv,  theils  nega- 
tiv. Einem  jeden  negativen  Prisma  eotepricht  aber  auf  der  andern  Seite 
der  ys- Ebene  ein  gleich  grosses  positives;  daher  heben  sich  in  der 
Samme  diese  entgegengesetzten  Prismen  auf  und  bleibt  als  Inhalt  des 
erwähnten  cylindrischen  Körpers  eine  Summe  posUiver  Blementarpris- 
meo  ttbrig,  die  dem  Inhalt  eines  auf  der  ebenen  Schleife  Uber  Od  (der 
Projection  der  sphärischen  ttberiUI)  erriditeten,  ganz  auf  die  linke  Seite 
der  ^Ebene  feilenden  geraden  Gylinders  gleich  ist.  Dasselbe  gilt  von 
dem  cylindrischen  Körper  zwischen  der  sphärischen  Sehleifenflfiche  Uber 
JUS  und  ihrer  Projection  auf  die  yz-Eheoß,  Hiemach  kann  also  auch 
der  Inhalt  des  zuvor  bestimmten  Gylinders  als  die  Summe  der  cylin- 
drischen Körper  augesehen  werden»  die  zvrischen  den  beiden  Blattern 
der  sphärischen  Scbleifenlinie  tlber  iU)  und  AE  und  ihren  Phijectionen 
auf  die  durch  0  gdiende  ^rs- Ebene  liegen. 

Bs  lasst  sich  iibrigens  nach  dem,  was  oben  in  Nr.  4  im  Allgemeinen 
bei  Formel  (2)  gesagt  ist,  leicht  Ubersehen,  dass  .S,  und  S'^  von  huflör- 
migen  Kugelausschnitten  eingeschlossen  werden,  deren  Flächenwinkel 
—  und  von  dcnuii  uacli  liuiwe^auluuc  von  S^  und  S^  cubirbare 
Rüumc  tlbrig  bleiben. 

31. 

Werde  endlich  auch  über  jeder  der  beiden  Parubolu  DAEy  ÜBE 
(Fig.  ä),  deren  rilcichungen ,    nach  Nr.  18,  2  [a  —  b)  X  und 

==  ^bs"  sind,  eine  gerade  (Ij lindeillüche  errichtet  und  der  Inhalt  des 
Körpers  boslinimt,  der  von  ihr,  der  Kugel  und  (iiner  durch  DE  gehen- 
den, auf  den  Ebenen  der  Parabel  senkrechten  Ebene  begrenzt  w  ird. 
Da  fur  die  erste  dieser  Gleichungen  Ader  Coordinatenan£Bu:ig  ist,  somuss 
als  Gleichung  der  Kugel 

(«  —  o)»  +     +  2?  = 
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zum  Grunde  gelegt  werden.   Diese  giebt 

Wird  dieses  Integral  zwischen  den  Grenzen  z  =  —  V^2(a  —  b)si  und 
s     +^ 2(a  —  b)x  genommen,  so  kommt 

/T(a  —  hjx./ 26 — a;  +  (2flj; — cc^j aic sin , 

was  weiter  näcb  «  zn  integriten  und  von  x=  0  bis  4;  =  26  za  nehmen 
ist.   Es  findet  sich  aber  nach  gehöriger  Bednction 

daher 

Sei  fenier  ^jj^-  =  sin*!,  so  wird 

Jdxi^ax  —  x^BxcBiü  =  -1 6  (a  —  6}»/ ^~^^)  £  d  sin  i  • 

Bs  ist  aber  weiter 

=  i(''-*)[.-i?i+ii(ji^+a?l+»)«="i«] 

-  ;4iä+K.:-s+2)co.{].  _ 

Wird  nun  dieses  Integral  von  r  -  0  bis 2  6,  d.  i.  von  i = arc  sin ^'—^ 
=  arc OOS  /^-^  =  arc cot  f-'i^  l^is  f  =y  genommen,  so  eigiebt  sich 

nach  HinzufUgung  des  Factors  1 6  (a  —  bf 

-     

ydäB(2iw--a^arcsin  f^*;,*^  =  ^(I5fl»+ 10a6  —  166*)/6(a--6) 

+  ffl^arccos/^— |-ii(a  + 2*)(a— 6)». 

Wird  dieser  Ausdruck  zu  dem  bereits  gefundenen  des  ersten  Integrals, 
5|5'V^6(o  —  b) ,  addirt,  so  erhalt  man  für  den  Inhalt  des  gesuchten 
Korpers,  der  durch  Sj  Lczcichnet  vvorde,  nach  Verdoppelung  der  Summe, 

Ä,  = (1 5   +  4  0  06  +  8  ft») /6(ö^  6)  +  fflP  arc  cos 
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Durch  VerlauschuDg  von  6  mit  a  —  b  erfaaU  man  fUr  den  cylindhscli6& 
Körper     Uber  der  andern  Parabel 

^  33 —  Ä6«6  +  8 J^) /4(«  — 6)  +  f tfarc sio 
Hieraua  folgt  für  die  Sonuue  beider  Räume 

also  oin  cubirbarer  Raum.  Für  b  =  geht  dieser  Ausdruck  über  in 
•^o*  oder,  wenn  fta  =  ^,  in        wie  in  Nr.d  gefuodea  wurde. 

28. 

Es  ist  auch  hier,  wie  in  Nr.  10,  zu  beachten,  dass  die  paraboli- 
schen Gnmddachen  der  eben  bestimmten  Körper  nicht  die  Projcctionen 
der  Flürhon  der  beiden  sphärischen  Schleifenlinien ,  sondern  die  Reste 
sind ,  weJclie  deren  Projcctionen  idie  von  den  Zweigen  dör  Parabeln 
und  dem  Umfang  dos  grösslen  Kreises  ADÜE  (Fig.  5)  eingeschlossen 
werden)  von  den  Kreissegmenten  J)AE ,  DDK  übrig  lassen.  Daher  ist 
auch  der  Werth  von  +  S^^  in  der  vorigen  ?<ummer  als  der  Rest  zu 
betrachten,  welcbea  die  auf  den  Projeclionen  selbst  errichteten  cylin- 
drischen  Körper  zusammen  vom  Inhalte  der  Kugel  übrig  lassen. 

Bezeichnen  wir  nun  den  in  Nr.  4  5  gefundeneo  Rest  des  KogeUn- 
haltes,  den  die  Cylinder  tlber  den  ungleichen  Kreisen  zusammen  übrig 
lassen ,  durch  i^,  ferner  den  Rest,  der  in  Nr.  20  für  die  Cylinder  Uber 
den  beiden  Schleifenlinien  gefanden  wurde,  durch  Ji|,  endlich  den  Rest 
in  der  Torigen  Nommer  iS,  "l-  «S^  dnrch  J^,  so  ist 

=  II  (iia^  —  32a6  +  326»)  /6(tt  — 6) ; 
jR,  =  ^(3ii«  — fl6  +  a^V6(a  — 4). 

Addirt  man  alle  drei,  so  ergiebt  sich 

eine  Erweiterung  des  in  Nr.  10  gefundenen  Salzes,  der  fUr 
4  =  y  daraus  folgt   Nach  Nr.  K  %  eig;iebt  sich  auch 

J^,  +  Ä,  +  Ä,  =  « [4  jw^  —  (©  +  6')] . 
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23. 

Um  die  FaraUele  za  der  einfacheren  Untersuchoog  ia  Nr.  8  bis  1 1 
zu  ToUenden,  k^liuieik  wir  noch  den  Inhak  der  Kngelaectoren  ff  und  M! 
beatimmea,  welche  die  fiUltler  der  sphärischen  ScbleifenÜnien  -^6  und 
^  6'  m  Nr. IS  zur  Basis  haben.   Offenbar  ist 

K=        =  fa»  (a.arc  ßin       —  V6  (a  —  6)) ; 

r=  io®'  =  fi^(Ä.awcos|^^— V6(«  — *)). 

Diese  Kugelsectoren  werden  aber  von  den  Hlllftea  der  in  Nr.  45  be- 
trachteten Cylinder  5,  S  umschlossen.  Vermfige  der  dort  erhaltenen 
Ausdrücke  ergeben  sich  als  die  Beste,  welche  dieKugelsectoren  von  den 
Hälften  dieser  Cylinder  llbrig  lassen , 

J-S*— iT  =  i(3a  —  46)  (a  —  b)  /b  (a  —  4) . 

Diese  Reste  sind  also  cubirbare  Baume  und  geben  für  b  =-j  in  ^ 
Uber,  was  mit  Nr.  1 1  Ubereinstimmt. 

Da  femer,  nach  Nr. 46, 

üng .  AOD  —  4^  =  4  (^'^+*«*'-*^*')  ^b{a  —  b) , 
so  folgt 

Uog.  AOD  —  ff  =r  üng.  BOD  —  ff  =  ^f^Vb{o—h)  =  | {AB)*.  CD ; 

welcher  Werth  fUr  4  —  j,  ftlr  den  Ung,AOD  =  Ung.  JBOD  ^4"^ 

wird,  in  y«^  ttbeig^t,  wie  ebenblls  schon  in  Nr. II  gefun- 

den wurde. 

Da  CS  solcher  Kugclsoctoren  vier  giebt.  die  von  den  huffürmigrn 
Kugelanssdmitten  umsclilosson  werden,  (leren  Flüchenwinkel  AOD, 
AOE ,  liOl),  fiOE  sind,  diese  Kugelausschoilte  aber  zusanimengenoni- 
men  di.  Kugel  geben,  so  folgt  auch,  dass  die  Reste,  welche  die 
vier  kuLtcisectoren  vom  luhalle  der  Kugel  übrig  lassen,  zu- 
sammengenommen \{ABf.  CD  =  j{ABy.DE  betragen,  was 

nach  der  vorigen  Nummer  =  *  (1^ ^  Jl,  -1- ist. 
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U. 

Noch  einmal  zurViviani'schen  AaflOsuDg  zurückkehrend,  kön- 
nen wir  die  Frage  aufwerfen,  ob  sich  stall  des  krcisfürmigcu  C\ linders 
nicht  uii(-h  ellii)lisclic  finden  lassen,  die  der  Aufgabe  Genüge  leisten.  Da 
der  Durchmesst^  eines  solchen  Cylinders  gegeben,  nftmlich  =^  a  ist,  so 
ist  ^  tt  eine  halbe  Axe  der  elliptischen  Basis  desselben.  Setzen  wir  nun 
die  andere  halbe  Axe  -  \  h  und  lassen  vor  der  Hand  unbestimmt,  w  el- 
che von  beiden  die  grössere  ist,  so  wird  die  Gleichung  des  C\ linders 
oder  seiner  Basis ,  w  i'nn  auch  hier  der  Mittelpunkt  des  srrösslen  Kreises, 
auf  dessen  Ebene  der  Cylinder  sieht,  der  Coordiualeuauüiag  ist, 

Bezeichnet  nun  ® ,  wie  in  dem  Vorigen,  die  ^udite  Flädie,  so  ist 

WOy|=— -j-V^oa;  —  und  y,  =  +  / —  3?.  Substituirl  man 
nnn  in  dieser  Formel  die  aus  der  Gleichang  der  Kugel,  «^+^  +  »^  =  a^ 

ds  ds 


sich  ergebenden  Werthe  von  j^i  j^*  so  erhält  man 

r       2«    (iriii)  • 

Vi 

^^'T/  =  ^'  alsod;^y_^^;.g^.  mUhm  dx ,  su 
wird 


Dieses  letzlere  Integral  giebt,  mit  Weglassong  der  wiilkttrlichen  Con- 
staute,  wenn  h>  a, 

wenn  6  <  ^,   

Da  nunfüra;=0, 1=0,  für«=a,f=arcsin(~;^=arctg(y.j^---j  , 

so  ist,  wenn  6  >  «,   


Digitizcü  by  Google 


ZU&ÄTZB  ZDM  FjLOUNTlNBa  PftOBLEM.  459 

wenn  6  <  «, 

=  4..».sin(.-;^)-^lgn(n^-). 

Im  ersten  Falle  ist  also  n  die  kleine,  b  die  grosse  Axe  der  Ellipse. 
SoU  diese  ganz  iimerbalb  des  grOsslen  Kreises  liegen,  so  darf  b  nicht 
grösser  als  a/¥ sein,  wo  dann  @  immer  reell  ist  Im  andern  Falle  ist 
umgekelirt  a  die  grosse  und  b  die  kleine  Axe.  In  beiden  Fallen  wird 
keins  tod  beiden  Gliedern  der  AnsdrUcke  für  ^  algebraisch.  Fttr  den 
Grenzwerth  ihrer  Gettang  geben  sie,  wie  es  sein  muss,  die  Vivianfsche 
Auflösung.  Hiernach  giebt  es  also  Uber  dem  Halbmesse'r 
des  grüsstcn  Kreises  keine  einen  Theil  der  Kugelt'lUche 
quudrircntje  Ellipse. 

»5. 

Da.  wie  wir  in  Nr.  2  sahen,  eine  durch  die  Endpunkte  von  zwei 
auf  einander  senkrechten  Halbmessern  eines  grrtssten  Kreises  gelegte 
Parabel  unser  Problem  !öst ,  so  kann  anch  noch  in  Frage  kommen ,  ob 
dasselbe  von  einer  Hyperbel  oder  Ellipse  gilt,  deren  ScheiU'l  mit  dem- 
jenigen von  den  bezeichneten  Punkten,  der  in  der  jc-Axe  liegt,  zusam- 
menfallt ,  und  deren  halbe  erste  Axe  beliebig  gewählt  werden  mag.  Sei 
diese  letztere  =  A,  die  halbe  zweite  Axe  =z  B,  so  ist  die  Gleichung 
einer  Hyperbel  von  der  angegebenen  Beschaifenheit,  wenn  ihr  Scheitel 
der  Goordinatenanfang, 

folglich  ,dafür»  =  ö,y  —  a  sein  soll ,  =  »  daher,  ^nilher 
bestimmt, 

>'  =  (crr.)(2^  +  ^'- 

Da  nnn  Air  d^  angenommenen  Goordinatenanfang  die  Gleichung  der 

Kugel  [x  —  (j/  -f-  y-  +    =  1^  ist,  so  ergiebt  die  allgemeine  Formel  zu 

AnfiBing  der  vorigen  Nr. ,  in  der  jetzt 

„  yg(tia>  +  .  „  _  .  K«»^  +  *^ 
Vi  —  —  I  TT+T"  '    w  —    I     tA  +  o  ' 

zu  setzen  ist. 
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'»^         '  (lil+«|(l«-ar)— «SO«—    «+<ii+«)rtD»*  ' 

so  folgt 


PainiDfÜr«=0.sia|=f^'l^;  tgi^T^^^^^  alsoi=arctg/^^. 
und  flnr«:=a,  {  =  j»bo  eigiebt  sich  nach  einigen  RedocÜonen 

in  welchem  Ausdruck  keines  von  beiden  Gliedern  für  irgond  welchen 
reellen  Werth  von  A  algi-liraisch  wird.  Es  gioht  also  keine  Hy- 
perbel von  der  aogeuumiucucu  Lage,  die  das  Florentiner 
Problem  löst. 

Vertauscht  man  A  mit  — A,  so  verwandelt  sich  die  obige  Gleichung 
der  Hyperbel  in  die  ciui  r  Ellipse,  welche  durch  die  Iindpunkte  dersel- 
ben auf  einander  «eukrechten  Halbmesser  des  grössten  Kreises  geht. 
Der  Ausdruck  füi'  <3  wird  dann  logarithmisch  und  giebt  eben  su  wenig 
wie  der  obige  eine  quadrirbare  Flache.  Ftir  .i  ir:=  oo  gehen  diese  Hy-. 
perbel  und  Ellipse  in  die  oben  gefundene  Parabel  über. 

26.  • 

Fus.s  liüLdievon  ihm  gefundenen  allgemeinen  Formeln  für  S  und  S 
(vgl.  Nr.  4,  und  Nr.  5,  2;  zur  lit  .^Liiiinumg  der  DurchsclmittsflUche 
und  des  von  der  Kugel  umschlossenen  Inhaltes  eines  (  \li!i(i(  i,s  ange- 
wandt, der  zur  15.isi>  die  in  der  £bcne  eines  grOsslen  Kreises  liegende 
Curve  hat,  deren  Gleichung 

r  =  a  cos  tKp , 

WO  r  den  vom  Mittelpunkt  des  Kreises  auslaufenden  Rediusvector  und 
9  den  Winkel  bedeutet,  den  er  mit  einem  als  fest  angenommeneii  HattF 
messer  macht.  Für  «  =  4  gebt  diese  Curve  in  den  &eis  vom  Halb- 
messer 4    tt^f  und  giebt  also  die  Vivianfsche  Aofldeung  uasers 
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ProbleniB.   AUgemein  wird  lUr  9»  0,  r  :=:a,  für  9»==|^,  r  =  0; 

es  ist  also  io  den  angefUhrteo  Formeln  =  ~  za  Selzen,  und  ergiebt 
sich  dann 

— V  TT» 

daher  ist  —  —  <S  =  —  eine  quadrirbare  Fläche .  und  —  5  =  ^  ^ 
ein  cubirbai:er  Raum .  wobfM  zu  bemeriien ,  dass  die  Flache  ^  und  der 
Raum  ^  einem  huffOrmigen  Kreisausschnitt  zukommen,  dessen  Flächen* 
Winkel  ^  ist.  Da  r  durch  Vertansohang  von  7  mit  —  9  seinen  Werth 

nicht  ändert,  so  hat  die  Cmre  in  Bezug  auf  die  Axe,  von  welcher  aus 

<p  genommen  wird,  eine  symmetrische  Gestalt.    Will  man  daher  die 

Durchschniltsflache  mit  der  Kugel  und  den  Inhalt  des  Cylinders  bestim- 
men, der  z  u  Basis  die  Flache  derCurve  hat,  die  zNvi.srhen  den  Grenzen 
(f  —  —  üud  (f  ~  4-  licp^t,  SO  hat  inan  nur  die  obigen  Werthe 
von  @  und  S  zu  verdoppeln.  J>ie  geben  für  »  =  1  die  Satze  Viviani's 
und  Bossut's. 

♦ 

27. 

Um  den  Um£uig  der  Durchschnittslinie  zu  finden,  die  der  Uber  der 
Corve  r  :=s  0  cos  119  errichtete  Gylinder  auf  der  Kogelflaohe  hervoi^ 
bringt,  hat  man  nor  diesen  Werth  von  r  in  der  Formel  Nr.  7  (S)  zu  sab- 
stiloiren.  Hierdurdi  ergiebt  0ch,  da  ^  =  |^  , 

ff  =  4  JdffY^ — ^,  ^.sin'wy. 

oder,  wenn  man  «9  =  ^  setzt, 

Dies  ist  der  vierte  Tbeil  des  Umfangs  einer  Ellipse,  deren 
halbe  grosse  Aze  =  a  * .  und  deren  halbe  kleine  Axe 
=s  a  ist.  Verdoppelt  giebt  dieser  Ausdruck  die  Lange  der  Durch- 
schnittslinie des  GyUnders ,  der  zur  Basis  die  zwischen  9»  :=  —  $^  und 
ff=fj^  ~  enthaltene  Fhlcbe  der  gegebenen  Cnrve  hat.  Diese  ist  also 
dem  halben  Umfang  der  bezeichneten  Ellipse  gleich. 
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Ebenso  koiuu  ii  wir  nach  Nr.  6,  (21  die  krumme  Scitennäche  des 
über  Curvc  orrichtolcn  Cylinders,  .so  wnl  sie  in  der  Kugel  eathallen 
ist,  beätumueu.    Dieselbeo  Substitutioneu  Nvie  zuvor  geben  niUnlicb 

£  =  iay  d(p .  sin  tup'/ \  +  {n^  —  4)  sin'fi^ 

0 

^ti>  _  ^ 

=  %a^Jd(p .  sin  n^)  / »3  —{v? —  \)  cos' 119 , 

oder,  wenn  man  n(p  =  %p  setzt,  da 

— y dcosy  / — («^ — l)cos*V'  ==  —  ^cos^/ — («^ — 4)oos'i^ 

—  ^j^j^arcsm^     ^ — cosxpj, 

Ist  n  <  1 ,  so  wird  dieser  Ausdruck  unbrauchbar.  Da  jeducli  arc  sin  — - — 
=  arc  lg  /    —  1 ,  daher 

SO  wird  alsdann 

Bcido  Ausdi  ücke  für  sind  zu  verilojtpoln,  wenn  die  Flilrlic  über  dem 
zwischen  den  Grenzen  7  -  —  und  r/  "  +  cnlbaltcuen  Theü  des 
Umfangs  der  Curve  bestimmt  werden  soll. 

Wenn  n=-,i,  fuhren  die  Formein  für  o  und  £  auf  die  Sätze  von 
Fuss  und  MoniucJa  zurttcic.  * 

28. 

Es  Würde  fur  unsem  Zweck  zu  weitläufig  werden,  wenn  wir  die 
Gestalten,  die  die  Gnrve  r  =  a  cos  119,  je  nachdem  n  eine  ganze  oder 
gebrochene  Zahl  ist,  haben  kann,  ausfuhrlich  erörtern  wollten.  Es  mag  da- 
her nur  kurz  bemerkt  werden,  dass  sie,  wenn  »  eine  ganze  Zahl,  die  Gestalt 
einer  sternförmigen  Blume  hat,  von  der  die  Anzahl  der  Blätter,  wenn 
n  gerade,  =2»,  wenn  Ji  ungerade,  nur  » ist,  und  die  sich  in  einem 


Digitized  by  Google 


ZosiTZB  ZI»  Floibhtinbr  Probum.  &63 

Zuge  beschreibea  lässt ,  für  gebrochoue  Werthe  von  n  aber  in  spiralen- 
förmigen  Windungen  von  der  Peripherie  des  Kreises  nach  dem  Centrum 
läuft,  dort  eine  Schlingen  oder  Spitze  bildet,  hierauf  zur  Peripherie  zu- 
rUckkehrl,  uia  in  einer  zweiten  Windnni;  ^^  jeder  durch  das  Geutrum  zu 
geben  und  abermals  eine  Schiinge  zu  bilden  u.  s.  f.  • 

Hierbei  mag  nicht  nnerwlihnt  bleiben,  dass  den  Fall,  wo  n  =  ^, 
schon  PapptTS  'Ccfhct.  vui Iii.  IV,  30)  untersucht  und  pcftindcn  hat,  dass 
der  Iheil  der  flache  einer  Halbkugel,  der  zwischen  ihrem  Gnmdkreis 
und  einer  Spirale  liegt,  die  von  einem  hnwoglichcn  Punkte  auf  eim'm 
Quadrantea  während  einer  IJinürebung  beschrieben  wird,  dem  Quadrat 
des  Durchmessers  gleich  ist;  wie  sich  aus  dem  Ausdruck  ftir®  in  Nr.  2i 
sofort  ergiebt .  wenn  n=  \  gesetzt  und,  da  jener  Ausdruck  sich  auf  die 
ganze  Kugel  bezieht,  das  Resaltat  haibtri  wird.  Den  körperlichen  Raum, 
der  zwischen  dieser  Flttche  und  ihrer  senkrechten  Projection  auf  den 
Gnmdkreis  liegt,  giebt  a.  a.  0.  die  Fonnel  ftir  5  gleich  f  von  Cubus 
des  Durchmessers. 

29. 

Unabhängig  von  Beschaffenheit  der  Zahl  n  aber  lasst  sich  zei- 
gen, dass  die  Durchschnittslinie  der  flber  der  Gurve  r  cos  er- 
richteten  Cylinderflache  mit  der  Kogelflache  nach  einem  sehr  einfachen 
Gesetz  durch  Bewegung  erzeugt  werden  kann,  nnd  hieraus  die  Mannig- 
faltigkeit der  Gestalten ,  die  der  Gleichung  r  =  a  cos  entsprechen. 
Übersehen.  Sind  nttmüch  s,y,z  die  rechtwinkligen  Coordinaten  emes 
beliebigen  Punktes  jener  Durchschnittslinie,  also  i;,  die  Coordinaten 
ihrer  Projetstion  auf  die  «y- Ebene,  d.  i.  der  Gurve  r  =  o  cos  n^,  so  ist 

X  =  r  cos  if  =  a  cos  n<f  cos  (p  ;     y  ~  r  sin  tp  ~  a  cos  ntf  sin  y ; 

2  =  V'a'  —     —  if*  —  a  sin  mp  . 

Wenn  nun  in  Fig.  1  OQ  =  x,  PQ  —  y,  MP  =  z,  so  kann,  wie 
in  Nr.  3,  LMOP  die  Breite,  LPOQ  die  Lange  des  Punktes  M  auf  der 
Kugelflache  genannt  werden.  Dann  ist 

li^OO  =  arctgf  =  9);   LMOP  =  Are  «in ^^lup. 

Bewegt  sich  also  ein  Punkt  auf  der  Kugclflache  so, 
dass  immer  seine  Breite  zu  seiner  Lnngc  in  einem  con- 

stanlcn  Ycrhaltniss  n  :  \  steht,  so  beschreibt  er  eine 
Gurve,  deren  Projection  auf  die  Aequutorebene  dieGIci- 

AbluDdi.  d.  h.  S.  Ges.  d.  Wimiucb.  I.  33 
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cbung  rs^aemmp  hat  und  also  die  Florentiner  Aufgabe 
löst.  Dieses  letztere  gilt  auch  von  den  beiden  Projectionen  derselben 
sphärischcD  Cnrve  auf  den  ersten  und  neunzigsten  Meridian,  deren  Glei- 
chungen für  rechtwinklige  Coordinafen  sich  aber,  wegen  der  Schwicrig- 
kcil  der  Eiiaiiutkiuu  vuu  <f  uuä  deu  Aubdrückeu  für  £,  y,  z,  nicht  dar- 
stellen lassen. 

30. 

Dass  Curven,  welche  durch  diese  Bewegung  eines  I*unktes  erzeugt 
werden,  das  FioreDlincr  Problem  lösen,  hat  schon  Jakob  Bornoulli 
{Ada  Enidil.  1692,  p.  37Üj  bemerkt,  ohne  jedocli  den  Beweis  initzii- 
theilcn.  Eben  so  kurz  giebt  er  an,  dass  dasselbe  von  diMi  Curven  gelte, 
die  entstehen,  wenn  ein  Punki  aal  der  ivugeillache  sich  so  bewegt,  da.s.s 
der  Sinus  seiner  Breite  /.um  Sinus  seiner  Länge  in  einem  constanton 
Verhaltniss  steht.  Da  wir  die  r.l  .  Imneen  dieser  Curveu  für  reclilwiiik- 
lige  Coordinaten  in  Nr.  19  her«  iis  ;L  Tun  den  haben,  so  würde  sirh  aus 
ihnen  leicht  der  Satz  verificiren  lassen.  Allein  wir  wollen  allgemciaer 
aus  der  Auflösung  des  Florentiner  Problems,  die  unmütclbar  nach  des- 
sen Bekannfmaehung  L(;ibniz  gab  (Ada  Erudit.  10'.)^.  j).  274),  in  der 
heutigen  analytischen  Ausdrucksweisc  uns  die  .Mclhoiie  vergcgenwJirti- 
gen,  nach  welcher  der  Erlinder  der  Inlinitesimalrechnung  das  Problem 
behandelte,  und  durch  die  ohne  Zweifel  auch  Jakob  Bernoulli  zu 
seinen  Spitzen  gelangte.  .Sie  besteht  im  Allgemeinen  darin,  dass  die 
Betrachtung  nicht  von  der  Projection  der  sphärischen  Curse  son- 
dern von  dieser  selbst  ausgeht ,  und  hierbei  die  Curve  als  durcb  eine 
Relation  zwischen  zwei  sphärischen  Coordinaten  (Bogen  von  zwei  auf 
einander  senkrechten  grössien  Kreisen)  gegeben  vorausgesetzt  wird, 
und  fuhrt  zu  sehr  einfochen  Resultaten. 

31. 

Sei  nfimlich  (Fig.  6)  ABCD  eine  Halbkugel  vom  Halbmesser  OA = a, 
deren  ^sis  ÄDB  der  Aequator  heissen  mag;  die  grössten  Kreise,  deren 
Quadranten  ilC,  CS  sind,  und  deren  Ebenen  senkrecht  auf  einander  und 
auf  der  Aeqnatorebene  stehen,  nennen  wir  den  ersten  und  neunzigsten 
Meridian;  ebenso  den  grösstm  Kreis,  dessen  Quadrant  CLD  ist,  und 
dessen  Ebene  mit  der  ersten  Meridianebene  den  Winkel  AOD  =  f* 
macht,  den  /iten  Meridian.    Sei  femer  KML  eine  beliebige  sphärische 
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Curve  und  durch  oinen  willkürlichen  Punkt  M  in  ihr  der  Quadrant  CMP 
gezogen.  Ziolii  man  überdies  den  Halbmesser  OM,  setzt  den  N\  iViLd 
MOP,  oder  die  Breite  des  l'unktcs  3/,  — :  \p,  den  Winkel  POA,  oder  die 
Lünge  von  M,  —  qp,  so  ist  durch  die  i-'os/phenc  Ruiatton  zwiscIuMi  v  und 
(l  die  Natur  der  sphärischen  Curve  bcslunnit.  Sei  nun  M'  ein  michst- 
bcnachbartcr  Punkt  von  .V  in  der  Cim  e  KL .  durch  welchen  der  Qua- 
drant CMP  gelegt  werde;  seien  weiter  Mm  und  Mni  Bogen  von  Paral- 
lelkreisen ,  als  deren  gemeiDsanoer  Halbmesser  QM  =  ON  =  a  cos^ 
angesehen  werden  kann .  so  ist  Mm  =  a  cos  dtp^  Mm  ^  a  d\p,  daher 
da«  sphärische  Flacbenelement  MmM!wl  =  cob  ^  dtp,  folglich  das 
sphflriscbe  Elemettlarviereck 

wo  die  Grenzen  dieses  Integrals  Null  und  diejenige  Function  von  (f  sind, 
welciie  die  Abhängigkeit  der  sphärischen  Ordinate  xj)  \  on  Wwov  /ugohd- 
rigen  Abscis.sc  (f  ausdrückt.  Inlegrirl  man  nun  noch  einmal  in  He/ui,' 
auf  ^  und  nimmt  das  Integral  zwisc  hen  (h  n  Grenzen  0  und  /i,  so  erhült 
man  den  Flüclieninhalt  ©  des  sphärischen  Vierecks  AKLD.  welches  von 
der  gop-obenen  sphlirischen  Curve ,  dem  Isfen  und  ^len  Meridian  und 
dem  Aequalor  begrenzt  wird,  und  ergiebt  sich  also 

S  =     /  sin  rp  dq> . 

Wird  nun  zwischen  \p  und  9  eine  solche  Relation  angeuonjmen,  dass 
dieses  Integral  einen  alircbraischcn  Ausdruck  triebt,  so  entspricht  die 
spRärische  Cur\'e  dem  Florentiner  Problem,  und  ist  das  sphärische  Vier- 
eck AKLD  eine  quadrirbare  Fläche. 

32. 

Offenbar  ist  nun  die  einfachste  Annahme  dieser  Art  w  =  (p,  die 
nach  Nr. 3  zur  Viviani'schen  Auflösung  führt.  Fast  ebenso  einfach  giebl 
die  Annahme  tft  =        sin  v  <^  ==  -^J  d.ntp  =  —  ~  cos  ny, 

woraus,  Alr/«  =  |^,  @=-^tfi  folgt,  was  mit  dem  in  Nr.  26  erhalte- 
nen Resultat,  unter  Berttcksichtignng  der  Bedeutung,  die  dort  (3  bat. 
übereinstimmt.  Setzen  wir  femer,  nach  Bernoulll's  Angabe, 
mn^  =  n  &ik  so  wird  ebenso  einfach  wie  in  der  Viviani'schen  Auf- 
lösung y^sin  1//  rfy  =  —  w  cos  9>,  daher  für  fi=^  (was  jedoch  vor- 
aoBselzt,  dass  n  nicht  grösser  als  1  sei,  da,  tur  <p  =  ^  ,  sin  ^  =  n), 

33* 
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®  =  110^,  oder  fiir  u  =  arc  sin  4-  =  arc  cos  ^  *!■  \  wo  »  >  I  sab 
muss,  *®  =  «^(ii  —  /«^  —  i). 

Setzt  man  ferner  coBfft=m  cos  f»,  wo,  da,  fUr  ^ = 0,  coa  fp=m, 
^  <  ^       muss,  80  wird 

&ia  %p     =^J'd<jf>'/  i  —     cos'  ^ , 
d.  i.»  wenn  ^  =  ^  ^  w  gesetzt  wird , 

—  m'  sin'  w , 

folglicb ,  da  für  ^  =  0 ,  «  =  y,  und  für  9  =  ^  =  j,  oi  =  0 , 

@  =:  0* /rfw/ 1  —  m' sin' £d , 

was  das  Rechteck  aus  dem  Halbmesser  a  in  den  vierten  Theit  des  Um- 
fongs  einer  Ellipse  aosdrUckt,  deren  halbe  grosse  Axe  —  a,  and  deiea 
halbe  kleine  Axe  =  a/ 1  —     ist;  so  dass  also  nnler  dieser  Voiaufi- 
setzung  keine  quachirbare  Fltfche  sich  ergiebt. 
Set  tg^^ntg7,so  wird 

y  wu  v  »V   y  rnH?^^    JfTi:^j:=±)  cos« , 

Dies  giebt,  iutegrirt  und  von  9  =  0  bis    —  4    genoaunea,  fUr  »  >  ^ 
für  n  <  1 

führt  also  in  beiden  Fallen  zu  keiiMir  quadrirbaren  Flttche. 

Leibniz's  Aufldsung  hat  eine  etwas  weniger  einfache  Form  afs 
die  in  der  vorigen  Nr.  gefundene.  Fttr  die  Foim  seina*  Auflösung  'vA 
die  einfachste  Annahme  sin  ^ = 4  —  sin  ^.  Diese  gtebt ,  wenn  ^ = t  « 

Sü  liass  tlcr  licsl ,  den  diese  riiitlie  vom  achten  Theil  der  Kugelil^**  ''^ 
übrig  lüsst,  a-  also  quadrirbar  ial.  Die<ov  Rest  ist  der  Inhalt  ein'' 
halbraondUhnbchen  Figur  [lunula  ftphnmra  odoi  earbasus,  wie  sie  I  fil>' 
niz  nennt)  Uber  dem  Quadranten  d(\s  OO.steo  Meridians,  indess  io  d*^'' 
Viviani'schen  Auflösung  nicbt  eine  solche  Figur,  sondern  der  Rest,  den 
sie  vom  Octanlen  der  Kugelflüche  übrig  iHsst,  quadrirbar  sein  soll 
Leibniz  fond  also  eigentlich  eine  andere,  obwohl  ebenso  richtige  •A»'^ 
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lösung,  bei  der  jedoch  die  fenestrae  lempU  almae  gemdriae  eine  Geslali 
haben ,  die  diese  Benennung  nicht  rechtfertigen  wQrde.  Leibniz  be- 
merkt zugleich .  dass  auch  allgemeiner  wn^  —  ^  n  aa^  der  Auf- 
gäbe  Genüge  leistet.  In  der  That  giebt  diese  Annahme  ^=t^(j' — 

also  den  Rest  •^a'  —  @  =  na\ 

33. 

Mittels  dieser  sphärischen  Coordinaten  9  and  v  Ulsst  sich  nun  auch 
mit  gleicher  Einfachheit  der  Inhalt  S  des  Körpers  bestimmen,  der  zwi- 
schen dem  sphärischen  Viereck  AKLD  (Fig.  6),  der  Aequalorebene«  der 
Ebene  des  /itcn  Meridians  und  einer  durch  die  sphärische  Curve  KML 

gelegten,  auf  der  Aequatorebene  senkrechten  Cylinderflöche  liegt.  Offen- 
bar ist  nümlirh  die;  Neigung  des  in  Nr.  31  belrachlcicn  Flachenclcnients 
MmMm  gti^oü  die  Aequatorebene  =90  —  1/;,  daher  die  Projection 
dieses  Elements,  welches  =  a'  cos  t//  d\\}  dtp  gefunden  wurde, 
=  a'sin  U'  cos  xp  dip  dtp.  Erriclifct  man  Uber  dieser  Projection  ein  senk- 
rechtes i'iisinn,  s?o  ist  dessen  l)i.s  /tir  Kucrelfläche  reichende  Höhe 
MN  =  a  sin  >/';  daher  der  Inhalt  dieses  Prismas  =  cfis'm^  xp  cos  ir  du'  d(p. 
Inlegrirt  mnn  nun  diesen  Ausdruck  successiv  nach  ip  und  y  mui  nimuit 
das  erste  lalei,Mal  von  \p  ~  0  bis  i/f  —  t'',  das  zweite  von  =  0  bis 
^  =     wo  /i  die  vorige  Bedeutung  bat,  so  ergiebl  sich 

Ist  nun  \p  eine  solche  Function  von  ^,  dass  dieses  Integral  einen  alge- 
braischen Ausdruck  gieht,  so  ist  der  gesuchte  Kürpcr  cubirbar.  Aus 
dieser  horniel  erhält  mau  auf  kürzestem  Wege  für  \p  =  (p,  tp  =  n(p, 
sin  1/;  =  sin  ,  die  schon  bekauDton  Resultate.  FUr  &m\p  =  n  sin  9 
wird 

Jsiv^^d^  = — vljli — cos^9]dcos9  = — i^^cosy — ■J-cos'^); 
daher,  wenn  sin  /«  =  — ,  also  cos/i  = — - — ,  was  n>i  voraussetzt, 

S  =-|-o^  [2«' —  (2  »» +  4 ) /i^^] . 
Für  ^  rrr  |-  Wird 
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Unter  Lcibuiz's  Yoraussetzuo^,  dass  sin =  4  —  nsin^,  wird 


daher»  weoo  ^  =  7.  was  n  <  I  vorausseUt, 


also  der  Rest 


cabirbar. 


Sei  femer  (Fig.  6}  HNi  die  Projcciion  der  sphllriscbeD  Corve  KML 
Bof  die  Aequatorebene,  so  ist.  da  ON  =  QM  =  a  cos^  der  Radio»> 
vector  dieser  ebeaen  Curve,  das  Bogenelement  derselben 

JÖV*=/ (acosYdgi>)H(d.acos^)'  =  a/  coi^t)tdtf^-^aa^tpiii^; 
woFSas  sich  fbr  ihre  Lange,  die  X  heisae,  findet 


ohno  dass  die  (llcicliung  der  Curve  gesucht  zu  werden  braucht.  Da  nun 


die  Gylinderflache  JT,  welche  von  der  Aequatorebene,  der  Isten  und 
fOen  Meridianebene  und  derKugelOAche  begrenzt  wird,  bestionnt  durch 
die  Gleichung 


BndNch  ist  das  Bogenelement  MW  der  spharischeo  Curve  SM  selbst 


Setzt  man  den  Radiusvcctor  ON  =  a  cos  xp  der  ebenen  Curve  IINI,  wie 
frllher  =  v  und  subsUtuirt  OOSip  =  —  in  den  beiden  vorstehenden  For- 


mehl lUr  ^und  a,  so  kommt  man  auf  die  Formeln  (2)  in  Nr.  6  und  Nr.  7 
zurück.  Durch  dieselbe  Substitution  fuhren  die  Ausdrucke  fUr  <B  und 
S  in  Nr.  31  und  33  auf  die  Foimeln  (2)  in  Nr.  4  und  Nr.  5.  —  Die  An- 


cos\pd(p)^-\-{adtp]*,  daher  die  zwischen  dem  Isteo  und  /iten Me- 
ridian cuthaltene  Länge  dieser  Curve 
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Wendung  der  vorstehenden  Formeln  auf  die  in  den  vorigen  Nummern 
gebrauchten  Beispiele  giebt  Integrale,  die  sich  nur  durch  elliptischo 
Fuoctionea  be&UiDmen  lassen. 

35. 

Die  in  Nr.  31  heslimmlc  Flüche  S  =  AKLD  (Fig.  6)  kann  niif  die 
Ebene  des  Acquaton»  projicirl  werden.  Sie  gieltf  dniin  die  FIücIjc 
g  —  AHNIDPA,  welche  zwischen  (h-ii  Projcclioiien  der  s|»h!1nsrhen 
Curve,  KL.  denen  der  Bogen  Ah  und  LD  und  dem  Umlange  lies  Aequa- 
lors  enthalten  ist.  Da  nun.  nach  Nr.  33,  die  Projeclion  des  sphärischen 
FIttchenelements  JCtnJfm'  auf  die  Aequalorebene  ^  a^sin  tp  cosi^  dip  dgi 
isl,  80  giebl  die  successive  lalegralioD  dieses  Ausdrucks  nacb  ^  und  ^ 
resp.  Bwischeo  deo  Greozen  y  =  0 ,  v  =  V      9>  =  0 ,  9»  =  ^ , 


ein  Ausdruck,  dessen  Aehnlichkeil;  mit  den  Fonnoln  ftlr  <3  und  zwi* 
sehen  denen  er  gleichsam  in  der  Mitte  steht,  bemerkensweXb  ist.  FUr 
ift=ztup  giebt  dieser  Ausdruck,  wenn/u—  J'^,  v        ;  üirsm^=nwaif 

und     =  Y»  *  =  y.-rw'o'. 

Wird  &  auf  die  Bbene  des  ersten  Meridians  projicirt,  so  erhält 
man  die  Flache  die  von  den  Projectionen  der  sphttrischmi  Cwve  KL 
und  des  Bogens  LD ,  sowie  dem  Bogen  AK  und  Halbmesser  OA  einge- 
schlossen wird.  Die  Neigung  des  Flachenelements  MmRFm'  gegen  die 
Ebene  des  ersten  Meridians  ist  aber,  wenn  CE  der  90ste  Meridian ,  ge- 
geben durch  den  Winkel  MOE,  der  mit  den  Winkeln  MOP  =  und 
EOP  r=s  90  ~-  y  eine  Ecke  bildet,  welcher  ein  sphärisches  Dreieck 
entspricht,  in  dem  die  den  beiden  letztgenannten  Winkeln  zugehörigen 
Bogen  einen  rechten  Winkel  einschliessen.  Es  ist  daher  cos  MOE 
=  cos^  sin  9),  folglich  die  Projection  des  Flachenelements  auf  die  Ebene 
des  ersten  Meridians  =  4^  co^  ytsm  g>dii>dq>,  daher 

Endlich  ist  die  Nf'i^ung  des  Elements  MniM  m  !^ei,'eii  (iie  El)ene  des 
90sten  Mendiaus  gf^e-ehen  durch  den  Winkel  MOA ,  und  cos  3/Ovt 
=  cos  %it  cos  g>.     Daher  ist  die  Projocüoo  des  Elements  auf  diese 
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Ebene  =  ä*  cos'  \p  cos  (p  äxpd^  ,  folglich  die  Projection  s  der  Flache  <S 
auf  dieselLe 


t=  ^a^J^  +  8>D  ^  <S08  V)  cos  7  «Cjjp . 


36. 

Zwischen  der  sphüiisclien  Flüche  S.  ihier  Projection  s  ;iuf  die 
Ebene  des»  Istcn  Meridians  und  den  die  Bo^on,  weltlie  ^  t  lusi  lilu  s.son, 
projicirenden  Ebenen  ist  ein  Körper  enllialteu,  dessen  Inhalt  S  zn  !>«•- 
stimineM  sei.  Er  ergiebt  sich,  wie  folgt.  Die  Projection  des  Kie- 
menls  MmM'm  auf  die  genannte  Ebene  ist,  nach  der  voriircn  Nr., 
—  a- cos^  sin  y  dl/;  ti(/ ;  der  Abstand  des  Punktes  M  von  derselben 
KIhmic  ■  -  a  cos  MOE  =^  a  costp  siny;  folglich  der  Inhalt  des  senkrecht 
Uber  der  Projection  des  Elements  errichteten,  von  der  Kugeinachc  be- 
grenzten Prismas  ==  cos*  tp  sin^  9  d^ß  dtp,  Hieraus  erhalt  mau  sofort 
durch  doppelte  Jategralioo 

5  —  -^tf'/(3  —  sin'  y;}  sin  1^  siu=  y  rfy . 

Ebenso  erbäU  man  den  Inhalt  des  Körpers  St  zwischen  @  and  seiner 
Projection  #'  auf  die  Ebene  des  908len  Meridians.  Die  Projection  des 
Elements  von  ®  auf  diese  Ebene  war  nfimlich  =  ifico&^fp  cos  ip  d^. 
Nun  ist  der  Absland  des  Punktes  M  von  derselben  Ebene  =  a  cos  MOA 
=  a  CMift  cos  9;  daher  der  Inhalt  des  senkrecht  ttber  jener  Projection 
des  Elements  errichteten,  von  der  Kugelflache  begrenzten  Prismas 
=  a*co6*^  cos'  (p  dxp  d(p ;  folglich 

S'  =  -^€fll[S  —  sin^^)sin^G0^9d9>. 
Addirt  man  diese  beiden  Formeln  zu  der  iu  Nr.  33  gefundenen  Formel 
S=-ja^  /sia*i^  d^,  so  erhttlt  man  das  Resultat 

5  +    +     ^  n^/sin^  d^) , 
•'0 

d.  i.,  nach  Nr.  31, 

Die  Summe  der  drei  zwischen  der  sphärisch en  Flache 
<5  und  ihren  drei  Projeclionen  s,  s.  s"  auf  die  Ebenen 
des  Aequators,  des  Isten  und  dOslen  Meridians  entbal- 
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teaeo  prismatischen  Körper  ist  also  gleich  einem  Prisma, 
dessen  Basis  gleich  der  Fläche®,  and,  deBsea  Hühe  gleich 
dem  Kugelbalbmesser  a  ist. 

Aus  diesem  allgemeinen  Satze  lassen  sich  die  in  Nr.  40  and  Nr.  S2 
gefundenen  Besullale  als  specielle  Falle  ableiten.  In  Nr.  40  nümlich 
haben  ^R,  ^If  dieselbe  Bedeutung  wie  hier  5,  S',  ST.  Nach  Yi- 
viani's  Auflösung  ist  aber  @,  welches  hier  die  quadrirbare  Flädie 
bedeutet,  —  c^,  indem  dieses  S  in  jenem  Falle  den  Rest  bezeichnet, 
den  die  durch  den  halben  Cylinder  Uber  der  Basis  in  der  Kugelflache 
hervorgebrachte  Oeffnung  vom  achten  Tbeile  derselben  ttbrig  ISsst. 
Daher  ist  ^ 
Ä  +  jr  +  ir  =  8(S  +  5'  +  S^  =  8ae  =  So^  =  (2a)»  =  d». 
Das  Resultat  in  Nr.  22  fordert  eigentlich  eine  doppelte  Anwendung 
des  vorstehenden  SalKS,  die  sich  aber  auf  eine  ein&che  reduciren  lägst. 
Man  kann  nämlich  in  der  vorstehenden  Formel  ©  dem  vierten  Theil  des 

Werthes  von  4;ra'  —  (<3  +  @')  =  10«  //^  a  —  b)  in  Nr.  12  gleich- 
setzen. Alsdann  haben  S,  S*,  S"  rosp.  die  IJodeutunf;  von  {11^,  { \ 
ia  Nr.  22 ,  und  giebt  die  obige  Formel  dasselbe  Resultat  wie  dort. 

37. 

Der  in  der  vorigen  Nr.  gefundene  Satz  lässt  sich  auch  in  folgender 
Form  schreiben: 

+  +  =  ifl®. 
Es  ist  nber  |a3  der  Inhalt  eines  Kugelsectors,  der  zur  Basis  die  Fläche 
®  hat.  Der  Satz  lässt  sich  daher  auch  so  ausdrücken:  Das  arith- 
metische Mittel  aus  dem  Inhalt  der  drei  prismatischen 
Körper  S,  S',  S",  die  zwischen  den  drei  Projectionen  der 
Fläche  3  auf  die  Ebenen  desAeqiiutors,  Islen  undOOsten 
Meridians  enthalten  sind,  ist  gleich  dem  Inhalt  des  Ku- 
gelsectors, der  die  Fl&che  &  zur  Basis  bat. 

Die  Sittze  in  Nr.  i  I  und  Nr.  23  sind  specteile  Anwendungen  dieser 
Form  des  Satzes.  Im  Uebrigen  erbellt  aus  dem  Satze  in  beiden  Formen 
auch  noch,  dass,  wenn  S  eine  quadrirbare  FUche,  die 
Summe  der  drei  Körper  S,  S^y  SC  ein  cubirbarer  Raum  ist, 
und  dass,  wenn  &  eine  cubirbare  Flache  und  einer  der 
drei  Körper  cubirbar  ist,  es  auch  die  beiden  andern  zu- 
sammengenommen sein  mttssen. 
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Da  in  allen  durchgeführt«?!)  BeispiolcTi  zuglcMch  S  quadrirbai  und  S 
cubirbar  war,  so  wird  es  nicht  übertlussig  sein,  zu  bemerken,  dass  keios 
von  beiden  nothwendig  aus  dem  andern  folgt.  Sei  z.  B.  sin  y>  =  , 

sodass  also  flir  9>=0,  8iD^  =  l ,  ^=7,  und  Ihr   =  sio^=-|, 

^  =  |-,  so  wird,  da  J sin  »/•  dij.  —  V^w  (I  +  ,  ©  =  <^ Ign  «  und  ist 
also  nicht  quadrirbar     Dagegen  ist,  da J sio^y/d^  =  — IfT^T^* 

S  =        — I)  =  i     ateo  cubirbar.  Sei  dagegen  sin^  =        i  , 

so  dass  für     —  0,  ebenfulis  sint^  =1,  i^  und  ftlr  tp  =  1, 

än^=4,^=7,  soi6t,dajetjsl/ain^da  =  -J(1 +9>U,  ©=^(4 — 

•  r 

=  «l^,  also  quadrirbar.  Dagegen  ist  J  sin*^  di^  :=:r  Ign  (1  +  9») ,  folg- 
lich S  =  ^«^.Iga8  =  d^lgaS,  also  nicht  cubirbar. 

38. 

Eslilsstsich  leicht  zeigen,  dass  der  gerade  Cylinder  eine 
der  so  eben  far  die  Kugel  gefundenen  Relation  gaiis  ähn- 
liche Bigenschaft  besitzt. 

Sei  (Fig.  T)  OA  =  a  der  Halbmesser  des  Gylinders«  KML  eine  be- 
liebige Gurve  auf  seiner  Oberfläche,  MP  =  z  und  LD  senkrecht  auf  der 
Grundebene,  OP  und  OD  gezogen,  AOP  =  9»,  AOD  5=  so  ist,  wenn 
@  die  Flache  des  Vierecks  AKLD  auf  der  Cyhnderflttche  bezeichnet  und 
z  als  Function  von  9»  gegeben  ist , 

ff' 

Projicirt  man  diese  Fläche  auf  die  durch  OA  und  die  Axe  des  Gylinders 
OC  gelegte  Ebene  AOC,  so  erhttlt  man  einen  prismatischeii  KOrper, 
dessen  Inhalt  =  5*  sei.   Die  Neigung  des  Elements  der  Gylhiderflllche 

az  d<p  gegen  diese  Ebene  ist  =  90  —  </> ,  daher  die  Flache  der  Pro- 

jection  des  Elements  auf  dieselbe  =  az  sin  g>d^.  Der  Abstand  des 
Punktes  M  von  derselben  Ebene  ist  aber  ~  a  sin  y ,  daher  das  prisma- 
tisclie  Eleuieul  von  S'  =     z  sin-  (/  % ,  folglich 

S*  =  a*Jz  8tn'9<lqp. 

Sei  ebenso  S'  der  luiiull  des  pi inuialisclien  KOrpers,  der  durch  Pro- 
jeciioii  der  Fläche  <ö  auf  die  Ebeae  FOCC,  enlslohf ..  welche  senkrecht 
auf  der  Ebene  AOCE  ist.     Da  die  Neigung  des  Elements  der  Cylio- 
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derflacbe  gegen  dioBe  Ebene  —  9,  und  der  Abstand  4es  Punktes  M  von 
derselben  =  a  cos^,  so  isl  olfenbar 

5"  ==  a'y  z  cos'  y  dip . 

ffieratts  folgt  t  das8 

S:  +  S"  =^a»fzdip  =  a(B. 

Der  dritte,  im  Vor^n  mit  iS  beseichnete  Körper  ist?  hier  nicht  vorhan- 
den, da  die  Projeciton  von  @  auf  die  Grandebene  keine  Fljiche,  son- 
dern nur  den  Bogen  Afi  =  atp  giebt,  zwischen  welchem  and  der  Corvo 
KML  die  Flfiche  &  selbst  liegt. 

Beispielsweise  sei  k  =  a/S.shi-^  9,  welche  Gleichung  stattfindet, 
wenn  KL  eine  Corve  ist.  die  auf  die  Ebene  AOCB  projidrt  eine  Parabel 
giebt,  deren  Scheitel  A,  Hauptaxe  AO  und  Parameter  =  a  ist.  Uier- 
auä  folgt .  wenn    =    gesetzt  wird ,  sofort 

Femer  ist 

S"  =  —  2  tf^  /  2      cos*-i  if  —  4  cos*  a  y  +  I )  <i  cos  ^ 
=-  IT  (7/2 -8); 

also 

5*  +     =:  2fli(/2  —  4)  =2 
39.  ' 

Untersuchen  wir  jetzt  in  derselben  Beziebuug  den  geraden  Ke- 
gel. Sei  (Fig.  8)  CA  =  6  der  Halbmpsser  seiner  Basis  ADB,  OC  seine 
Axe,  durch  diu  Spitze  dessell)en,  0.  {)atalk'l  zu  CA.  OX  und,  ^.enkreciit 
auf  OX,  Or  gezogen;  ferner  OP  eine  bcliebitro  Scileuliuie  des  Kegels 
und  M  ein  willkürlicher  Punkt  in  ilir,  KML  eine  durch  M  gehende  lielie- 
bigo  konijiclie  Curve,  UNJ  ihre  senkrechte  Projection  auf  die  Ebene  A'OV. 
Sei  terner  L  A(.l*  L  XON  ~  if  ,  und  OM  ~  () ,  SO  ist  die  Curve  KML 
gegeben,  wenn  ^  eine  gegebene  Function  von  <p  ist.   Wenn  nun  M  ein 
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Jf  nüchstbenacbbarter  Punkt  der  Carve,  tf  dessen  Projectioii  auf  die 
Ebene  J07i8t.  jandnmnnehiOiFF und  CF,  so  ist LPCF=LNOy= dtp. 
Ist  ferner  MQ  senkrecht  auf  OC,  wird  mit  MQ  als  Halbmesser  aus  Q 
der  Bo^n  Mm  eines  Parallelkreises  zur  Basis  beschrieben,  und  ist  Mm' 
ebenfoUs  ein  soidier  Bogen,  so  wird  JViii'  —  und  stellt  das  Viereck 
MmMm'  ein  Element  der  Flache  des  Kegels  dar.  Ist  nun  noch  L  AOC 
=  LPOC  =  a  gegeben,  so  ist  MQ  =  ^  sin a,  daher  lfm  ^ f  sin a.d^, 
folglich  MmMm' = ^ sin  ».  4^  digo ;  mithin  die  FIttche  MMO  =  -^^mmaiip. 
Ist  nun  LACD  =  LXOI=fi  gegeben,  und  wird  der  von  der  konischen 
Curve  KML  und  den  Seilenlinien  OK,  OL  begrenzte  Theil  der  Kegel- 
flüche durch      bezeichnel,  m  fulgl  uus  dem  Vuiäteiieudeu 


Ua  ON  =  QM     Q  &üa,  so  drückt  ^  siu^ aj^ dq>  die  Fläche  MOIM 

der  Projection  der  konischen  Curve  auf  die  Gnmdebene  aus.  Bezeich* 
nen  wir  diese  Flache  durch  «,  so  ist  also  S  =  Ist  daher  «  qua- 
driritor,  so  ist  es  auch  der  senkrecht  ober  ihr  liegende  Theil  der  Kegel- 
ilfiche  @  (das  veUmCmatduleiue  des  P.  Grand i).  Diesen  Satz  bat  zuerst 
lobann  Berne ulli  gefunden  {Acta  Erudit,  4696,  p.269)  und  zugleich 
bemerkt,  was  sich  leicht  erweisen  lasst,  dass  er  auch  fUr  jede  gerad- 
linige Figur  in  der  Grundebene  gilt. 

Sei  z.B.  (>  --^  <«in« cos'^y  '  welche  Gleichung  sich  ergiebl,  wena 
man  fUr  die  Projection  der  konischen  Curve  eine  Parabel  annimmt,  dereo 
Brennpunkt  0  und  Scheitel  JC,  die  Projection  von  A,  ist.    Dann  wird, 


wenn  ^  =  y. 


40. 

Sei  nun  der  Inhalt  des  cyliudrisch- prismatischen  Ktfrpers  zu  be- 
nUmmtin,  der  zwischen  der  Flache  @     OKML  und  ihrer  Projection 
(;///V/  enthalten  ist  und  durch  S  bezeichnet  werden  mag.    Da  die  Nei- 
^fMiK      Flachenelemeuts  MmMm  gegen  die  Grundebene  =  90  —  «, 
int  miw  Projection  auf  diese  Ebene  =  ^  sin*«    d(f  ;  und  da  der 
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Absland  des  Punktes  M  von  der  Grundebene  —  q  cos«,  so  ist  der  In- 
halt des  Elementarprismas  dS  =  ()'sin'«  cos  a  d^d<f,  folglich 

S  =  j  sin' «  cos  « d(p  . 

Werde  ferner  gesucht  der  Inhalt  S'  desjenigen  cylindrisch-prismatischen 
Körpers,  der  zwischen  S  und  seiner  Projection  auf  die  Ebene  COX 
liegt,  so  ist  der  Cosinus  der  Neigung  von  MmM'tn  gegen  diese  Ebene 
=  cos «  sin  (f.  Denn  bedeutet  jetzt  MQ  die  Normale  des  Punk- 
tes M,  so  ist  L  MQO  =  90  —  «.  Ist  ferner  QY  parallel  zu  OY,  so 
bilden  QY,  QO,  QM  eine  Ecke,  der  ein  sphärisches  Dreieck  entspricht, 
dessen  Seiten  die  Maassc  der  Winkel  MQY,  YQO  =  90,  OQM  =  90  —  « 
sind,  und  in  welchem  <lie  beiden  letzteren  den  sphilrischen  Winkel  90  —  (p 
einschliessen,  der  die  Neigung  dieser  Winkelebenen  gegen  einander 
ausdrückt.  Da  nun  MQY  demselben  gegenübersteht  und  die  Neigung 
von  MmMm  gegen  die  Ebene  COX  darstellt,  so  folgt  hieraus  der  obige 
Ausdruck  des  Cosinus  dieser  Neigung.  Es  ist  demnach  die  Projection 
des  Elements  auf  die  Ebene  COX  =  q  sin«  cos«  sin  7  d(}  d(f  \  folglich, 
da  sein  Abstand  von  derselben  =  f}  sin  «  sin  y ,  das  Elementarprisma 
dS  =  ()'  sin' «  cos  «  sin'  7;  dQ  dtp  ,  folglich 

ST  =  ]^  sin'«  cos  «  /(>*  sin'  7  d(p  . 

Endlich  ergiebt  sich  auf  gleiche  Weise  auch  der  Inhalt  S'  des  Körpers, 
der  zwischen  <5  und  seiner  Projection  auf  die  Ebene  COY  liegt.  Da 
niinilich  durch  eine  ähnliche  Betrachtung  wie  die  vorstehende  der  Cosi- 
nus der  Neigung  von  MmMm  gegen  diese  Ebene  =  cos  «  cos  tp  gefun- 
den wird,  und  der  Abstand  des  Punktes  üf  von  derselben  =  (>  sin  «  cos  tp 
ist,  so  folgt 

S"  =    sin'  «  cos«  /  (>■  cos'  (p  dqi . 

Die  Vergleichung  dieser  Ausdrücke  für  S,  S'  und  S"  giebt  nun  sofort 
das  Resultat 

s'  ■\-sr  =  s. 

Es  findet  hier  also  zwar  zwischen  den  drei  Körpern  S, 
S',  S",  nicht  aber  zwischen  ihnen  und  der  Flüche  ©  eine 
allgemeine  Relation  statt. 
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Im  Beispiel  der  vorigen  Nr.  wird 


'0 

woraus,  wie  es  nach  dorn  Obigen  sein  muss,  in  der  Thal  5'  +  S"  =  S 
folgt. 

41. 

Man  erhält  jedoch  auch  für  den  Kegel  ein  Resultat, 
das  dem  für  die  Kugel  und  den  Cy linder  gefundenen  voll- 
kommen analog  ist,  wenn  statt  der  Flüche  OKML  (Fig.  8)  die  Flä- 
che AKMLDPA  =  ©,  betrachtet  wird,  welche  zwischen  der  konischen 
Curve  und  dem  Umfange  der  Basis  des  Kogels  liegt.  Sei  nüuilich 
3/P=  (,,,  so  ist,  i\n  OP  =  ^  ^  —  QM  =  b  —  Q^smu, 
daher        =  (6  —  (>,  sin  «}  d(J^  dip ,  folglich 

=  b  I  Q^d(f>  —  ^  sin  «  /(),'  dq) . 

Femer  ist ,  wenn  S,  den  zwischen  ©,  und  ACD  liegenden  cylindrisch- 
prismatischen  Körper  bezeichnet ,  dS,  =  rf3,  (>,  sin  «  cos  « 
=  sin  M  cos  «  (6(),  —  (),'  sin  <<  \  r/(>,  d(f ; 

folglich 

S,  =  sin  a  cos  (t\\b  j  p,'      —  ]  sin  «  /  (j,*  dtp} . 

Ebenso  ist ,  wenn  S",  der  Körper  zwischen  und  seiner  Projection  auf 
die  Kbene  COX, 

dS\  —  c/©,  cos«  sin' y  (6  —  (),sina)  =  {6  —  sina)'cosasin'9[)(/(/|(i7'; 
folglich 

S^  =  cos a[bl*  f^^ sin' (f  d(p  —  6 sin «/(>,' sin' 7  Jf/>  +  |  sin'« /(>,'sin'y</y]. 

*A)  *'o 

Endlich  ist,  wenn  der  Körper  zwischen  ©,  und  seiner  Projection  auf 
die  Ebene  COY, 

dS'^  =  rf5,cosacos'y(6 — (>,sin«)  =  (6 — sin«)'cos«cos'qpt/p,rfqp; 
folglich 

rf* 

S'^  =  cosa[6' /(),cos'(;p<iy  —  isiu« /(>,'cos'y  t/y  +  ^  sin'« /(>,'cos'y 
•'0  "A»  »A) 
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Hieraus  ergiebt  sich  nun  utunitielbar 

S,  +  SJ  +     =  cog«  [6*/]^     —  ^bmttf 

=  b  cos  « .  (öj . 

42. 

Hiernach  drückt  nun  dio  Gleichung  S  S' S'  n(B  eine  den 
Oberflächen  der  Kugel,  des  geraden  CyÜnderK  und  go- 
raden  Kegels  gemeiDsameEigen schüft  aus,  wenn @ einen Theil 
difiserFlächen  bedeutet,  der  von  einer  auf  denselben  (gezogenen  beliebi- 
gen Curve,  den  Durchschnitten  der  Flachen  mit  der  Basis  und  zwei 
durch  ihre  Axe  gelegten,  gegen  einander  beliebig  geneigten  Ebenen 
begrenzt  ist;  wenn  ferner  S,  S^»  ST  die  cylindrisch-prismatischen  Räume 
bezeichnen,  welche  zwischen  <3  und  den  Projectionen  dieses  Flachen- 
theils  aof  die  Ebene  der  Basis,  auf  die  eine  der  so  eben  erwtthnten, 
durch  die  Axe  gelegten  Ebenen  und  auf  eine  zweite,  ebenfiedls  durch 
die  Axe  gehende»  gegen  die  erste  senkrechte  Ebene  enthalten  sind: 
endlich  a  der  Abstand  der  die  Oberfliiche  des  Körpers  durch  Rotation 
erzeugenden  Linie  (fUr  die  Halbkugel  der  Quadrant,  fUr  Cylinder  und 
Kegel  die  Seitenlinie)  vom  Midelpunkt  der  Basis  ist  Dividirt  man  beide 
Theile  der  obigen  Gleichung  durch  drei,  so  ergiebt  sich  der  Satz,  da ss 
das  arithmetische  Nittel  aus  den  drei  Rttumen  5,  S',  S*' 
gleich  ist  einer  Pyramide,  deren  Basis  ~  ®  und  Höhe  =  a. 

Denkt  man  sich  auf  der  Obernüche  der  genannten  drei  Hoiations- 
kürper  cinu  zweite  Curve  gezogen,  welche,  wie  die  erste,  die  Durck- 
schnittslinien  der  beiden  durch  die  Axe  gelegten  Ebenen  nul  der  Ober- 
fläche '7..  B.  AA',  DL  Fig.  6)  treffe,  ohne  jedoch  innei  halh  dieser  Grenzen 
die  erste  Curve  zu  schneiden,  so  ist,  wenn  S, ,  S^,  -S, ,  S^  lür  sie  die- 
selbe Bedeutung  haben,  wie  (S,  iS,  S',  S'  fUr  die  erste,  wie  zuvor, 
5, +  5;-|-S;'  =  fl(ö,;  daher 

(s  —  s.)  +  (s' ~s'^  -\-  s"  -    =: «  s  —  ©,). 

Da  nun  <3  —  <5,  der  zwischen  den  beiden  (Kurven  und  denselben  übri- 
gen Grenzen  wie  <B  und  3,  enthaltene  Theil  der  Oberfläche  ist,  »V —  S,, 
S'  —  S\,  S'  aber  die  zwischen  diesem  Flttchenlheil  und  seinen 
drei  Projectionen  enthaltenen  Räume  bedeuten,  so  gilt  der  obige 
Satz  auch  für  den  durch  diese  beiden  Curven  begrenz* 
ten  Flachentheil  ^  — 
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Treffen  sich  beide  Gurvcn  in  den  durch  die  Axe  gelegten  Ebenen, 
deren  Durchschnitte  mit  der  Oberflüche  die  Figuren  S  und  3,  begrenzen, 
so  ist  (5  —  (S,  die  Flüche  einos  von  den  Curven  allein  eingeschlossenen 
Bilineums.  Sind  nun  die  beiden  Curven  nur  die  Theiie  einer  und  der- 
selben Curve,  80  wird  Q> — 3|  die  Flüche  einer  von  einer  ein- 
zigen, in  sich  zurücklaufenden  krummen  Linie  auf  der 
Oberfläche  eingeschlossenen  Figur,  für  die  also  der  Satz 
ebenfalls  gilt. 

Der  Satz  lässt  sieb  flberbaupt  fttr  jede  von  beliebig 
vielen  Curven  eingeschlossene  Figur  auf  der  Oberfläche 
der  drei  Körper  erweisen.  Denn  jede  solche  Figur  wird  sich 
immer  dnrch  eme  algebraische  Snmme  von  Figuren  ausdrOcken  hissen, 
fllr  die,  nach  dem  Vorstehenden,  der  Salz  gilt. 


43. 

Es  erhebt  sich  hier  nun  weiter  die  Frage,  ob  diese  den  geuannleD 
drei  Flachen  gemeinsame  Eigenschaft  noch  andern  Rotationsflachen  xa- 
kommt.  Um  sie  zu  beantworten,  sei  (Fig.  9)  OC  die  Rotationsaxe,  mit 
welcher  die  Axen  OA,  OB,  sowie  unter  sich,  rechte  Winkel  machen; 
AE  die  in  der  Ebene  AOC  liegende,  die  RotalionsflUche  erzeugende 
(krumme  oder  gerade)  Linie ;  PMF  die  Lage  dieser  Linie ,  nachdem  öich 
ihre  Eigene  um  (l(}n  Winkel  AOP  -  7  f;edrohl  hat;  3/  ein  beliebiger 
Punkt  dieaer  l-inie,  dessen  rechtwinklige Cuordinalen  OQ  =  x,  QN—y. 
NM  z^  z  ;  KML  eine  dun  Ii  M  gehende  beliebige  Curve  auf  der  Hotations- 
flächc;  dir  Hache  der  Figur  AkLD ,  welche  von  dieser  Curve  und  den 
Din  ch^chuiüeu  der  Ebenen  AOß,  AOC  und  DOC,  von  denen  die  letztere 
mit  tier  ersJeren  den  Winkel  DOA  —  tt  l)ildet,  begrenzt  wird,  =  3; 
endiicii  seien,  wie  zuvor,  S,  S',  S"  die  zwischen  <o  und  dessen  Fro- 
lionen  auf  die  durch  die  drei  Axen  gelegten  Ebenen  enthaltenca  cy- 
iindrisch- prismatischen  Rtiume.  Nehmen  wir  nun  an,  die  Projection 
der  Curve  KML  auf  die  EI)enc  AOB  sei  durch  die  Gleichung  r  =  f{q>) 
zwischen  den  polaren  Coordinaten  AON  =  (p  und  ON=r  bestimmt, 
und  bezeichnen  den  Neigungswinkel  des  FlUchcnelements  gegen 
dieselbe  Ebene  AOB  durch  so  ist  d<B  =  "-^^^  oder  da.  wenn 
die  Gleicbung  der  erzeugenden  Linie  %  =  %ifj^  cos  y  =  ^  ^  ^  ist, 
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dB  =  rdrdipJ^S  +  Jj!  =  rdrdrp^  1  +jt  daher,  wean  Überdies 
der  Halbmesser  des  Quadranten  APB  = 

@  =  /(/(^  lrdr/\-\-x  (r)' . 

Femer  ist  offenbar  dS  =  «r    rf^  =  / (r)  r dlriiqp ,  folglich 

a^fä^fx{r)rdr. 

Zur  Bestimmung  des  Elements  dS  genügt  die  Bemerkuig,  dass  es 
das  Prodnct  ans  der  Projection  von     anf  die  Ebene  AOC  in  y  =  r  sin  ^ 

ist.  Bedeutet  ntm  9  die  Neigung  von  dS  gegen  diese  Ebene,  oder,  was 

dasselbe ,  der  Normale  MR  gegen  eine  durch  R  gezogene  Parallele  zur 
y-Axe,  SU  fmdel  naan,  auf  dieselbe  Weise  wie  in  Nr.  35,  cosv'  =  sinqp  sin 
folglich  ist  die  bezeichnete  Projection  =  r  tg y  sin  ^(ir  (i^ i:= — r'^miKpärdtp 
=  —  rx  (r)  sin  (f,  ärdtp; 

daher  dS'  =  —  r*x'  (»"j  siii^«jp  är  dtp , 

folglich  S  =  -f^m^^d^  fx'  (r)  f^dr . 

Ebenso  ist  das  Element  dS'  das  i^rodtict  aus  der  Projection  von  dS  auf 
die  Ebene  BOG  mw  =  r  cos^.  Bedeutet  nun  p"  die  Neigung  von  dS 
gegen  diese  Ebene,  oder,  was  dasselbe,  der  Normale  MR  gegen  eine 
durch  R  gesogene  Parallele  zur  «-Axe,  so  findet  sich  cos/  =  cos  9)  cos  y ; 
folglich  ist  diebezeicbnete  Projection =r  tgvcos  9  ird^  =— r^cosfrdrd^^ 
= — (r)G0S^drd)p; 

daher  dff  =  —  ff'jr'(r)cos*9d^d(gp, 

folglich  ^  _  _  y  ■    ^  ^  r  ^    ^  ^ 

^  -Vi») 

Da  nun  alle  diese  Ausdrucke  fiUr  5,  «S*  und  S*  Integrale  zwischen  den- 
selben Grenzen  sind,  so  erhellt,  dass  5+ S'+  S*  r=  a@  sein  wird,  wenn 

X{r]-rx{r)  =  a/W7W^ 
d.  i.                          zdr  —  rJ*  ~  a  /  (i; '  +  dt* . 
Diese  DifTerentialgleichung  bat  bekanntlich  zu  ihrem  completeo  Inte- 
gral die  Gleichung   

S  —  (T  4-  ü  V  l  +  , 

in  der  ^  die  vvillkilrliclie  Coni>iaQte  bezeichnet,  ausserdem  aber  noch  die 
particuiäre  Auflösung 

r»  +  Ä»  =  o». 

Abbudl.  d.  K.  S.  G«s.  d.  WiMenteb.  I.  34 
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Hiernach  ist  also  die  Erzeugende  der  Rotationsfläche,  welche  die  in 
Rede  stehende  Eigenschaft  hat,  entweder  ein  Kreis,  oder  eine  densel- 
ben berührende  Gerade,  die  unter  einem  beliebigen  Winkel  gegen 
die  Axen,  auf  die  sich  r  und  z  beziehen,  geneigt  ist  und  für  c  =  0  in 
eine  Parallele  zur  z-Axe  übergeht.  Die  Rotationsflüche  ist  demnach  ent- 
weder die  Flüche  einer  Kugel,  oder  die  eines  geraden  Kegels  oder 
eines  geraden  Cylinders.  Hierdurch  ist  nun  erwiesen,  dass  aus- 
ser diesen  keine  andere  Rotationsfläche  die  vorgedachte 
Eigenschaft  besitzt.  Für  die  Cylinderflüchc  wird  S  =  0,  weil 
bei  dieser  r  =  ([(p)  =  a  ist,  mithin  in  dem  Ausdruck  von  S  die  Gren- 
zen des  Integrals  von  %  [r]  r  dr  zusammenfallen. 

•  44. 

Wir  können  uns  nun  auch  noch  die  allgemeinere  Frage  stellen ,  ob 
es  ausser  den  gefundenen  drei  Rotationsflüchen  noch  andere  Flächen 
überhaupt  giebt,  die  mit  ihnen  die  mehrerwühnte  Eigenschaft  theilen. 
Hierbei  wird  es  ofl*enbar  nur  darauf  ankommen,  zu  untersuchen,  unter 
welchen  Bedingungen  allgemein  dS  +  dS'  -f-  dS'  =  ad^  ist. 

Seien  x,  y,  z  die  rechtwinkligen  Coordinaten  eines  beliebigen  Punk- 
tes der  gesuchten  Flüche ,  so  ist ,  wenn  p ,  p,  p"  dieselbe  Bedeutung  ha- 
ben, wie  zuvor, 

dS  =  z  cos  p  dS ,   dS"  =  y  cos  p  dS ,  dS"  =  x  cos  p'  d<^  ; 

folglich  da,  wenn  zur  Abkürzung  ^=:p ,  ^  —  q  gesetzt  wird,  bekanntlich 

cosy  =  ^ — *  — ^,    cos  »'  =  ^ — — ,    cos  y"  =      ~^  - 

und  d<S  =  dxdyy/^  \ -^p^-^  , 

dS  =  zdx  dy ,    dS  =  —  qy  dxdy,    rfS"  —  —  pxdxdy  , 
Es  wird  demnach  die  obige  Bedingung  immer  erfüllt  werden ,  wenn 
z  —  (px  +  qy]  =  a/l  -I-  p»+  g». 

Dieser  Differentialgleichung  kommt  aber,  wie  zuerst  Lagrange  {Me- 
moircs  de  l'Acad.  de  Berlin  1774)  erwiesen  hat,  als  completes  Inte- 
gral die  Gleichung 

z  =  cx  +  c'y  =  a  /T+^+c^ 
zu,  in  der  c  und  c  die  beiden  willkürlichen  Constanten  bedeuten,  ausser- 
dem aber  noch  als  particulüre  Auflösung  die  Gleichung 
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Die  letztere  stellt  dieFlitchn  einer  Kugel  vom  Halbmesser  a,  die  erstere 
jede  Ebene  dar,  welche  diese  Kugel  hertthrt.    Die  Cosmus  der 
NeigUDgen  dieser  Ebene  gegen  die  «ry-,  ys-,  js-Bbene  sind  resp. 
»         *         ^  ~l  — Denkt  man  sich  nun  c  als  tfn- 

abhangige  Veränderliche  und  e'  als  eine  beliebige  Function  derselben 

tp  (c) ,  so  beschreibt,  wenn  e  sich  stetig  ändert ,  vorstehende  Ebene  eine 
kiuiiwue  Flüche,  welche  die  Kugel  in  einer  steligen  Reihe  von  Punkten 
berührt.    Die  Gleichung  dieser  Fkiclio  orijiebt  sich  aus  der  der  Ebene 

a  yf  1  +    +  y  (r)'  +     +  9P(c}y  —  s  =  0 
und  ihre  DilTerenlialgleichung  nach  c 

a [c  +  9 (c) 9  (c)]  +  [a:  —  9>' (c) y] /T+^+^ö^  =  0 . 
Sei  a.B.V 4+c»+c'»  =  j^;.  also      c*»  =  t|*jr =i?,  wo  «  constant, 
folglich      =/«^ — ^,  so  ist  die  Gleichung  der  Ebene 

«/l+i?+c»  +  y/j?^^ — s=0, 
ihre  DUEmitialgleichung  nadh  e 

x"/ 1?  —  c*  —  cy  =  0. 
Die  Ehiiimation  von  c  aus»  diesen  beiden  Gleichungen  giebt 

Setzt  man  z  —  a/  1+jt»  =  z'  und  x  =  cot a .  wo  «  der  Winkel ,  unter 
dem  die  Ebene  gegen  die  s^Axe  geneifrt  ist .  so  erhalt  man 

die  Gleichung  des  die  Kugel  berohrenden  Rotationskegels. 

Da  der  Durchschnitt  je  zwei  nlcfastbenachbarter  Lagen  der  vor- 
stehenden Ebene  eine  die  Kugel  bertthrende  Gerade  ist.  so  wird  die 
geAmdene  Flache  auch  durch  die  Bewegung  einer  solchen  Berührenden 
erzeugt.  Ihre  Gleichungen  erhSlt  man  durch  successive  Elimination  von 
9  und  y  aus  der  Gleichung  der  Ebene  und  ihrer  Differentialgleichung. 

Hiernach  kommt  nun  also  die  in  Rede  stehende  Eigen- 
schaft überhaupt  ausser  der  Kugel  allen  krummen  Flttchen 
zu,  welche  durch  Bewegung  einer  die  Kugel  stetig  berüh- 
renden Geraden  erzeugt  werden. 

45. 

Auf  ahnliche  Weise  können  wir  endlich  noch  untersuchen,  ob  die 
in  Nr.  40  für  den  geraden  Kegel  nachgewiesene  Gleichung  ^+5"  S 
noch  Air  andere  Flachen  gilt.    Da  nttmJich  hier  8  den  zwischen  @  und 
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MHier  Projeetion  auf  eittö  der  «y-Bbene  parallele  Ebene  eothalteneo 

Raum  bezeichnet,  indess  S"  und  S',  folglich  auch  vmd  dS'  ihre  bis- 
herige Bedeutung  behalten,  so  hat  man  nur  in  dS  ~  z  (h  dy  für  :  zu 
setzen  h  —  3,  wo  h  den  Absland  der  puiulleleu  Ebene  auddrücit,  so 
ViirddS'-^dS'  ^dS,  wenn 

«  —  h  —  px  qy , 
Dies  ist  die  DiikiLülialglcichung  einer  konischen  Fläche,  deren 
Mittelpunkt  der  Punkt  (Ut  z-\\c  ist,  dessen  Eulfe^nun^^  vom  Coordioa- 
tenanfang  =  Die  obige  Eigenschaft  kommt  also  nicht 
bloss  derFlac he  des  geraden  Kegels,  sondern  allen  koni-  | 
s  c  h  e  n  F  i  ä  c  h  c  u  z  u.  Für  die  Rotatioastlachen  Uberhaupt  ist  bekannt- 
lich -/x^^if  f  z  \ ;  daher,  wenn  zur  Abkürzung  f{z)  =  u  gesetel 
wird ,  p  =  q  =  ^^^.  Die  Substitution  dieser Wertbe  in  die  xoe- 
Sieheode  Bedioguogsgleichung  gicbt 

(z — A)di»-»i*d»=r  0, 
oder,  wenn  t — k  =  i'  g;esetzt  wird, 

z'du — uih'  =  0, 
woraus,  wenn  e eine  willktirlicbe  Conslante  beMichnet,  folgl 

z'  =  CM. 

Pie  einzige  Rotationsflttcbe,  welche  die  obige  Bigenscliifi 
besitzt,  wird  also  durch  eine  Gerade  enengt,  welche  dies-Axeii 
dem  festen  Abstand  k  vom  Coordinalenaniang  schneidet  und  eiae 
liebige  Neigung  gegen  sie  hat,  ist  also  die  Flache  des  gerades 

Kegels. 


Anmerkang  lo  Nr.  6. 
Der  gegeboM  Beweis  des  Satzes  setel  siiUsdiwdgeiul  veraas*  dass  ^  timM  ik 
/  pMltive  Werth*  haben,  was  lauoer  slattfindet,  wenn  c  <  a—b  ist.    M  i  \iisnahme 

des  Falles ,  wo  c  =  a  —  b,  in  welchem  V^/*  +  <7*  =  V^/"* —  -  V  — 
daher  die  Ellipse  in  einen  Kreis  vom  Halbmesser V' —  ^'  übergeht,  kann  Jies  ^ 
allgemeia  angonommcn  werden.  Denn  wenn  (Fig.  4)  AF  AC  -j-  €/''>  a  •* 
wird  BP'^BD  -\-  Dt  <  a;  es  ist  also  dann  nur  BD^e  zix  setieo.  Derlewd* 
des  Salses  giit  daher  auch  tOr  diesen  Fall,  wenn  onler  (  +  «  UMner  der  kl«i»il* 
Abstsnd  des  Mitlelpuiikts  F  TOm  Ümfuige  des  Kreises  ABBA  venlanden  wird. 


S.  4ei  Z.  1  UflS:  aber  der  Gorve. 


Digiiiztxi  by  Google 


M/t{/(////t//yr/(  f/rr  M(i/A^/Ay  t.(/.ßf/./. 


Digmzed  by  Google 


I 


I 

I 


I 


i 

Oigitized  by  Googif 


ELEKTRODYNAMISCHE 

MAASSßESTIMMUNGEN 

4 

IN8BBS0NDBRB  OBBR 

DIAMAGNETISMÜS 

VON 

WILHELM  WEBER. 


AhhuMl  4.  R.    Gm.  4.  WilMWcfc.  I. 


35 


9 


Der  Diamagnetismus  ist  in  den  wenigen  Jahren  seil  seiner  Ent- 
deckung Gegensland  vielseitiger  Forschungen  gewesen,  welche  nicht 
bloss  zu  einer  Krweilerung  seines  Gebiets,  sondern  auch  zur  Entdeckung 
und  Untersuchung  mehrerer  anderen  neuen  Naturerscheinungen  geführt 
haben.  Das  Interesse  an  diesen  Forschungen  ist  dadurch  immer  mehr 
gewachsen.  Jedoch  bedarf  die  Lehre  vom  Diamagnetismus  noch 
eines  Fundamentalgesctzes,  wenn  sie  der  Lehre  vom  I^fagnetismus, 
Elektromagnetismus  und  von  der  Magnetelektricit^t,  womit  sie  innigst 
zusanmion  zu  hiingen  scheint,  gehörig  begründet  zur  Seite  gestellt  wer- 
den soll.  Auch  zu  diesem  Fundamentalgesctze  zu  gelangen,  schien 
nun  gleich  anfangs  eine  Aussicht  dadurch  eröflhet  zu  sem,  dass  es  Fa- 
raday  gelungen  war,  die  beiden  hauptsächlichsten  von  ihm  entdeckten 
Thatsachen,  nämlich  die  diamagnetische  Abstossung  und  die  äqua- 
toriale Stellung  diamagnetischer  Körper  in  der  Nähe  eines  starken 
Magnets,  unter  einen  sehr  einfachen  und  allgemeinen  Ausdruck  zu  brin- 
gen, der,  wenn  er  auch  nicht  selbst  als  Fundamentalgesetz  betrachtet 
•  werden  konnte ,  doch  in  nächster  und  engster  Beziehung  mit  einem  sol- 
chen stehen  zu  müssen  schien.  Faraday  führte  nämlich  diese  diama- 
gnetischen Wirkungen  auf  die  Gesetze  veränderlicher  Magnete 
(Eisenmagnete)  zurück,  indem  er  die  Wirkungen  diamagnetischer  Körper 
den  Wirkungen  von  magnetischem  Eisen  verglich,  worin  Nord-  und 
Sudmagnetismus  mit  einander  verlauscht  wören.  Die  hiemach  vorhan- 
dene Relation  des  Diamagnetismus  zum  Magnetismus  bildet  das  von  ihm 
aufgestellte  Gesetz  der  dia m agneti sehen  Polarität. 

Um  keine  Ungewissheil  über  den  Sinn  zu  lassen ,  welcher  mit  dem 
Worte  magnetische  oder  diamagnetische  Polarität  zu  verbin- 
den sei,  möge  hier  sogleich  eine  Erklärung  desjenigen  Sinnes,  in  wel- 
chem dieser  Ausdruck  in  folgender  Abhandlung  genommen  wird,  bei- 
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gefugt  werden.  Es  ist  hekunnl.  dass  Gauss  bewiesen  halt  dass  alle 
Wirkangen,  die  irgend  ein  Magnet  (oder  ein  KOrper,  welcher  geschlos- 
sene galvanische  Ströme  enthalt)  auf  andßreKOrper  aosObt,  auf  die  Wir- 
kungen zweier  magnetischen Fluida  zorttdcgefbhrt  werden  können,  wel- 
che aofseinerOberfUcheaaf  eine  bestimmte  Weise  vertheilt  sind, 
Gauss  hat  diese  VertheOung  die  ideale  Vertheilung  der  magne- 
tischen Fluida  genannt.  Demnach  soll  nun  in  der  folgenden  Ab- 
handlung unter  magnetischer  oder  diamagnetiscber  Polariiai 
eines  Körpers  ein  solcher  Zustand  desselben  verslanden  werden ,  ver- 
möge dessen  er  Wirkungen  auf  andere  Körper  ausübt ,  welche  so  be- 
ächaffen  sind,  dass  sie  sHmmtlicli  ans  oiner  idealen  Vertheilung 
magnetischer  Fluida  erklärt  werden  köuncn. 

In  diesem  Sinne  folüt  hIso  nns  dem  Gesetze  der  d ia  magneti- 
schen Polarität,  dass  alle  \\  irkiniircn  eines  diamasnedschen  Kör- 
pers sidi  aus  einer  idealen  Vertheilung  der  beiden  magneti- 
schen Fluida  auf  se  iner  Oberfläche  erklären  lassen.  Da  nun  aus  dem 
Gesetze  der  magnetischen  Polarität  derselbe  Ausspruch  sich  fülr 
magnetische  Körper  ergiebt,  so  folgt,  dass,  wenn  es  in  dem  angegebe' 
nen  Sinne  wirklich  eine  diamagnetische  Polarität  giebt. 

diamdgne tische'  Körper  von  magnetischen  sich  nidrt 
wesentlich  durch  ihre  Wirkungen,  sondern  bloss  durch  die 
Art  und  Weise  ihrer  Entstehung  oder  Veränderung  anler- 
scheiden ; 

denn  vorausgesetzt,  dass  die  von  ihrer  Entstehung  (oder  Verandemag) 
abhängige  ideale  Vertheilung  gegeben  ist,  so  sind  auch  alle  Wir- 
kungen gegeben ,  gleichgültig  ob  es  Magnetismus  oder  Galvanis^' 

mus  oder  Diamagnetisrous  sei,  an  dessen  Stelle  jene  ideale  Vei^ 
theilung  gt^selzt  worden. 

Soll  nun  aber  das  Gesetz  der  diamagnetischen  Polarität 
wirklich  eine  allgemeine  Geltung  haben,  so  daif  seine  Anwendbarkeil 
nicht  bloss  aut  iliejenigen  Erscheinungen  beschr'.iiikt  bleiben,  welche 
Faradav  zuerst  enldockl  halle,  die  nümlich  auf  der  Wcch<;e)wirkung 
des  diamagnetischen  Körpers  mit  demjenigen  Magnet,  durch  dessen  Ein- 
fluss  er  diamagnetisch  geworden  war,  beruhen,  sondern  sie  mussauf 
alle  Arten  von  Erscheinungen  erstreckt  werden  können ,  die  ein  Körper 
durch  eine  bestimmte  Verlheilung  seiner  magnetischen  Fluida  hervor- 
bringen kann,  wenn  er  auf  andere  Körper  wirkt.   Alle  diese  verscbie' 
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denen  Arten  von  Erficbeinongen  werden  eingelheilt  in  rein  magneti- 
sche, elektromagnetische  und  magnetelektrisclie.  Bs  war 
daher  von  besonderem  Interesse,  das  wiildicfae  Vorhandensein  dieser 
verschiedenen  Wirkungsarten  thatsüchlich  festzustellen.  Die 
zwelle  Wiril^nng  wttrde  nämlich,  wenn  sie  bei  diamagnetischen  Kör- 
pern wiritlich  vorhanden  wttre,  den  Fundamentalversuch  des  Elektro- 
diamagnetismns,  die  dritte  den  Fundamenlelversttch  derDiama- 
gnetelektricitai  (oder  der  diamagnetischen  Inductton  elektrischer 
StrCNne)  geben.  Fanden  dagegen  nicht  alle  diese  Wirkungen  statt,  so 
hiesse  das  so  viel,  als  das  Gesetx  der  diamagnetischen  Polarität 
wSre  nicht  allgemein  gültig ,  wodurch  es  seine  ganze  Wichtigkeit  und 
Bedeutung  in  theoretischer  Beziehung  verlöre. 

lieber  den  Thatbestand  dieser  verschiedenen  Wirkungsarien  dia- 
magnefischer  KfirjuM  stimmen  nun  die  von  verschiedenen  Beobachtern 
j?criiiul('nen  Resultate  noch  nicht  mit  einander  überein,  was  leicht  er- 
klärlich ist,  wenn  man  bedenkt,  wie  schwarh  nothwendiger  Weise  na- 
uienllieli  die  letzteren  Arten  von  Wirkungen  sein  müssen,  und  wie  leicht 
es  daher  gesehehen  kann,  dass  es  nicht  allen  Beobachtern  sie  darzu- 
stellen gelingt ,  zumal  wenn  sie  nicht  alle  ganz  gleiche  Instrumente  ge- 
brauchen. Namentlich  istesFaraday  nicht  gelungen,  sich  von  dem 
Vorhandensein  der  letzten  finducirenden  Wirkung  dianiagnetischer Kör- 
per zu  uberzeugen ,  üngeaclilet  er  auf  die  W  iederhoiung  der  darüber 
gemachten  Versuche  grosse  Muhe  und  Sorgfalt  verwendet  hat. 

Wie  schwach  zum  Betspiel  die  Wirkungen  eines  diamagnetischen 
Körpers  auf  eine  Boussole  sein  müssen,  leuchtet  daraus  ein,  dass  selbst 
die  von  starken  Elektromagneten  auf  einen  von  ihnen  diamagnetisirten 
Körper  auch  in  kleiner  Entfernung  ausgeübten  KrttAe  sehr  schwach  sind, 
obgleich  sie  den  grossen  Kräften  der  Blektromagnete  proportional  sind. 
Betrachtet  man  nun  aber,  statt  der  Wechselwirkung  eines  in  gegebener 
Weise  diaroagnelisirlcn  Körpers  mit  so  kraftvollen  Elektromagneten,  die 
Wechselwirkung  desselben  diamagnetischen  Körpers  mit  einer  schwa- 
chen Boussole ,  so  leuchtet  ein ,  dass  ans  dieser  letzteren  Wechselwir* 
knng  bei  gleichem  Abslande  eine  Kraft  hervorgeht,  welche  in  dem  Vei^ 
hlütnisse  der  magnetischen  Kraft  jener  Blektromagnete  zu  der  dieser 
BousBole  noch  kleiner  ist  als  die  aus  der  ersten  Wechselwirkung  ent- 
sprungene Kraft,  die  selbst  schon  sehr  klein  war. 

Unter  diesen  Verhttitnissen ,  wo  man  a  priori  übersehen  kann,  dass 
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die  fraglichea  Wirkungen ,  wenn  sie  vorhanden  sind,  ausserordcnttich 
schwach  sein  müssen,  bedarf  es  besonderer  Vorkehrungen»  am  sie  von 
andern  kleinen  Wirkungen  genau  zu  onterscheiden  und  zu  einem  siche- 
ren Resultate  über  ihr  Dasein  zu  gelangen.  Es  reicht  nicht  hin,  dass 
man  die  BeobachtungsmiUel  zu  schärfen  und  zu  verfeinern  Bochl,  son- 
dern man  muss  sich  auch  von  der  wirklich  crroichten  Scbcirfe  nnd  Fein- 
heit dieser  Mittel,  und  von  der  Starke  der  fraglichen  Wirkungen,  welche 
damit  beobachtet  werden  sollen,  nähere  Eenntniss  zu  verschaffen  suchen, 
um  darüber  gewiss  zu  werden,  dass  das  Beobachtete  dem  Gesuch- 
ten  wirklich  entspricht,  —  kurz,  die  Beobachtong  so  schwacher  Wir- 
kungen bedarf,  um  zu  sicheren  Resultaten  zu  filbreo,  der  quantitati- 
ven Co  ntrole,  an  der  es  bisher  gttnzlich  gefehlt  hat  Namentlich  kann  - 
die  Frage  ttber  das  Vorhandensein  oder  Nichtvorhandensein  einer  dia- 
magnetischen Induction  elektrischer  Ströme,  um  die  es  sich 
vorzOgUeh  handelt,  auf  dem  Wege  des  Versuchs  nur  dann  sicher  ent- 
schieden werden,  wenn  die  Stärke  des  Stroms,  welcher  dianiagac- 
tisch  inducirt  werden  mllsste,  d.  i.  der  Gegenstand,  um  den  es  sich  ban- 
delt, einigermaassen  ihrer  GrOsse  nach  vorausbesUmmt  ist,  weil  nur  hier- 
nach die  Mittel  bemessen  werden  kOnnen,  welche  zur  Prüfung  nothwen- 
dig  sind  und  genügen. 

Um  nun  aber  zu  einer  solchen  quantitativen  C  o  n  l r  o  1  e  der 
Beobachtungen  zu  ^i  laiii^jen ,  mü:,s  diejenige  Betrachtung,  welche  auf 
die  Vermuthung  einer  diamagnetischeu  Induction  elektrischer 
Strome  geführt  hat,  genauer  verfolgt  werden.  Nach  dieser  Betrach- 
tung wird  nUiühch  angenommen,  dass  alle  Wiikungen  eines  diamagneti- 
scheu Körpers  aus  einer  hrsiiminlrn  Vertheihmg  der  beiden  magneti- 
schen Fluida  auf  sein*  r  Oberllil*  In  erklärt  wercien  kdnnen,  und  dass 
umgekehrt  ein  diani  i^neliscber  Küiper  alle  Wirkungen  der  so  vertheil- 
ten magn(>f!schen  Fluida  ausübe.  Hieraus  folgt  nun ,  da.s  jedem  diama- 
gneli.sclien  KOrper  ein  bestimmtes  magnetisches  Moment  müsse  bei- 
gelegt, und  dass  jede  Art  von  diamagnetischer  Wirkung  müsse  benutzt 
werden  küonen .  um  dieses  magnetische  Moment  seiner  Grösse  nach  zu 
bestimmen ,  und  dass  sich  daraus  wieder  alle  andern  Arten  von  diama- 
gnetischen Wirkungen  ihrer  Grösse  nach  entweder  genau  oder  wenigstens 
naherungsweise  mflssen  vorausbestimmen  lassen.  Es  wurde  also  durch 
diese  Betrachtung,  wenn  sie  richtig  ist,  der  Weg  gebahnt  sein ,  von  be- 
kannten  diamagnetischeu  Erscheinungen  auf  unbekannte  zu  scbliessen 
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und  dieselben  ihrer  Grösse  nach  vorauszubeslimmen,  so  dass  jeder 
Versuch,  welcher  die  dadurch  bedingte  Feinheit  nicht  l>esilzt,  sogleich 
im  Voraus  verworfen  werden  kann ;  jeder  Versoch  dagegen,  welcher  bei 
solcher  Feinheit  doch  keia  Resultat,  odereia  ganz  verschiedenes,  ergäbe, 
Sur  Widerlegung  der  ganzen  Betrachtung  genügen  würde.  Bine  grUiid- 
liche  Entscheidung  ist  nur  auf  diesem  W«ge  möglich. 

Diesen  Weg  habe  ich  nun  in  der  folgenden  Untersuchnng  einzu* 
schlagen  versucht  und  glaube  so  weit  gelangt  zu  sein,  dass  die  dadurch 
gewonnenen  Resultate  keinem  Zweifel  nnierli^n ,  wenn  audi  zu  wün- 
schen bleibt,  dass  die  qoantitativen  Bestimmungen  künftig  noch  grossere 
Prädsion  erlangen.  Ware  mir  ein  reicheres  Material  vergönnt  gewesen, 
so  würde  idi  meSne  Beobachtangsmiltel  leicht  bedeutend  haben  verstür- 
ken  und  dadurch  den  quantitativen  Bestimmungen  schon  jetzt  einen  hö- 
heren Grad  von  PrUcision  verischalfen  können,  welcher  in  jeder  Bezie- 
hung witnschcnswerlh  bleibt,  auch  wenn  das  üaupiresullal  hinreichend 
festgestellt  erscheint. 

Elektrodiamagnetisiim«  ond  Measang  des  Momenta  eines 

Elektrodiamagiieto. 

1, 

Wie  Eisenmagnete  in  gewöhnliche  (deren Magnetismus  vomBin- 
flttss  anderer  Magnete  herrührt)  und  in  Elektromagnete  eingetheilt 
werden,  ebenso  können  auch  Diamagnete  in  gewöhnliche  (deren  Dia- 
magnetismus  von  magnetischem  Einfluss  herrührt)  und  in  Elektrodia- 
magne  te  eingetheilt  werden.  Nur  ist-zwischen  B I ektroma gne ten 
und  Elektrodiamagneten  darin  ein  grosser  fUr  die  Beobachtung 
wicfitiger  Unterschied,  dass  wenn  man  gleiche  galvanische  StrOme  vm 
emen  Eisenstab  und  einen  Wismuthstab  herumftihrt,  das  EislBn  magne- 
tische Krfifte  m  die  Feme  ansübt,  gegen  weldie  die  Krttile  des  galvani- 
schen Stroms  fast  vorschwinden,  wahrend  die  vomWismuth  ausgeübten 
diamagnelisclien  kiaiie  gegen  die  des  galvanischen  Stroms  verschwin- 
den. Hierin  liegt  der  Grund,  dass  das  Vorhandensein  des  Elek- 
trodiamagnetismus  schwer  naciizuweisen  ist.  Diese  ^Schwierigkeit 
kann  aber  liberwunden  werden  und  es  ergiebt  sich  dann  sogar,  dass  die 
Kraft  eines  Elektrodiamagnots  sich  zu  \virkli(  lim  Maassbestiumiun- 
gen  weil  besser  eignet  als  die  eines  gewöhnlichen  Diamagnets.  Doch 
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bedarf  w  einer  besonderen  Einrichüing,  um  reine  Wiriamgen  enur 
solchen  elektrodiamagnetiscben  Kraft  darzustellen  und  den  Etnflass  des 
galvanischen  Stroms  dabei  ganz  zu  beseitigen.  Ich  will  hier  nun  zuerst 
die  Einrichtung  beschreiben,  mit  der  ich  die  reine  Wirkung  eines 
Elektrodiamagnets  dargestellt  und  die  Grosse  seiner  Kreil  mit  der 
eines. El ektromagnets  verglichen  habe;  sodann  werde  ich  die  Re- 
sultate der  damit  gemachten  Versuche  folgen  lassen. 

8. 

ElektrodiamagnetüeherHeMsppanit. 

Es  sollte  die  Wirkung  beobachtet  werden ,  welche  einElektro- 
dia mahnet  aul"  eine  in  einiger  Entferniniii;  davon  aufgeslellte  Magnet- 
nadel ausübt.  Es  ist  schon  oben  bemerkt  worden,  wie  klein  die  Wir- 
kung sei,  welche  man  von  der  von  einem  diamagneUschen  Körper  auf 
eine  gewöhnliche  Magnetnadel  ausgeübten  Kraft  zu  erwarten  habe,  zumal 
wenn  diese  Nadel  vom  Diamagnete  einige  ZoU  entfernt  ist.  Je  kleiner 
die  zu  erwartende  Wirkung  war,  desto  feinere  Methoden  der  Beobach- 
tung mussten  gebraucht  werden.  Es  wurde  daher  ein  kleines  tfaguelo- 
meter  angewendet,  dessen  Nadel  lOOMültmeter  lang  und  mit  Spiegel 
versehen  war,  um  nach  der  Gauas^schen  Methode  mit  Femrohr  und 
Skala  beobachtet  zu  werden.  Es  Hessen  sich  damit  Ablenkungen  der 
Nadel  von  einzehien  Bogenminutenr  genau  messen.  Die  Empfindlidikeit 
einer  solchen  Nadel  hangt,  wie  beltannt,  von  der  Grösse  der  horizonta- 
len Aichlkraft  ab,  die  der  Erdmagnetismus  auf  sie  ausübt  Die  Schwtn- 
gangsdaner  der  Nadel  betrug  bei  ungeschwaohter  Biehtkraft  des  Erd* 
magnetismus  7,687  Secunden;  nun  wurde  aber  diese  Riclitkrafl,  uro  die 
Empfindlichkeil  zu  steigern,  so  verrainUt  i  l,  dass  die  Schwingungsdauer 
auf  18,45 Secunden  wuchs,  was  auf  sehr  einfache  Weise  durch  einen 
starken  Magnetstab  Fig. 2  SN  bewirkt  wurdo,  welcher,  mit  verkehrten 
Polen,  in  der  Richtung  der  Nadel  iVS  in  angemessener  Kntlernung  fest 
aufgestellt  wurde.  Durch  eine  kleine  Verriickung  (heses  Wagnelstahes 
konnte  die  Empündhchkeit  der  Nadel  ganz  beliebig  regulirl  werden; 
doch  wird  durch  zu  grosse  Empfindlichkeit  die  Präcision  der.  Beobach- 
tung leicht  gefährdet.  Ausserdan  ergab  sich,  dass  der  oben  angege- 
bene Grad  der  Empfindlichkeit  geniale.  Uebrigens  war  die  Nadel  mit 
einem  kupfernen  Dampfer  versehen,  welcher  eine  Abnahme  derSchwia- 
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gungsbögeu  ia  dem  Verhältnisse  von  3:2  bewirkte,  oder  genauer  das 
decremeaUtm  logtuilhmicum  war  '  ^ 

=  0,17887. 

Von  (lit'ser  Beschreibung. des  magnetischen  Messapparats  gehen  wir 
zur  Darstellung  des  Elektrodiamagnets  selbst  und  seiner  Aufstel- 
lung über.  Der  Elektrodiamagnet  bestand  erstens  aus  zwei  gleichen 
Wismuthey  1  inde rn ,  92 Millimeter  lang,  16  Millimeter  dick,  beide  zusam- 
men 343500  Milligramm  schwer,  welche,  wie  Fig.  1.  aa  darstelU,  io 
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verticaler  StelloDg  und  400  iMillimeter  Abflland  foBt  mil  duander  verban- 
den waren  und  dkirch  eine  einfticfae  HebelvorricfaCung  höher  oder  tiefer 

gestellt  werden  koimteii;  zweitens  aus  zwei 
spirallbrmig  aufgewundenen  ioipfemen  Lei- 
tungsdrablen.  Jede  dieserSpiralen  war  4  90  Nil- 
limeter  lang,  hatte  47BIiUnneler  inneren  Dttrdi- 
messer  und  bestand  aus  i  Lagen,  jede  I^ge 
aus  1  iC  Umwindungen.  Sie  Nvarcn  vertical  \>ie 
SiUiIen,  1  00  Millinietcr  von  einander,  uul  eun  in 
Statife  befestigt  und  ihre  Drähte  so  mit  eioaa- 
der  verbunden ,  dass  ein  Strom ,  welcher  von 
der  einen  zur  andern  ging,  sie  in  entgegenge- 
setztem Sinne  durchlief.  Beide  WismulhcyHn- 
der  konnten  zagleicb  in  diese  beiden  Spiralen 
herabgelassen  werden  und  wurden  dann  durch 
den  galvanischen  Strom  in  Blektrodiajn«^ 
gnete  verwandelt,  deren  einer  seinen  Nordpol 
nach  oben,  der  andere  nach  unten  kehrte.  Zur 
;  Darstellung  des  Stroms  dienten  6  Grove*sche 
**  Becher. 

Diese  beiden  Spiralen  wurden  nun  so  auf- 
gestellt, dass  eine  durch  die  Nadel  gelegte  Ho- 
rizontalebene sie  halbirle;  Jas  Südende  S  der 
Nadel  schwebte  genau  in  der  Mitte  zwischen  bei- 
den Spiralen.  Fig.  2  stellt  die  gegenseitiife  Laae 
der  Nadel  NS  und  der  beiden  S|)iralen  um  ati 
im  horizonlnlen  Durcliscfinille  &,iv.  Die  beiden 
Wismuthcylinder  wurden  entweder  in  den  Spi- 
ralen so  tief  hcrabgesenkt,  dass  ihr  oberes  Ende 
bis  zum  Niveau  der  Nadel  herauf,  oder  sie 
worden  so  hoch  gehoben,  dass  ihr  unteres 
Ende  bis  zum  Niveau  der  Nadel  herabreichte. 

Die  Grttnde  dieser  Einrichtung  sind  fol- 
gende.  Es  kam  erstens  darauf  an,  dass 
der  galvanische  Strom,  weicher  durch  beide 
Spiralen  ging ,  gar  keine  Wulcung  unmittelbar 
^1-^^  auf  die  Nadel  ausübte,  trotz  seiner  Starke 
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und  Nähe  und  trotz  der  Empfindlichkeit  der  Nadel.  Durch  die  sym- 
metriBche  Slellung  der  beideD  Spimleo  halb  Uber  halb  uoler  der  Ho- 
rizootalebeoe  der  Nadel  wurde  die  AbteDktmg  aollgiebobeD;  durch  die 
gleiche  EntfemoDg  der  beideo  Spiralen  von  der  Nadel  und  durch  die 
entgegengesetzte  Richtung  ihres  Stromes  wurde  auch  die  senkrechte 
Kraft  aafgchoben,  welche  sonst  die  Nadel  in  verticale  Schwankung  setzen 
*  würde.  Da  aber  eine  vollkommene  Symmetrie  dieser  Ycrhültniiise  prak- 
tisch nicht  erreichbar  ist,  so  bedurfte  es  noch  einer  besondem  Einrich- 
tung, um  die  unvcrmeidliclien  kleinen  Abweicluiniren  zu  compensiren. 
Dazu  diente  ein  dritter  Leiiiui.i,'S(b;iht ,  vvcliiier  in  18  Windungen  um 
einen  ieckigen  Kähmen  M  gcwniiden  war  und  in  die  Kette  eiogesohaltel 
wurde.  Dieser  Rahmen  war  244  Millimeter  lang,  1 40  Millimeter  hoch 
und  wurde  vertical  in  der  Ebene  der  Nadel  aufgestellt.  Derselbe  Strom, 
welcher  durch  die  beiden  Spiralen  ging,  übte,  indem  er  auch  diesen 
dritten  Draht  durchUef,  ein  Drebongsmoment  auf  die  Nadel  aus»  welches 
durch  Ndhening  oder  Entfernung  des  Rahmens  leicht  vergrOssert  oder 
verkleinert  werden  konnte,  bis  die  beabsichtigte  Compensatton  vollkom- 
men erreidit  war. 

Zweitens  kam  es  darauf  an,  dass  die  beiden 'Wismnihcylinder 
abwechselnd  in  die  untere  Slellung,  wo  ihre  oberen  Enden  starker 
auf  die  Nadel  wirkten,  und  in  die  obere  Stellung,  wo  ihre  unteren 
Enden  stUrker  wirkten,  gebracht  werden  konnten ,  ohne  dass  die 
Starke  ihres  Diamagnetismus  sich  änderte  und  ohne  dass 
durch  diese  Bewegung  im  Wismuth  als  l.eiter  ein  Strom 
inducirt  wurde.  Hierbei  trat  nun  diM-  Vorzug  des  Elektrodia- 
magnets  vor  einem  ge  wohnl  i c hen  hervor.  Denn  der  ge  wöh  ti- 
li che,  durch  die  Nahe  eines  Magnetpols  hervorgebrachte,  Uiamai^net Is- 
mus ändert  sich  mit  jeder  Verrttckung  seines  Trägers  und  zugleich  wer- 
den dabei  in  diesem  Tr&ger,  wenn  er  ein  Leiter  ist,  stets  Ströme  indu- 
cirt. Ganz  anders  verhalt  es  sich  mit  einem  Elektrodiamagnete, 
wo  der  diamagnetische  Wismuthcylinder  von  allen  Seiten  von  der  gal- 
vanischen Spirale  umschlossen  ist.  Ist  diese  Spirale  gleichförmig  ge-' 
wunden  und  so  lang,  dass  der  Wismuthcylinder  stets  von  den  Enden 
der  Spirale  entfernt  bleibt,  so  eigiebt  sich  die  elektromagnetische  Kraft 
der  Spirale  für  alle  Theile  des  Raumes,  in  denen  der  Wismuthcylinder 
sich  befindet,  nach  bekannten  elektromagnetischen  Gesetzen,  nahe  con- 
staut,  und  der  Wismuthcylinder  kann  also  in  dem  mittleren  Räume  der 
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Spirale  hin  und  her  geschoben  werden ,  ohne  dass  sein  Diamagnetismus 
verändert,  und  ohne  dass  galvanische  SlrOme  in  demselben  als  Leiter 
inducirt  werden.  Dazu  kommt  noch,  däss  die  ganze  Wismuthmasse 
darin  gleichmässig  diamagnetisirt  wird,  welches  bei  der  gewöhnli- 
chen, durch  die  Nahe  eines  Magnetpols  hervorgebrachten  Diamagneti- 
sirung  nicht  der  Fall  ist,  weil  hier  diejenigen  Thcile,  welche  dem  Pole 
am  nächsten  liegen ,  weit  stärker  werden ,  als  die  entfernteren ,  ein  Um- 
stand, welcher  alle  Maassbestimmungen  verhindert. 

Fand  nun  bei  der  beschriebenen  Aufliebung  kein  directer  Einfluss 
des  Stroms  auf  die  Nadel  statt,  und  wurde  in  den  Wismulhcvlindem  als 
Leitern  bei  ihrer  Auf-  und  Abschiebung  kein  Strom  inducirt,  so  musstc 
die  Ablenkung  der  Nadel,  welche  beobachtet  wurde,  als  eine  reine  Wir- 
kung der  diamagnetischen  Kraft  der  WismuthstJibe  betrachtet  wer- 
den, und  diese  Ablenkung  mussle  nach  dem  Gesetze  der  dia magne- 
tischen Polarität  positiv  oder  negativ  sein,  je  nachdem  die  Wis- 
muthstiibe  ihre  untere  oder  obere  Stellung  in  den  Drahtspiralen 
erhielten.  Es  ergiebt  sich  daraus  der  für  die  schärfere  Beobachtung 
günstige  Umstand,  dass  sich  diese  Ablenkung  durch  Multiplication 
verstärken  lässti  indem  man  die  Stellung  der  Wismuthstäbe  immer  in 
dem  Augenblicke  wechselt,  wo  die  Nadel  das  Ende  ihres  Schwingungs- 
bogens erreicht,  so  lange,  bis  endlich  durch  die  Wirkung  des  Dämpfers, 
womit  die  Nadel  versehen  ist,  ihr  Schwingimgsbogen  während  jeder 
Schwingung  um  eben  so  viel  abnimmt,  als  er  durch  die  diaroagnetische 
Wirkung  der  Wismuthstäbe  zunimmt.  Der  zugehörige  Grenz  werth 
lässt  sich  aus  allen  nach  einander  beobachteten  Schwingungsbögen  mit 
grosser  Schärfe  berechnen  und  kann  bei  bekannter  Dämpfung  als  Maass 
der  Stärke  des  Eloktrodiamagnctismus  der  Wismuthstäbe 
dienen. 

Setzt  man  alsdann  für  die  Wismuthstäbe  einen  Ei sencv linder 
von  gleicher  Länge  und  wiederholt  damit  die  nämlichen  Versuche,  so 
gelangt  man  zu  einer  Vergleichung  der  Stärke  eines  EIckt  ro- 
diamagnets  mit  der  eines  E  lektromagnets.  Nur  leuchtet  ein, 
dass  man  bei  der  grossen  EmpOndlichkeit  des  Apparats  die  Wirkung  des 
E lektromagnets  dadurch  möglichst  schwächen  muss,  dass  man  einen 
sehr  dünnen  Eisenstab  gebraucht.  Bei  den  folgenden  Versuchen  war 
der  Eisenstab  so  dünn,  dass  sein  Gewicht  nur  den  59200sten  Theil  von 
dem  Gewichte  der  beiden  Wismuthstäbe  betrug,  und  auch  danp  ergab 
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sich  seine  Wirkung  noch  viel  stärker,  als  die  der  beiden  WismaUistabe 
zusammen. 

Endlich  kam  es  drittens  bei  diesen  Versuchen  hauptsllchlich  noch 
darauf  an,  die  Richtung  der  Ablenkung  für  jede  Stellung  derWismutli- 

stäbe  zu  bestimmen  und  mit  der  Richtung  zu  vergleichen ,  welche  die 
Ablenkung  l)ei  gleicher  Stellung  des  EisenstJibchens  hatte.  Es  wurde 
daher  die  Stellung  der  Stühe  für  jede  Schwingungsdauer  bei  den  Beob- 
achtungen bemerkt.  Es  eri,'ab  sich  stets,  wie  die  folgenden  Versuche 
zeigen .  dass  die  Ablenkung  der  Nadel ,  bei  gleicher  Stellung  der  Wis- 
muth- und  Kisenslübe,  iu  entgegengesetzter  Rieh  tung  erfolgte, 
dass  also,  wiefUr  gewöhnliche  Diamagnete  aus  anderen  Wirkun- 
gen schon  bekannt  ist,  auch  bei  Blektrodiamagneten  das  nördliche 
und  südliche  magnetische  Fluidum,  unter  gleichen  Stromverhtlltnissen, 
auf  entgegengesetzte  Weise  wie  bei  Elektromagneten  ver- 
theilt  gedacht  werden  muss,  was  eben  durch  diese  Versuche  bewiesen  - 
werden  sollte. 

3. 

Versuche  vnd  Messungen. 

Die  mit  dem  beschriebenen  Apparate  angestellten  Versuche  und 
Messungen  sind  von  verschiedenen  Beobachtern  gemacht  worden»  um 
die  Unsicherheit  zu  beseitigen,  der  bei  so  schwachen  Wirkungen  ein 
einzelner  Beobachter  leichter  ausgesetzt  erscheinen  könnte.  Ausser  mir 
haben  folgende  Herren  die  Gtite  gehabt-,  dieselben  Messungen  an  ver- 
schiedenen Tagen  zu  wiederholen,  nflmlich Professor  Listing,  Professor 
Sartorius  von  Waltershausen,  Dr.  von  Quintus  Icilius  und 
Dr.  Riemann.  Ich  werde  beispielsweise  statt  des  ProtocoUa  mein^ 
eigenen  Messungen  das  Protocoll  der  von  Herrn  Professor  Listing  sehr 
sorgfällig  geniacliten  Messungen  hier  vollständig  mittheilen ,  indem  ich 
nur  bemcrk(\  dass  die  uieinigea  sowohl  wie  alle  anderen  sämmtlich 
damit  nahe  übereinstimmen. 
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Gotlingen  4891.   Juni  21* 
Beobachter :  Herr  Professor  L  i  s  ti  og. 
Galvanischer  Strom  von  6  Grove^schen  Plalin-Zhikbechem. 


i.  Versuche  mit  den  beiden  Wismuthstaben. 


Nr. 

der 

gimg. 

Stellung 

der 
Silbe. 

stand  der 
Nedel  em 
Anfange  oder 

Ende  jeder 
Schwingung. 

RuhealaDd 
der 
Nadel, 

Schwingimge» 
bogea  der 

mr^  J..a 

Nadel. 

1. 

oben 

P*  A  A  A 

40^,0 

487,0 

IAA 

—  40, t) 

2. 

nnten 

Ol  3,^ 

488, 0 

—  50,4 

3. 

oben 

4S9,v 

X  DO  0 

—  56,3 

4. 

unten 

;)  1  8,5 

—  uo,5 

5. 

oben 

t  O  i\  A 

vt>o,t) 

487,0 

  O.J.Z  1 

0. 

unten 

5i  z.O 

Ion  0 

—  4o.ö 

7. 

oben 

471,1 

484,9 

+  z9,7 

o 
o. 

oben 

48»,  / 

Ion  0 
487, 0 

1     nr  A 
+  7,0 

9. 

unien 

toi  o 

IAO  4 

4o9,<l 

—  8,9 

oben 

I  OA  Ck 

4oö,9 

—  1 0,0 

1  1 

unten 

490, y 

4oZ,7 

QA  A 

1  r. 

oben 

457, 

4o.5, 1 

RA  1 

1  o. 

uiiu  n 

öl  0,ü 

4o  > .  2 

RT  B 
  0  /  ,0 

1  4. 

obcu 

459,3 

4o4,Z. 

RA  Q 

15. 

unten 

004,4 

487,0 

-)-  aa,o 

unten 

•78,3 

483,1 

+  1!b,4 

17. 

oben 

476,9 

485,0 

—  1  4,7 

1  Q 

1  r». 

unten 

504,9 

i  N . ) , ; 

  00,0 

1 1J. 

oben 

Ion  /; 

—  4z,o 

ZÜ. 

unten 

49  9,4 

1  "TA  ß 

479,0 

—  o9,o 

21. 

oben 

460.1 

484.1 

—  46,6 

SSI. 

nnten 

513.9 

488,8 

A*   M  M 

—  51,7 

23. 

oben 

464,2 

486,8 

—  45,9 

24. 

unten 

506,2 

480,0 

—  50,6 

25. 

oben 

446,9 

474,1 

—  55,2 

26. 

unien 

498,0 

476.4 

+  44,5 

27. 

unten 

460,0 

465,6 

+  15,5 

28. 

oben 

453,1 

462,5 

—  16,8 

8». 

unten 

479,8 

464,6 

—  89,8 

30. 

oben 

446,9 

4G7,8 

—  40,3 

31 . 

unten 

494,6 

471.8 

—  46,0 

32. 

ol)en 

450.4 

471,3 

—  42,2 

33. 

unten 

490,5 

468,2 

—  44,0 

34. 

oben 

442,6 
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•  2.  Versuche  mit  einem  Ei sensiabchen. 

Um  bei  der  Empündlichkeit  der  Nadel  die  Wirkung  des  Eisens  zu 
vermindern,  wurde  nqr  ein  einfaches  Stäbchen  gebraucht  und  damit 
zwei  Versuciisreihen  gemacht,  wobei  das  Stabchen  erst  in  der  einen, 
dann  in  der  andern  Spirale  auf-  und  abgeschoben  wurde.  Das  Eiscn- 
stUbchen  wog,  bei  gleicher  Lange  mit  den  Wismuthsiaben,  nur  5,8  Milli- 
gramm, d.  i.  59200  Mal  weniger  als  die  beiden  Wismuthstabe  zusammen. 
Dennoch  war  die  Wirkung  so  stark,  dass  die  Ablenkung  nur  ohne  Mul- 
tiplication  einfach  gemessen  werden  konnte. 


Brate  Reihe. 

Nr. 

Stellung 
des  Eisen- 
stäbchens. 

Elongationen 
der  Nadel. 

Ruhestand  der 
Nadel. 

Mittel. 

1 

1  . 

unten 

428,1 
215,2 
362,8 
261.0 

•  300,4 

303,8 
301,7 

302,0 

2. 

oben 

451,2 
652,0 
515,0 
609,9 
544,4 

571,7 
569,8 
571,9 
570.6 

571,0 

3. 

• 

unten 

435,5 
206,7 
364,7 

254,6 
336,9 

298.2 
301,5 
298,6 
304,0 

300,6 

4. 

oben 

503,2 
598,0 
536,9 

560,1 
561,3 

560,7 
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Mr. 

Zweite  Reihe. 

SMIaa« 

des  Ei«en- 

8lttbcll0IIS. 

Eloogaliooeo 
d«r  Nadel. 

Ruhe:i>laii<l  dflr 
MMlel. 

Mittel. 

1. 

oben 

524.0 
590,5 
549.3 

227, i 
387,1 
•  275,4 
357,9 

063,9 
565,8 

564,9 

2. 

unten 

323.2 
320.1 
324,9 

322.7 

3. 

oben 

450,9 
GG1,8 
525.3 
GipO.O 

577.4 
579.9 
570,1 

575.8 

4. 

unten 

217.8 
392.2 
270.0 
349,4 

318,9 
317.6 

• 

319.0 

ö. 

oben 

439,7 
638,8 
495.8 
595.0 

559,2 
553,0 
555,3 

555,8 

Es  ist  hierbei  noch  zu  bemerken,  dass  die  Intensiüil  des  von  6Grove- 
schen  Bechern  hervorgebrachten  Stromes  mit  einer  Tangientenboiissole. 
deren  Bing  21 1  Millimeter  Durchmesser  hattd,  gemessen  wurde.  Der 
Strom  lenkte  die  Boussolc  um  28^21'  ab.  wonach  die*  Intensität  des 
StromB  (den  horizontalen  Tbeil  der  erdniagnetischen  Kraft  =  1,8  ge- 
setzt) gefunden  wird 

==  1 05,5 ,  ^ .  tang  28»  21'  =  1 8,31 . 
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4. 

Beredmung  der  Versuche. 

In  der  Tafel  der  mit  den  beiden  Wismuthstttben  gemachten 
Versuche  siod  dte  Nadelstttnde ,  wie  sie  am  Anfange  und  Ende  jeder 
Schwingung  beobachtet  worden  sind,  in  der  dritten  Columne  ange- 
geben. Aus  je  drei  von  diesen  unmittelbar  beobachteten  Nadelstanden 
sind  in  der  vierten  und  fünften  Columne  der  entsprechende  Ruhe- 
stand und  Schwingungsbogen  mit  Rücksicht  auf  die  Dämpfung  berech- 
net. Bin  posi  Ii ves  Vorzeichen  vor  dem  Schwingungsbogen  bedeutet« 
dass  die  Nadel  bei  der  oberen  Stellung  der  WismulhsUlbe  von  klei- 
neren auf  grossere,  oder  bei  der  unteren  Stellung  von  grösseren 
auf  kleinere  Skaienlheile  gini,';  das  Lingekclirlc  ^ilt  liir  das  nei;ative 
>'orzüichcn.  Nachdem  die  Stellung  der  Wismuthsllibe  inelirmals  regel- 
mUssig  am  Ende  jeder  Schwingung  gewechselt  \vorden  war  und  der 
Scijwinguni;sl)Oi.'eii  seinen  Grenzwcilh  fast  cnxMelit  halte,  wurde  eine 
L'nterbrechung  dadurch  hervorgehraeht .  dass  dm  Stellung  derWismuth- 
stttbe  während  zweier  Schwingungen  unverändert  gelassen ,  darauf  aber 
wieder  regelmässig  gewechselt  wurde.  Der  negative  Schwingungs- 
bogen wurde  dadurch  in  einen  positiven  verwandelt,  der  aber  schnell 
bis  auf  Null  abnahm  uud  sehr  bald  wieder  in  einen  negativen  Uber> 
ging,  wodurch  die  Richtung  der  von  den  Wismuthstilben  hervorgebrach- 
ten Ablenkung*  am  augenscheinlichsten  hervortrat.  —  Zahlt  man  die 
Schwingungsbögen  von  demjenigen  an,  welcher  der  Null  am  nächsten 
ist,  so  lassen  sich  die  beobachteten  demGrenzwerthe  am  nächsten  kom- 
menden Werthe  mit  Hülfe  des  bekannten  dearmentum  hgariütmieum 
leicht  auf  den  Grenzwerth  reduciren,  und  daraus  ein  genauerer  Mit- 
telwerth des  letzteren  finden.  In  dem  vorliegenden  Falle,  wo  das 
decrementim  logorilhmicttm  nahe  =  log  }  war,  genügt  es,  den  Werth 
des  «ten  Schwini^un^sbo^ens  mit  (1  —  (l)")  zu  dividiren.  oder  genauer, 
weil  das  (h'cn'iiicntiim  loijaruhinit  um  =0,17887  war,  mit  ^1  —  0,6624"). 
Hiernach  ergeben  sich  folgende  reducirle  Werthe. 


AbbudU  4.  K.  S.  Cm.  4.  WiMOudk.  I.  36 
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Nr. 

beobachtet 

reducirt 

Mittel. 

M 

1, 

A4  X 

—  63,4 

Z. 

—  66,6 

a 
O. 

4. 

RA  Q 

—  90,a 

—  58,5 

—  o7,1 

—  65,5 

—  61.8 

5. 

—.55,2 

—  59,4 

6. 

—  46,6 

—  48,8 

11. 

QA  A 

—  47,5 

las. 

KA  1 

—  66,6 

—  59,8 

1a. 

—  o7,ö 

—  68,o 

1  4. 

RA  A 

—  50,9 

BA  O 

—  56,8 

19. 

—  42,6 

—  67,5 

ZU. 

—  *ja,o 

—  öz,3  * 

81. 

^46.6 

55,5 

—  51,7 

—  57,9 

ei!  j 

—  66,1 

23. 

—  45.9 

—  49,4 

84. 

—  50,6 

—  53,1 

85. 

—  55,2 

—  67,0 

30. 

—  40,3 

—  63.9 

31. 
38. 

—  46,0 

—  48,8 

—  60,2 

—  50,0 

—  öo,8 

33. 

—  44.0 

—  49,3 

Aus  allen  Beobacbtuugen  zusammen  ergiebt  sieb  also  der  gesuclite 
Grenzwcrlb 

x  —  ^  58,4. 

Das  negative  Vorzeichen  bedeutet,  dass  die  Nadel  bei  der  unteren 
Stellang  derWismnthstäbe  auf  grössere,  bei  der  oberen  auf  klei- 
nere Skalenlheile  gelrieben  wurde.    Bei  diesen  nach  der  Methode 

der  Muitiplrcalion  gemachten  Versuchen  ergiebt  sich  nun  ferner  ans 
dem  gefundenen  Grenz  wer  ihn  der  Schwingungsbugen  x,  nach 
der  iu  der  vorigen  Abhandlung  (in  diesem  Baude  S.  348}  vou  mir  gcge- 
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benen  Regel,  die  dem  Gl  eichgewichle  der  Nadel  entsprechende 
Ablenkung  'S 

ci       «     4  —  • 

worin  log  das  logarithnüsche  Decrement  bezeicboet,  also  log  e' 
=  0^7887  ist.    Hienras  ergiebt  sfeh  die  dem  Gleichgewichte 

der  Nadel  eutsprcchendc  Ablenkung 

E  =  —  5,93. 

Aus  den  mit  dem  Eisenstäbchea  ohneMultiplication  gemachten 
Versuchen  haben  sich  abwechselnd  ßlr  die  obere  und  fttr  die  untere 
StelloDg  folgende  Ruhestllnde  der  Nadel  ergeben: 


«rate  Reib« 

zweite  Beibe 

oben 

564,9 

unten 

302.0 

322,7 

oben 

57i,0 

575,8 

unten 

300.6 

349.6 

oben 

660.7 

655.8 

Hieraus  ergeben  sich  unmittelbar  die  Werthe  der  Ablenkung  E: 


«i»teB«i]i« 

zweile  Reibe 

+  134,50 
+  135.20 
+  130.05 

+  121,10 
+  126,55 
+  128,10 
+  418.40 

alüo  im  Mittel  aus  beiden  Reihen  die  Ahl nkuug 

F  =  +1i8,4. 

Das  positive  Vorzeichen  bedeutet,  dass  die  Nadel  bei  der  unteren 
Stellung  des  Eisenstabchens  auf  kleinere,  bei  der  oberen  auf 
grossere  Skalentheile  getrieben  wurde,  d.  i.  gerade  umgekehrt 
wie  bei  den  Wismuthstaben. 

Das  Moment  des  Magnetismus  des  EisensMbcbens  verhAlt 

36» 
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sieh  hiernach  zum  Momenie  des  Diamagnelismus  der  beiden  Wis- 
malhsUlbe ,  wie 

+  128,4  :  — 5,93. 

d.  h.  das  Moment  des  Eisens  ist  dem  SI.THichen  des  Wismuths  pnt- 
gegengesetzt  gloicli,  ungeachtet  die  Masse  des  Eisens  59200  Mal  kleiner 
war.  Hiernach  würde  also,  auf  i;leiehe  Massen  reducirt,  der  Dia- 
mai; ue  Ii  suius  des  Wisniuth  li8ii000Mal  kleiner  zusetzen  sein, 
als  der  M  a  g  n  o  { i  s  in  ii  s  des  K  i  s  <'  n  s. 

Aus  einer  eben  solchen  von  Herrn  Professor  Sa  rt ori  u  s  von  Wn!- 
lershausen  ausgefuhrteo  Versuchsreihe  halte  sich  der  Greozwcrtii 

x  =  ~-  48,2, 

aus  eiaer  dritten  von  Herrn  Dr.  von  Quin  tus  Icilius  gemachten, 

aus  einer  vierten  von  Herrn  Dr.  Riemann  gemachten, 

«  =  —  46,0. 

aus  der  von  mir  gemachten 

ap  =  —  55,8 

ergeben.   Im  Mittel  aus  allen  diesen  Versnchen  ist  also 

»  =  —  50,9 

E  =  —  5,17 

und  hiernach  ist  der  Dianiagnet Ismus  des  Wismuths  1 470000  Mal 
kleiner  zu  setzen ,  als  der  Magnetismus  des  Eisens. 

Die  obigen  Versuclie  genügen,  um  dadurch  den  Elektrodia- 
mngnelismus  des  Wismutlis  nacii/uweisen.  Üie  für  seine  S t ii rki' 
daraus  abgeleitete  Bestimmung  kann  nun  zwar,  wie  man  leicht  uhn- 
sieht,  nur  als  eine  ungefähre  betrachtet  werden;  es  reicht  aber  eine 
solche  ungefähre  Bestimmung  hin,  um  als  ein  fester  Stutzpunkt  bei  der 
folgenden  Untersuchung  tiher  diamagnetischo  Induction  galva- 
nischer Sir  Ome  gebraucht  zu  werden. 

5. 

Bequemste  Einrichtnng  sar  Beohaebtung  der  diamagnetischen  Polaritit. 

Die  vorheigehenden  Versuche  beweisen  dreierlei: 
erstens,  dass  bei  der  Darstellung  von  Diamagnelen,  ebenso  wßi» 
der  Darstellnng  von  Magneten ,  die  rein  magnetischen  Kräfte  dnich 
elektromagnetische  Krttfte  galvanischer  Ströme  ersetzt  w«^ 

den  können; 
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zweitens,  dass  an  einem  seiner Lsnge  nach  g^eichfönnig  diamagne- 
lisirten  Wismuthstabe,  Mrie  er  durch  die  elektromagnetische  Kraft 
einer  galvanischen  Spirale,  in  die  er  gelegt  wird,  dargestellt  wei^ 
den  kann,  die  diamagnetisehe  PolaritSIt  dentUeh  und  Richer 

beobachtet  wird,  indüm  er  auf  ciüu  Magnelnadi'l  entgegenge- 
setzte Dre  liungskrafte  ausübt,  jenachdem  er  ihr  mit  seinem 
einen  oder  mit  seinem  andern  Ende  genühert  wird,  —  geraile  so 
wie  die  magnetische  Polarität  aa  eioem  durch  denselbeu 
Strom  magnetisirten  Eisenstabe ; 
drittens,  dass  sich  endlich  unter  den  nngegebenen  Verhiiitnisscn 
die  von  dem  diamagnetisirtcn  Wismuthstabe  auf  eine  Magnetnadel 
aosgettbte  Drehungskraft  sowohl  ihrer  Richtung  als  Grösse  nach 
bestimmen  und  mit  der  Bichtung  und  Gr<»sse  der  von  einem  .durch 
dieselben  Kräfte  magnetisirten  Eisenstabe  auf  dieselbe  Magnetnadel 
ausgeübten  Drehung^dcraft  vergleiche  lässt,  woraus  sich  die  Rich- 
tung der  Drehungskraft  stets  entgegengesetzt  eigiebt,  wah- 
rend die  Bestimmung  der  Grosse  zu  ehier-Yergleichung  sich 
entsprechender  magnetischer  und  diamaguetischer 
^lo  mcnte  führt; 

Alle  diese  Versuche  lassen  sich  nut  geringen  Htiifsmif fein ,  wenn 
sie  zweckmiissii,'  verwendet  werden,  ausfuhren,  was  um  so  mehr  Be- 
achtung verdient,  als  nach  der  in  der  Einleitung  gemachten  Bemerkung, 
die  Krüfte,  um  die  es  sich  hierbei  handelt,  ausserordentlich  klein  sind, 
und  man  daher  geiasst  sein  musste,  dass  die  Beobachtung  deutlich  wahr- 
nehmbarer Wirkungen  dieser  kleinen  Kräfte  die  Anwendung  sehr  starker 
Mittel  fordern  würde,  was  in  der  That  aber  nicht  der  Fall  ist.  Denn 
eine  Grove*sche  oder  Bunsen'sche  Sfiule  von  6  bis  8  Bechern  und  ein 
Paar  Pfund  Kupferdraht  von  angemessener  Starke  sind  Gegenstände,  die 
zu  vielen  andern  Yereuchen  gebraucht  werden,  und  ausserdem  bedarf 
es  btos  noch  einer  kleinen  Magnetnadel,  die  mit  einem  Spiegel  versehen 
ist,  um  wie  beim  Magnetometer  mit  einem  Femrohre  (wozu  einSextan- 
Icufcrnrohr  genUgl'i  l)eobachl€t  zu  werden. 

Um  die  Ansfülii  uiig  dieser  für  die  Begr'tlndung  der  Lehre  vomDia- 
niagnetismus  besonders  wichtigen  Versuche  möglichst  zu  erleichtern, 
namentlich  die  auf  die  Aufstellung  des  Apparats  zu  verwendende  Mühe 
zu  vermindern,  habe  ich  folgende  Einrichlung  getroffen,  welche  zur 
Wiederholung  der  Versuche  als  die  betjnemste  empfohlen  werden  kann. 
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Sie  besieht  weseDtlich  darin,  daes,  statt  zweier  galvanischen  Spiialeii. 
welche  bei  obigen  Versuchen  (Art  2)  vertical  so  aufgefiteUt  wurden,  dass 
der  eine  Pol  einer  geraden  Magnetnadel  symmetrisch  zwiedien  ihnen 
lag,  nar  eine  soldie  Spirale  gebraucht  wird,  welche  symmetrisch  mil- 

ten  zwischen  den  beiden  Polen  einer  hufeisenförmig  gebogcnai 
Magnetnadel  aufgestellt  wird.  Fig.  3  ütellt  A  dea  Querschnitt  dieser 
Spirale  dar,  welcher,  symmetrisch  zwischen  den  Polen  N,  S  der  haf- 
eisenförmig  cekriJmmten  Magnetnadel  NRS  liegt.  Diese  Magnetüadel 
wird  von  der  KiciDmc  DE  geliallen,  iu  deren  !\Iitte  C  der  Aufhänguogs- 
faden  befestigt  ist.  Fig.  4  und  ö  stellt  das  Instrument  in  zwei  Seiten- 
ansichten dar.   Es  ist  vortheilbaft,  der  Spirale  eine  betracbtiicbe  Unge 
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ZU  geben,  z.B.  von  400  bis  500 Millimeter,  wodurch  es  leichler  wird, 
die  Aufhltngung  der  Nadel  so  zu  regulircn,  dass  sie  in  der  die  Länge 
der  Spirale  halbirenden  Ilorizonlalebene  schwebt,  wo  dann  der  durch 
die  Spirale  gehende  Strom  auf  die  Nadel  kein  Drehungsmoment  ausübt. 
Sollte  aber  auch  ein  kleines  Drehungsmoment  vorhanden  sein ,  so  lüsst 
sich  dies  leicht  auf  die  Art.  2  schon  angegebene  Weise  durch  einen  aus 
wenigen  Windungen  bestehenden  Multiplicator  Fig.  5  Af  compensiren, 
indem  man  denselben  Strom  hindurchleitet  und  ihn  der  Magnetnadel 
nühert.  Zur  Beobachtung  der  Magnetnadel  ist  es  noth wendig,  sie  mit 
einem  Spiegel  Fig.  4  P  zu'  versehen  und  darin  mit  einem  Fernrohre  das 
Spiegelbild  einer  entfernten  Skala  zu  beobachten.  Die  Magnetnadel 
wird  ausserdem  mit  einem  Dämpfer  Fig.  4  QQ  umgeben.  Der  Wis- 
mulhstab  aa  Fig.  4  und  5  wird  an  einem  Faden  yertical  in  der  Spirale 
aufgehangen ;  er  kann  gehoben  oder  gesenkt  werden,  so  dass  entweder, 
wie  Fig.  4  und  3  darstellt,  sein  unteres  Ende  zwischen  den  beiden  Po- 
len der  Magnetnadel  zu  liegen  kommt ,  oder  sein  oberes  Ende.  Die 
Beobachtungen  lassen  sich  am  bequemsten  machen ,  wenn  durch  Rollen 
oder  durch  eine  einfache  Hebelvorrichtung  die  Einrichtung  getroffen 
wird,  dass  der  Beobachter  am  Fernrohre  selbst  durch  Hebung  oder 
Senkung  des  Fusses  die  Senkung  oder  Hebung  des  Wismuthslabes  be- 
wirken kann,  ist  der  Strom  geschlossen  und  die  Magnetnadel  ganz  in 
Ruhe ,  so  hebt  man  den  Wismuthstab  und  beobachtet  darauf  eine  kleine 
Bewegung  der  Nadel.  Sobald  dann  die  Nadel  ihre  grösstc  Elongation 
erreicht  hat,  wird  der  Wismuthstab  wieder  gesenkt,  und  die  Magnet- 
nadel bewegt  sich  dann  schon  mit  grösserer  Geschwindigkeit  zurück. 
Hat  sie  die  grüsste  Elongation  nach  dieser  Seile  erreicht,  so  wird  der 
Wismuthstab  wieder  gehoben  u.  s.  w.  Zwischen  je  zwei  Elongationen 
bemerkt  man  die  Stellung,  welche  der  Wismuthstab  wahrend  der  da- 
zwischen verflossenen  Zeit  gehabt  hat.  Vertauscht  man  den  Wismuth- 
stab mit  einem  gleich  langen  aber  sehr  dünnen  Eisendrahte,  so  kann 
man  sich  überzeugen,  dass  bei  gleicher  Stellung  des  Eisendrahts  die 
Ablenkung  der  Nadel  in  entgcgengeselzler  Richtung  geschieht,  wie  beim 
Wismuthstabe. 


liiamagBiCttiektririiat  und  Me^uufr  der  '^»^^^^■ytiiH'b 

e. 

Die  Versuche  über  diamagoeteleklriscke  ladBCtioB  liieleB, 
wie  man  lekfal  fibenelieii  kann,  wegen  iber  |trtsceflen  Feinheil  der 
Beobachlong  mehr  Scbwierigieit  dar.  als  die  vwfceijgehenden  Tenache 
ttber  denEleklrodiamagnetisBias.  and  es  bedarf  einer  beaooderen 
Kmut  in  der  Einriclitoog  ood  Aaordnong  der  Versaebe,  m  dH  einem 
Aufwände  von  massigen  Hol&TDtltelo  bierwirUicli  znm  Ziele  n  gelangen. 
Die  folgenden  Tenache  werden  zeu?6ii ,  wie  dies  dennodi  mö^fich  ist« 
un<\  wenn  dio  mit  Huif^*  s^>lchcr  MiUel  dargcslcillen  Wirkuo;::en  auch  nur 
klein  sind,  !»o  zc'iizon  sio  d'Kh  eine  solche  LebereinstimmanL-  dass  bei 
einiger  B<  aclitiins?  der  VerK,(!Uii>--  kaum  etwas  zu  witn>' heo  ul  ri.:4; 
bleibt,  w  nri  -  >  m'  Ii  hlo-^s  darum  handelt,  das  Factum  r  iii.irnai:nt  - 
tischen  induction  zu  begründen  und  vor  Täuschungen  durch  frenid- 
ait%e  Eioflttsse  sicher  zu  Stelleo.  Die  dargestellten  WiriniQgen  künneii 
sogar,  wie  man  sehen  wird,  zu  quantitativen  Bestimmungen  über 
die  Starke  der  diamagnetiscben  lodoclion  gebraocht  werden «  die  sieb 
za  solchen  Piiifangen  benotzea  lassen,  za  welchen  ein  geringerer 
Grad  von  Genauigkeit  genttgt.  Nor  der  Wunsch,  diesen  quanlilativen 
Bestinunongeo  die  A|r  einige  besondere  Untersochnngen  notbwendige 
grössere  Pracision  zu  geben,  wird  es  kttoftig  nöthig  machen,  grossere 
Mittel  in  Anweodong  zo  bringen.  Ich  werde  die  Bescbreiboog  des 
hier  gebrauchten  diamagnetischen  Inductionsapparats  vorausschicken 
und  darauf  die  der  damit  ausgeführten  Versuche  folgen  lassen. 

7. 

Besebreibnng  des  diamagnetiseben  lodaeiionsapparats. 

Ich  werde  hier  einen  andern  diamagnetischen  Indnclionsapparat 
beschreiben,  als  deijenige  war,  mit  dem  ich  froher  (Berichte  i  847  uad 
Poggeodorib  Annalen  1848.  Bd.  73.)  eine  schwache  Spur  von  einer  dia- 
magnetiseben Induction  beobachtet  habe,  der  aber  nicht  ganz  die  za 
diesen  Versuchen  wunschenswerthe  Feinheit  und  Genauigkeit  besass. 
Jener  Apparat  war  im  Wcsenllichen  derselbe,   dessen  sich  spüler 
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Faraday  bediente  und  in  den  Philos.  TranaacL  iSoO.  P.  I  boschrieb, 
mit  dem  ihm  aber  die  Beobachtung  der  diamagnetischen  Inducttoa  nicht 
gelungen  ist,  wiewohl  er  viele  andere  interessante  Anwendungea  davon 
gemacht  hat.  Der  Grand  dieses  verschiedenen  Erfolg?  ist  wohl  in  den 
von  mir  gebrahcbten  feineren  galvanomolrischen  Mitteln  zu  suchen; 
denn  auch  ich  würde,  wie  Faraday,  ohne  die  Anwendung  eines  Galva- 
nometers, dessen  Nadel  nach  Art  des  Gauss'schen  Magnetometers  mit 
Spiegel  und  Fernrohr  beobachtet  wird,  gar  keine  Spur  einer  solchen 
diamagnetischen  Induction  zu  li('ol);i(  hten  im  Stande  gewesen  sein.  Indes- 
sen können  auch  die  von  mir  niil  jenem  Apparate  gemachlen  Versuclie  nicht 
als  genOeend  betrachtet  worden,  w(m"1  daboi  die  an  sich  schwaclien  Wir- 
kungen mit  anderen  Wirkungen  verbunden  erscheinen ,  von  denen  sie 
schwer  geschieden  werden  können.  Auch  gostatten  dabei  die  Veihull- 
nisse  keine  quantitative  Conlrole.  Der  hier  zu  besehroiliendo  lu- 
ductionsapparat  unterscheidet  sich  von  dem  früheren  wesentlidi  dadurch, 
dass 

1)  ein  Elektrodiamagnet,  statt  eines  gewöhnlichen,  zur  In« 
duction  benutzt  wird,  dessen  Moment  durch  die  vorhergegangene  Unter- 
suchung seiner  Grosse  nach  wenigstens  nfiherongsweise  bekannt  ist, 
wonach  das  Verhaltniss  der  inducirenden  Wirkung  des  Apparats  bei  An- 
wendung eines  Wismuthstabes  im  Vergleiche  zu  der  bei  Anwendung  eines 
Eiseiistab^  \ oi ausgesagt  werden  kann; 

2)  dadurch,  dass  die  Induction  durch  blosse  Bewegung  des 
diamagnetisciien  Körpers  in  einer  ruhenden  Drahtspirale  hervorgebracht 
wird,  indem  der  Diamagnelisimis  unverändert  bleibt,  wodurch  ver- 
miedea  wird,  dass  in  dem  Wismuth,  als  Leiter,  galvanische  Ströme  in- 
ducirt  werden,  welche  son:^t  leicht  mit  den  diamagnetisch  inducirten 
Strömen  verwechselt  werden  konnten. 


u08         Wilhelm  WkbEH,  ÜLüklRODYNAMlSCUE  jüLuSäBEi>TiMMtNG£.\ 

Der  zur  Inductioo  benutzte  Elektrodiamagoet, 

Der  zur  Induction  benutzte  Blektrodiamagnet  bestand  aos 
einem  Wigmntfastabe  in  einer  langen  Drabtspirale,  eecc  Fig.  6  A,  diircb 
welcbe  der  Strom  von  8  Bnnsen'schea  Koblenzinkbecbera  geleitet  worde. 


t'ig.  6. 
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DerWismuthstal)  war  1 8C  Millimeter  lang  und  wog  339300  Milligramm. 
Die  Drahtspiralu  be;slan(i  ühs  Kiipfcrdraht,  welcher  mit  Wolle  überi^pon- 
nen  und  ausserdem  noch  durch  eine  Guttaperchadecke  isolirt  war.  Der 
reine  Kupferdraht  war  %S  Millimeter  dick,  der  aufgewundene  Draht  bil- 
dete 8  Lagen  Uber  einander,  jede  zu  120  Uinwindungon.  Die  ganze 
Spirale  ym  383  Millimeter  lang  und  hatte  S3,9  Millimeter  innecen  und 
70  Mülimeter  ttnsseren  Dnnehmesser . 

Die  iDducUonsspirale« 

Die  Indnctionsspirale  hbbh  Flg.  6  A  ist  diejenige  Spirale,  in  welcher 
durch  die  Bewegung  des  Elektrodiamagnets  ein  Strom  inducirt 
vvcrdea  soll.  Diese  Spirale  muss  von  der  zum  Elektrodiamagnct  scibi^t 
gehörigen,  durch  welche  der  Strom  der  galvanischen  Säule  geht ,  sorg- 
fallig  isolirt  und,  zum  Zwecke  der  He()i)achtung  des  inducirten  Stromes, 
mit  dem  Multiplicalor  eines  Galvanometers  verbunden  werden.  Diese 
Spirale  bestand  aus  einem  1  Millimeter  dicken,  mit  Seide  ubersponnenen 
Knpferdrahte,  welcher  3  Lagen  Übereinander,  jede  von  294  Umwindnn- 
gen,  bildete.  Die  Lttnge  war  383JMillim6ter,  der  innere  Durchmesser 
49,  der  äussere  SS  Millimeter.  Nachdem  sie,  mr  besseren  IsoUrung, 
noch  mit  dttnnem  Gutta  percha  lunwickelt  war,  war  sie  fest  in  die  wei<- 
tere  Röhre  der  znm  Elektrodiamagnet  gehörigen  Spuale  eingeschlossen, 
oder  vielmehr  die  letztere  S])irale  wurde  darum  gewunden. 

Der  wesentUchste  Punkt,  der  bei  dieser  Spirale  in  Betracht  kommt, 
ist  der,  dass  sie  ihrer  Länge  nach  in  zwei  ganz  s\inmetrisehe  und  sym- 
metrisch gewundene  Illlincn  zerfüllt.  Das  heissl ,  der  Draht  ist  nicht 
der  ganzen  Länge  nach  gieichlonnig  in  derselben  Richtung  fortgewun- 
den, sondern  di*^  Spiraln  zerfällt  ihrer  Länge  nach  in  zwoi  Hälften,  in 
denen  der  Draht  entgegengesetzt  gewunden  ist.  Es  ist  diesej>  noth- 
wendig,  wenn  durch  die  Bewegung  eines  diamagnetischen  Wismuth- 
oder  eines  magnetischen  Eisenstabs  in  dieser  Spirale  ein  Strom  inducirt 
werden  soll ,  welcher  mit  dem  damit  verbundenen  Galvanometer  beob* 
achtet  werden  könne;  denn  wird  dieser  inducirende  Stab  in  die  Mitte 
der  Spirale  gelegt  und  darauf  bewegt,  so  ist  die  von  seinem  nördlichen 
Ende  in  der  einen  Httlfke  der  Spirale  ausgeübte  Inductiooskraft  der  von 
seinem  südlichen  Ende  in  der  andern  Hallte  ausgeübten  gerade  ent^ 
gc^cDgcsetzt,  und  dieWiiiung  beider  würde  sieh  aufheben,  wenn  beide 
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Httlften  der  Spirale  in  gleichem  Sinoe  gewunden  wSren.  Durch  ihre 
entgegeogeselzte  Windung  wird  bewirkt,  dass  die  beiden  Indnctioiis- 
krAfie  einander  nicht  aufheben,  sondern  verdoppeln. 

Diese  zum  Zwecke  derlnduction  nothwendige  Einrichtuug  gewShrt 
ausserdem  zugleich  noch  einen  Air  die  praktische  AoslUhnii^  der  Ver- 
suche wichtigen  Vortheil.  Es  leuchtet  nllmltch  ehi,  dass  der  Strom  der 
galvanischfii  Süule  in  der  Spirale  dos  Eloktrodiamagnets  zwar,  so  ian^ 
er  Consta  üt  ibl .  kL'iiie  iiulucirenik'  Kinit  auf  die  lnductions>piralc  au>- 
Ul>rn  kt)iii\c,  s^oizcn  welche  er  eine  feste,  uuveründorljche  Lage  hat; 
durch  die  genugsle  Aenderung  seiner  InlensiliU  witrdc  aber  in 
der  Inductionjjspirale  ein  Strom  hervorgebracht  werden,  welcher  viel 
Storker  wäre,  als  der  diamagnetisch  inducirtc  Strom,  und  die  Beobach- 
tung des  letztem  stören  witrdc.  Nun  leuchtet  aber  ein,  dass  dieselbe 
Einrichtung  der  Inductionsspirale,  durch  welche  bewirkt  wird,  dass  die 
diamagnetische  Inductioo  in  beiden  Httlften  dieser  Spirale  sich  verdop- 
pelt,  zogleicb  eine  Aufhebung  der  von  dem  Strome  der  galvanischen 
SsuJe  in  der  flussern  Spirale  auf  beide  Httlften  der  Inductionsspirale  aus- 
gettbtcn  Inductionskrttlie  bewirkt,  so  dass,  wenn  nur  die  Symmetrie 
beider  Butflen  vollkommen  ist,  auch  die  grössten  Intensittttsttnderungen 
des  Stroms  der  galvanischen  Sftule  gar  keinen  Einfluss  halten.  Dazu 
kommt  noch,  I;  dass  es  sein  leiclil  /.n  prüfen  ist,  ob  diese  Aufhebung 
genau  \oiiianden  ist.  indi m  man,  statt  kleine  Aendcruitgeu  hervoi'zu- 
bringen,  den  ganzen  Siroin  lost  oder  commiitirl :  2)  dass,  wenn  es  sich 
findet,  dass  diese  Aufliebung  nicht  voHkonunen  ist,  es  sehr  leicht  dahin 
gebracht  werden  kann,  bloss  dadurch,  dass  das  eine  Drahtende  der  In- 
ductionsspirale noch  ein  oder  einige  Male  tun  die  Spirale,  durch  die  der 
Strom  der  galvanischen  SUule  geht,  herumgewunden  wird.  Es  ist  auf 
diese  Weise  leicht,  die  Wirkungen  der  diamagnetiscben  Induction  von 
allen  fremdartigen  Einflössen  zu  befreien. 

Die  übrigen  Theile  des  Inductionsapparats. 

Uebcr  die  Einrichtung  der  übrigen  Thcile  des  Inductionsapparats, 
welche  mehr  oder  weniger  der  Willkur  des  Beobachters  Überlassen 
l)kü)t,  füge  ich  nur  f(>1.2;ende  Bemerkungen  bei.  Um  den  Wismuthstab 
in  der  laductionsspiraie  hin  und  her  /u  schieben,  verbinde  ich  denspl- 
beu  mit  der  Kurbel  eines  Bads  Fij^.  ü  ß,  damit  Icrocr  der  in  der  Indu- 
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clionsspiralc  bei  der  ZurUckschiebung  des  Wismuthstabcs  inducirle  Strom 
im  G:ilv;tnoinct(>r  dieselbe  Ricbtong  habe,  wie  bei  der  Hinschiebang,  so 
ist  am  Bade  ein  Com mu  ta lor  <id  angebracht,  welcher  sieb  mit 
dem  Rade  dreht,  und  durch  welchen  bei  jeder  halben  Umdrehung 
des  Rads  (in  dem  Augenblicke,  wo  derWismulbstab  den  Anfangs-  oder 
Endpunkt  seiner  Bahn  erreicht)  die  Verbindung  der  Drahtenden  der  In- 
ductionsspirale  mit  denen  des  Mulliplicators  des  Galvanometers  gewech> 
seit  wird.   Die  hiemach  immer  gleiche  Richtung,  in  welcher  alle  indu- 
cirten  Ströme  durch  den  Multiplicator  des  Galvanometers  gehen,  wurde 
die  Nadel  immer  nach  derselben  Seite  ablenken,    üm  nun  den  Beob- 
achter in  den  Stand  zu  setzen ,  auch  eine  Ableiikuni<  der  Nadel  nach  der 
andern  Seite  hervorzubrinf^cn ,  ist  neben  dem  Beoljaclituuijsrcrurohre 
Fig.  6  E  noch  ein  zweiter  Commiilator  ec  aufgestellt,  welcher  nur  von 
dem  Beobachter  selbst  gewechselt  wird.  Dieser  Comnmtalor  heisse  der 
Httlfscommutator;  er  verbindet  die  beiden  Drahtenden  des  Mullipli- 
cators mit  den  Enden  der  beiden  vom  rotirenden  Commutator 
kommenden  Leitungsdrahte.   Uebrigens  ist  besondere  Aofinerksamkeit 
noch  auf  folgende  zwei  Punkte  su  wenden:  i)  dass  man  die  Induction 
mehr  durch  die  Beschlennigung  der  Drehung  des  Rads  tu  verstärken 
suchte  als  durch  die  Grüsse  der  Bahn,  in  welcher  man  den  Wismulhstab 
hin  und  her  schiebt.   In  den  lolgenden  Versuchen  wurde  der  Wismuth- 
stab  in  einer  nur  58,SIMillimeter  langen  Bahn  hin  und  her  geschoben, 
jKese  Bahn  durchlief  er  aber  in  jeder  Secunde  10,58  Mal.    Durch  eine 
grüs.scre  Schiebung  würde  wenigstens  ein  Theil  des  Wi.-inuilistabs  sich 
dem  Ende  der  Spirale,  (IuiaIi  welche  der  Strom  der  2:al\auiüchen  Säule 
ging,  genalierl  haben,  wo  nicht  allein  die  Stärkt  m  n  s  Dinmagnetismus 
geiindert ,  siHulern  auch  in  ihn),  als  Leiter,  ein  Slrom  mdiiciii  worden 
sein  würde ,  der  einen  secundär  inducirten  Strom  in  der  Inductionsspi- 
rale  erzeugt  hätte.    Dieser  muss  vciTnieden  werden,  wenn  man  eine 
reine  Wirkung  der  diamagnetische»  Induction  erhalten  will —  i)  ist 
besondere  Aufmerksamkeit  auf  den  rotirenden  Commutator  zu  verwen- 
den, wo  leicht  ein  thermomagnetischer  Strom  entsteht.   Man  muss  da- 
her diesen  Commutator  so  einrichten,  dass  sich  gleiche  Ifetalle  (Messing 
an  Messhig)  an  einander  reiben.   Auch  dadurch  werden  die  thermo- 
magnetischen  Strome  nur  geschwächt,  nicht  ganz  vermieden.   Nun  he- 
ben sieh  zwar  die  an  den  verschiedenen  Reibungsstellen  erregten  ther- 
momagnetischcn  Ströme  wechselseitig  auf;  da  aber  diese  Aufhebung  oll 
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nicht  YoUstttadig  stattfindet,  so  maas  man  deo  dadurch  hervorgebrach- 
ten, wenn  auch  geringen,  Binflass  nnschadtich  machen,  indem  man  ihn 
in  Rechnung  bringt,  was  leicht  geschehen  kann,  wean  man  den  Beob- 
achtungen, bei  welchen  der  Wismnthstab  hin  und  her  geschoben  wird, 
ganz  gleiche  Beobachtungen  unmittelbar  voransachickt  und  nachfolgen 
Iflsst,  wobei  der  rotirende  Gommniator  ohne  den  Wismnthstab  bewegt 
wird.  Uebrigcns  kann  man  die  ersleren  Beobachtungen  selbst  leicht 
auch  so  anordnen,  dass  die  kleinen  Wirkungen  des  thermoniagnclist  hcn 
Stroms  abwechseliui  liie  Wirkunircn  der  dianiagnetischen  liuluction  vor- 
sUIrken  und  schwnrhen,  wodurcii  ein  von  dem  Einflüsse  des  Ihermo- 
magnetischcn  Slroms  unabhängiger  MittpKvorth  erhalten  wird.  Dies 
geschieht  dadurch,  dass  man  von  Zeit  zu  Zeit  durch  Umkehrung  des 
Stroms  der  galvanischen  Saale  den  Dianuignetismus  des  Wisrnnlhstabs 
umkehrt. 

Zum  Galvanometer  Fig.  G  D  gebrauchte  ich,  wie  bei  dem  elek- 
trodiamagnetischen  Messapparote,  ein  kleines  Uagnetometer  nach  der 
Gauss'schen  Btnricbtung,  welches  mit  einem  sehr  starken  Multiplicator 
versehen  war.  Die  Lttnge  der  Nadel  war  dabei  auf  30  Millimeter  redn- 
cirt.  Die  Richtkraft  des  Erdmagnetismus  wurde,  zur  Vennefarang  der 
Empfindlichkeit ,  hier  ebenso  wie  filiher  vermindert.  Die  Nadel  war 
ebenlalU  mit  einem  dicken  Kupferringe  als  Dampfer  umgeben.  Dass 
der  Induclionsapparat  so  weit  von  dem  (ialvanoraeter  entfernt  werden 
müsse,  tlass  der  Strom  der  dabei  gebrauchten  galvanischen  Säule  nicht 
unmittelbar  auf  die  Nadel  wirke,  oder  dass.  wenn  dies  der  Raum  nicht 
gestattet,  der  Inductionsapparat  durch  besondere  Orienluung  in  eine 
solche  Lage  gebracht  werden  müsse,  wo  seine  ablenkende  KraA  auf 
die  Nadel  Null  oder  wenigstens  sehr  klein  ist,  bedarf  kaum  der  Erwäh- 
nung. Um  endlich  eine  ungefähre  Kenntniss  von  der  Stttrke  des  Stroms 
der  galvanischen  Säule  selbst  zu  erhalten,  vrarde  eine  gewöhnliche 
Boussole  Fig.  6  €  in  einer  angemessenen  Entfernung  von  der  Spirale, 
dnreh  welche  der  Strom  ging,  so  aufgestellt,  dass  die  durch  den  Strom 
hervorgebrachte  Aiilenknng  der  Boussole  zur  Bestimmung  der  Strom- 
Intensität  benatzt  werden  konnte. 

* 
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8. 

Versuche. 

Aach  die  fol^oden  Versache  sind  Dich!  von  mir  allein  ausgefllbrl 
worden,  sondern  es  haben  daran  die  Herren  Professoren  Li  stieg  und 
Sartorius  von  WaUershaasen,  Dr.  von  Quintus  Icilius  und 
Dr.Riemann,  ebeDsowieandenvorhergeheDdenelektrodiamagnetischen 

Theil  genommen.  Beispielshalber  werde  ich  auch  hier  das  Prolocoll  der 
von  Herrn  Professor  Listing  gemachten  Versuche  vollstaudig  luitliiei- 
leo,  mit  denen  alle  anderen  nahe  ü[)creinstiinmlen. 

Der  Inductionsapparot  war  so  atifgostelli  \>  or(lon.  dass  eine  durch 
die  Mitte  des  Galtanoineters  und  durch  die  M  ite  der  Drahtsjpirale,  durch 
welche  der  Strom  der  galvanischen  Siiulc  i^iug,  gelegte  Verlicalebene 
mit  dem  magnetischen  Meridiane  einen  Winkel  von  itjfi  bildete;  die  Axe 
jener  Drahtspirale  lag  senkrecht  gegen  den  magnetischen  Meridian.  Aus 
den  Gesefasen  des  Elektromagnetismus  ergiebt  sich,  was  die  Erfahrung 
unmittelbar  bestätigt^  dass  bei  dieser  Anordnung  der  Strom  die  Galvaao- 
raeteroadel  nicht  ablenkt  Unter  diesen  Umstunden  war  es  nun  femer 
am  vorlheilhaftesten,  die  Boussole,  durch  welche  die  Stromintensitttt 
bestimmt  werden  sollte,  hi  der  Richtung  der  verlagerten  Axe  der  Draht- 
spirale ,  durch  weldie  der  Strom  ging ,  aufzustellen.  Es  geschah  dies 
in  708  Millhneler  Abstand  von  der  Bütte  auf  der  westlichen  Seile.  Der- 
jenige Strom ,  durch  welchen  diese  Boussole  mit  ihrem  Nordende  west- 
lich  abgelenkt  wurde,  soll  als  der  normale  Strom,  derjenige,  durch 
welchen  das  Nordende  östlich  abgelenkt  wurde ,  uls  umi^ekchrter 
Strom  bezeichnet  werden.  Femer  heisse  die  Schiebung  des  Wisrauth- 
stabs  im  Inductionsapparale  in  der  Richtung  von  Westen  nacli  Osten 
die  normale  Schiebunc:,  in  der  Richtung  von  Osten  nach  Westen 
die  umgekehrte  Schiebung.  Endlich  heisse  diejenige  Stellung, 
welche  der  rotirende  Commutator  während  der  normalen  Schie- 
bung des  Wisrouthstabs  hatte,  seine  normale  Stellung,  und  die, 
welche  er  wahrend  der  umgekehrten  Schiebung  des  Wismuthstabs  hatte, 
die  umgekehrte  Stellung.  Die  Drehung  des  Schwungrads  geschah 
taktfiSnnig  nach  dem  Schlage  einer  Pendeluhr  und  es  eigab  sich,  das^ 
alsdann  der  Wismutbstab  in  jeder  Secunde  seine  Bahn  40,68  filal  durch- 
lief. Der  Honzonlalabstand  des  Spiegels  der  Magoetnadel  von  der  Skala 
des  Galvanometers  betrog  1 400  Skalenfheile.    Die  Schwiagungsdauer 
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der  Galvanometcrnadcl,  welche  für  die  ganze  Richtkralt  des  Erdmagoe- 
tismüs  nahe  9  Socunden  war,  wurde  nach  der  schon  oben  beschriebooen 
MciIuhIc  durch  Aufhebung  eines  Theils  der  erdmaimeliscben  krall  üuf 
2Ü,437  Secunden  gebracht,  Duü  iogarilhmische  Decrement  für  die  Ab- 
nahme der  Schwina^ungsbögen  war  dabei  =  0,12378. 

Bei  unveränderter  Richtung  des  Stroms  der  galvanischen  SSule  m 
der  Spirale  des  Elektrodiamagnets,  und  bei  imverüiuhM  ter  Stellung  des 
IlUlfscomroutators  wurde  die  Galvanometernadei  durcii  die  diamagncti- 
sche  loduclion  des  von  Westen  nach  Osten  bewegten  VVismuthstabs  in 
demselben  Sinne  abgelenkt,  wie  wenn  der  Wismutbstab  uingdtebitTOO 
Osten  nach  Weslen  bewegt  wurde,  wegen  des  dazwischen  statlliiideii- 
den  Wechsels  des  Rotation scommotators;  die  Senkung  erfolgt 
daher  bei  schneller  Hin-  und  Herschiebang  wie  wenn  ein  constsoler 
Strom  sie  hervorbrächte.  Wird  aber  die  Stellung  des  Htilfscommii- 
tators  gewechselt,  so  erfolgt  eine  Ablenkung  der  Nadel  nach  der  eat- 
gegengeselzten  Seite,  woraus  sich  ergiebt,  dass  man  zum  Zwecke  schär- 
ferer Beohachtuntr  die  AbhMikung  der  Nadel  durch  .Multiplication  ver- 
stärken kann,  indeiu  man  die  Stellung  des  Ilülfscomnnitators  immeno 
dem  Augenblicke  wechselt,  wo  die  Nadel  das  Ende  ihies  Scliwinguogs- 
bogens  erreicht,  so  lange,  bis  endlich  durch  die  Diinipfnng  der  Nadel 
ihr  Schvvingungsbogen  vvlibrend  jeder  Schwingung  um  so  viel  verklei- 
nert, wie  durch  deu  inducirten  Strom  vergrössert  wird.  Es  wurde  da- 
her zwischen  je  zwei  beobachteten  Elongationen  der  Nadel  die  mit  + 
oder  —  bezeichnete  Stellung  des  UUlfscommutators  bemerkt.  War  cüe 
Nadel  zu  Anfiinge  der  Beobachtungen  schon  in  Schwingung,  so  wurde 
mit  deijenigen  Stellang  des  Holfscommutators  begonnen,  bei  weklier 
der  inducirende  Strom  eine  Abnahme  des  vorhandenen  Sebwingasss- 
bogens  hervorbrachte,  welcher  dann  bei  regelmüssigem  Wechsel  ' 
Null  abnahm  und  dann  umgekehrt  von.Null  an  wuchs,  bis  er  denGreU' 
wertli  erreichte.  Wenn  die  Nadel  wahrend  der  mit  +  bezeichneles 
Stellung  des  Httlfsoommutators  von  kleineren  auf  grössere  Skalentbdle 
ging,  ist  in  der  folgenden  Zusammenstellung  das  Vorzeichen  -h  W 
den  Scliwingungsbogen  selbst  gesetzt  worden,  im  enlgegengesetileB 
Falle  das  Vorzeichen  — .  üie  Vorzeichen  der  Schwiogungshogeo  er* 
gaben  sich  dunu  bei  der  dia magnetischen  Induclion  des  Wismuüis 
denen  bei  der  magnetischen  Induction  des  Kisens  enlgegeog*?- 
setzi  und  zugleich  waren  die  loUlei  en  Scbwiuguogsbögeu  weit  ffO^^ 
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wiewohl  der  Eisenstab  viel  dünner  als  iUm  Wisimithstab  war.  Der 
Eisenstab  wog  nämlich  bei  gleicher  Lünge  790. SC  Milligramm,  (1(m  Wis- 
mulhstab  339300  HJiUigramin.  Man  brauchte  daher,  um  die  Wirkung 
der  iDagaetelektrischen  Induclion  zu  messen,  ' den  Eisenstab  nicht  ao 
schnell  wie  den  VVismutbstab  hin  and  herzn  schieben,  sondern  es  genügte 
eine  einzige  Schiebung  desselben  w^rend  jeder  Schwingung  der  Nadel, 
in  demjenigen  Augenblicke,  wo  die  schwingende  Nadel  ihre  Ruhelage 
passirte.  Die  beiden  Commutaloren  blieben  dabei  in  ihrer  normalen 
Stellung  und  zwischen  je  zwei  Elongationsbeobacfatungen  wurde  alle- 
mal die  Bichtung  bemerkt,  nach  welcher  der  Eisenstab  verschoben 
wurde  und  zwar  wurde  die  Richtung  von  Westen  nach  Osten  mit  -f. 
die  vf)n  Oslcii  nnch  Westen  mit  —  bezeichnet,  wodurch  die  Verglei- 
ch uiiu^  mit  dem  WismuthsUibe  ij:;c,i:rl)cn  war.  Die  Heobachtungcn  ergeben 
dann  iiiv  gleiche  Schiebung  des  leisen-  und  Wismulhslabs,  wie  schon 
erwähnt  ist ,  e  n  t  g c  g c  n  g c  s  f  t  z  t  e  Wirkungen. 

Die  Versuche  wurden  dunui  Ijcgonnen,  da^s  1)  geprüft  wurde,  ob 
ein  Einfluss  des  thermomagncli.sciK  n  Stroms  vorhanden,  und  wie 
gross  derselbe  war.  Dazu  wurde  tler  Uolationscommutator  in  Bewegung 
gesetzt,  ohne  jedoch  den  Wismuthslab  hin  und  her  zu  schieben.  Die 
Wirkung  wurde  durch  Wechsel  des  Hdlfscommutators  bei  jeder  Elon- 
gatton  multiplicirt.  Sodann  wurde  2)  der  Wismuthslab  zugleich 
in  Bewegui^  gesetzt  und  eine  Reiho  Beobachtungen  bei  normalem 
Strome  gemacht;  3}  dieselbe  Reihe  bei  umgekehrtem  Strome; 
4)  dieselbe  Reihe  wieder  bei  normalem  Strome;  5)  bei  umgekehrt 
tem  Strome  und  6)  endlich  nochmals  bei  normalem  Strome.  Dar- 
auf wurde  7)  die  Prüfung,  ob  ein  Einfluss  des  thermpmagnetischen 
Stroms  vorhanden  sei,  wiederholt,  und  8)  der  Wismulhstab  mit  dem 
Eisenstabe  vertauscht  und  die  Induclionswirkung  des  letzteren  ge- 
messen. 


AbbuMlI.  i.  K.  S.  Ge*.  d.  Wiüscasrh.  I.  37 
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Güttingen  .  1831.    Juli  13. 
Beobachter :  Herr  Professor  Listing. 

Galvanischer  Strom  von  8  Bunsen'schen  Kohlen -Zinkbechem. 


1. 

Thermoma^ 

^nctischcr  Strom. 

Nr. 

der 
Schwin- 
gung. 

St«llaog 
des 
HülfscoiD- 
mutalors. 

Stand  der 
>adei  am 
Anfange  und 
Ende  jeder 

Ruhestand 
der 
Nadel. 

Scbwin- 
pjngs bogen 
der  Nadei. 

Schwingung. 

1. 

2. 
3. 
4. 
5. 

'  1 

497,0 

+ 

496,2 

496.43 

—  0,5 

+ 

496.4 
496,4 

496,35 
496.30 

—  0,1 
+  0.2 

+ 

496,0 
496,2 

496,15 

+  0.3 

Hiernach  war  also  fast  gar  kein  Einfluss  des  thermoroagnetischen  Stroms 
vorhanden. 


2.  Induction  des  Wismuthstabes  bei 

Nr. 

normalem  Strome. 

• 

der 
Schwin- 
gung. 

Stellung 
des 

HuirNcoii) 

mutators. 

Stand  der 

Nadel  am 
Anfange  und 

Endo  jeder 
Schwingung. 

Ruhestand 
der 
Nadel. 

Schwin- 
gungs bogen 
der  Nadel. 

Ablenkung 

der 
Bousaole. 

1. 

2. 
3. 
4. 
5. 
6. 
7. 

'8.  • 

9. 
10. 
11. 

+    1    +    1    +    1    +    1  + 

475.3 
472,8 
477.7 
471,8 
479.5 
470.5 
480.8 
470.0 
482.0 
469.5 
482.4 
469.3 

474.65 

475.00 
475,20 
475,32 
475,33 
475.52 
475.70 
475.87 
475,85 
475.90 

+  3.70 
+  5,40 

-f  6,80 
+  8.35 
+  9.65 
+  10.55 
11,40 
+  12.25 
+  12,70 
+  13,00 

32«  10' 
westlich. 
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2. 
3. 
4. 

5. 

6. 

7. 

8. 

9. 
10. 
\\. 
12. 


3^  bei  umgekehrtem  Strome. 


Nr. 

der 
f'rhwia- 
ßu"H- 

Stellung 
des 
Hülfscoii)' 
tnuUtors. 

Stand  der 
Nadel  am 

Anfange  und 
Ende  jeder 

Schwingung. 

Ruhestand 
d«r 
Nadd. 

Schwin- 
gttngabogctt 
<t«r  N»d«l. 

Ablenkung 

der 
Douiole. 

1. 

2. 
3. 
4. 
5. 
6. 
7. 
8. 

503.5 

+ 

515,9 

511,15 

+  9,50 

31«  50' 

+ 

509,3 . 
510,0 

511,13 

510,62 

+  3,65 
—  1,«5 

Ofiulcb. 

+ 
+ 

513.2 

506,9 
515.3 
505.9 
515,7 

510,82 

510,58 
510,85 
510,70 
510,72 

—  4.75 

—  7,35 

—  8.90 

—  9,60 

—  9,95 

9. 
10. 

+ 

505.Ü 
510,2 

510,53 

—  9,85 

4- 
+ 

+ 

+ 


4,  bei  normalem  Strome. 


480,5 

471,0 

474,57 

—  7,15 

i75,8 

474,40 

—  2,80 

475,0 

474,58 

+    0  85 

172.5 

474,40 

+    3, hü 

477,6 

474,47 

+  6.25 

470.2 

i74,23 

+  8,05 

478,9 

474.27 

+  9,25 

469,1 

474,10 

+  10.00 

479.3 

473,93 

+  10,75 

468,0 

473,65 

+  41,30 

479,3 

473,65 

4-  I1|30 

468,0 

31»  48' 

westlich. 
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Nr. 

der 
Schwin- 
gung. 


5.  bei  umgckehrlcm  Strome. 


Stellung 
des 
Hüifscom- 
mulatoi's. 


Glon  ff  <4nf* 

Nadel  am 
Anfange  oder 
Ende  jeder 
Schwingung. 

Ruhesland 
der 
Nadel. 

Schwingungs- 
bogen  der . 
Nadel. 

001,5 

515,0 

509,93 

+  10,15 

508.2 

510,35 

+  4,30 

510,0 

010,02 

—  0,05 

511,9 

510,20 

—  3.40 

507,0 

509,80 

—  5,60 

513,3 

509,68 

—  7,25 

505,1 

509,42 

—  8,65 

514,2 

509,38 

—  9,65 

504,0 

509.05 

—  10,10 

514,0 

508,72 

—  10,55 

502.9 

508,40 

—  11.00 

513,8 

508,15 

—  11,30 

502,1 

507,83 

—  11.45 

513,3 

507.67 

—  11,25 

502.0 

Ablenkung 

der 
Boussole. 


1. 

2. 

3. 

4. 

5. 

6. 

7. 

8. 

9. 
10. 
H. 
12. 
13. 
14. 
15. 


1. 
2. 
3. 
4. 

5. 

6. 

7. 

8. 

9. 
10. 
11. 
12. 
1 3. 
14. 
15. 
16. 


+ 

+ 

+ 

+ 

+ 

+ 

+ 

+ 


+ 
+ 
+ 
+ 
+ 

+ 


32«  1 3' 
östlich. 


6.  bei  normalem  Strome. 


486,0 

461,0 

471.20 

20.40 

476,8 

470,60 

12,40 

467.8 

470,87 

6.15 

471.1 

470,48 

1.25 

471,9 

470,52 

+ 

2.75 

407,2 

470,08 

+ 

5.75 

474,0 

470,45 

+ 

7,10 

466,6 

470,25 

+ 

7,30 

473.8 

469,92 

7.75 

465,5 

469,83 

+ 

8,90 

475,0 

470,02 

9,70 

465,1 

470,13 

4- 

10,05 

475.3 

470.17 

+ 

10,25 

465,0 

470.08 

4- 

10,15 

475.0 

469,95 

+ 

10,10 

464,8 

31039' 
westlich. 
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7.  Ihcrmomagaetischer  Strom. 


Stellung 

des 
Httlfscom- 
mttlalorfl. 


1. 

+ 

2. 

3. 

+ 

4. 

5. 

+ 

6. 

7. 

+ 

8. 

9. 

+ 

10. 

11. 

+ 

12. 

» 

13. 

+ 

Ii. 

15. 

+ 

16. 

17. 

+ 

Sland  der 
Nadel  am 

AnfiDge  und 
Ende  jeder 

Schwingung. 


Rabettand 
der 
NndeL 


486.1 

486.5 

486.1 

486,2 

486.5 

486.2 

485,9 

487.0 

486.0 

487.9 

486.4 

488«7 


486.30 
486.28 
486.25 
486.35 
486,20 
486.25 
486,48 
486.72 
487,05 
487.35. 


Scbwingung»- 
bogen  der 
TUM. 


+  0.40 
+  0.25 

—  0,10 

—  0.30 
0.00 

+  0.70 
+  1,05 
+  1.45 
+  1.70 
+  1.90 


Ablenkung 
der 


8.  luduclion 
bei  norma 
4G1,0 
457.2 
484,0 
443,5 
494,2 
433,0 
500,2 
430,5 
503,8 
428,1 
506,2 
427,1 
507,8 
42G,8 
508,0 
426,6 
508,2 
426.3 


des  Eisenstabs 
1cm  Strome. 


464,85 

467,17 

460,30 

466,73 

460,10 

406,47 

406,25 

466,55 

466,55 

466,90 

467,05 

467,38 

467,35 

467,35 

467,35 

467,33 


15.30 

33,65 

45,60 

54,95 

62,20 

67,45 

71.50 

74.50 

76.90 

78,60 

79.90 

80,85 

81.10 

81,30 

81,50 

81,75 


3  ins' 

westlich. 
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9. 

Bmehnnii|f  der  Versacke. 

Zlthlt  man  die  SchwingungsbOgen  von  demjemgen  an,  welcher  der 
Noll  am  nächsten  ist,  ao  lassen  sich  die  dem  Grenzwerihe  am  nächsten 
kommendeo,  mit  Httlfe  des  bekannten  logarithmischen  Decrements  der 

Abnahme  der  Schwingunftsbögcn  =  0,12378,  auf  den  Grenzwerth 
reduciren  durch  Division  des  «Icn  Scli\vingiinj?sbogcns  mit  (1  —  0,732"). 
Hiernach  ergeben  sich  für  die  mit  Wismuth  gemachten  Versuche  folgende 
reducirte  Werlhe : 


1 

SehwtDgaog»- 

MiUcl. 

8. 

4-  1 1,40 

+  13.20 

2. 

9. 
1 0. 

+  12,25 
4-  12,70 

+  13.00 
4-  1 3  75 

+  43.60 

1 

-f  13.00 

+  13,80 

8. 

—  9,60 

—  44,42 

3. 

9. 

—  9,95 

—  43.40 

—  43,08 

ä  A 

10, 

A  O  ü 

—  9,85 

—  42,02 

9. 

+  10,00 

+  13.17 

i. 

40. 
41. 

+  10,75 
+  11,30 

+  13,12 
+  13.08 

+  13,06 

42. 

+  44,30 

+  42,88 

40. 

—  40.40 

—  42.33 

44. 

—  40,55 

—  42.24 

5. 

42. 

43 

—  44,00 

—  44,30 

—  12,25 

—  12.24 

—  42,46 

U. 

—  11,45 

—  12,15 

15. 

—  44.25 

—  11,70 

44. 

+  8,90 

+  40.86 

42. 

+  9,70 

+  44,23 

6. 

43. 
44. 

+  40,05 
+  40,25 

+  44,20 
+  44,40 

+  10.95 

45.  . 

+  40,45 

+  40,77 

46. 

+  10,10 

+  10.56 
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Bezeichnet  man  den  geringen  Einfluss,  welchen  der  Ihermo magne- 
tische Strom  auf  das  Resnilat  dieser  Messungen  ausiiljio,  mit  a*,  so  er- 
hält man  aus  obigen  Angaben  den  der  diamagnelischen  Induction  aUeio 
ODtsprechendea  GreAzwerth  auf  normalea  Strom  reduciri: 


aus  2. 

+  13,60  +s 

3. 

+  43,08 

i. 

+  43,06  +^ 

S. 

+  4S,46~« 

6. 

+  40,95 

+  13,34 
+  13.07 
+  42,61 
+  44,555 


also  im  Mittel  aus  allen  Beobachtungen 

=  +12,044. 

Aus  diesem  G re n  z  vve  r t Ii  o  der  Schwingungsbögen,  welcher  nach 
der  Metbode  der  Muitiplication  gefunden  worden  ist,  bei  gleichfOr^ 
migerVerthcilungder  iDducUonssttfBse  auf  die  ganze  Schwingungs- 
dauer der  Nadel ,  lasst  sich  nun  leicht  aach  derjenige  Grenzwerlh  abJei- 
len,  welcher  nach  derselben  Methode  derMultiph'cation  erhallen  worden 
wttre,  wenn  alle  Indnctionsstdsse,  statt  gleichförmig  auf  die  ganze 
Schwingungsdader  verlheilt,  auf  den  Augenblick,  wo  die  Nadel  ihre 
Ruhelage  passirte,  concenirirt  gewesen  wttren,  wodurch  das  Ihr  Wis- 
mutb  erhaltene  Resultat  mit  dem  flir  Eisen  vergleichbar  gemacht  wird. 
Setzt  man  narolich  das  bekannte  logarithmiscbe  Decrement  der  Abnahme 
der  Schwingungsbögen  0,12378  =  Jlloge,  wo  e  die  Grundzahl  der 
natürlichen  Logarithmen  bezeichnet;  so  findet  man  aus  obigem  Grenz- 
wertbe  den  gcäuciitcn  diiich  Mulliplicalion  mit 


,9 


X        .  n 

■  —  arc  lang 


i=  4,574S35. 


erhält  also  den  gesuchten  Grenzwerth 

+  4,574233. 42,644  ^  +  49,905.*) 


'*)  Sind  die  Induclion«t9sse  sehr  zahlreidi  und  glefetilSiiDig  auf  die  gnizeScfawin- 
gungsdauer  verlbeill,  «o  wirken  sie  wie  ein  oonsfanter  Sirom  auf  die  Neda!  iiud  es 
llsst  sieh  dann  auf  den  nach  derMetbode  derMullipliealion  erhallenan  Grentwertb  9 

die  S. 3 18. 501  angeHiiirlc Regel  anwenden,  wonach  x  —  ^  _i .  S  £  ist,  wenn  S  die 


1  —  « 


dem  Gleichgewichte  der  Nadel  t>ei  cooslaiilem  Strome  entsi>recbenUe  Ahlenl^uDg  und 
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Die  Heduction  der  mit  Eisen  gemachten  Versuche  auf  ihren 
Grenz  Worth  eicht  folgondo  RosuHatc  ; 


?i  Iiw  i ri'itiri'sl'n'.'cp . 

1 

Iconni-htel 

reducirt 

Mitlel. 

8. 

—  71,50 

—  84,98 

9. 

—  74,50 

—  84.60 

1  yj. 

  7r,  Qf) 

  »1  17 

i\. 

—  78,60 

—  8i,28 

1?. 

—  79.90 

—  84,16 

—  83.876 

13. 

—  80,85 

—  84.04 

U. 

—  81,10 

—  83,50 

15. 

—  81,30 

—  83,10 

16. 

—  81,50 

~  82,85 

17. 

—  81,75 

—  82,78 

A  log  e  das  logarithmischo  Dccremcnt  der  Abnahme  der  SchwingungsbÖgen  bezeiciioeL 
Bei  dieser  Gleicbgewiclitslage  der  Nadel  isl  nun  die  ablenkende  Kraft  der  aus  der  Di- 

recltonskraft  der  Nadel  rMultirendea  Kraft  gleich,  welche  bekaonllich  durch  ff'^ 

daiieBtellt  wird,  wenn  T  die  Schwiagvngsdaner  ohne  Einfluss  der  Dämpfung  bezeidk- 
net.  Ist  nun  r  die  wirkliche  Scliwingungsdauer,  unter  dem  Einflüsse  der  Dämpfung,  so 

ist  (Vw  nosrliwindif-'keit ,  welche  die  nuf  dio  pnnze  Schwingiinpsdauor  pleicliförmig  ver- 
theiltü  Slroiiikrafl,  wenn  sie  auf  einen  Augenblick  concentrirl  wirkte,  der  Nadel  ertbei- 

.  Et.  Aus  dieser  Geschwindigkeit  lUsst  sich  aber  der  Grcnzwertb 


len  würde 


TT 


der  SchwingungsbÖgen  berechnen,  dem  man  sich  nach  der  Methode  der  Uultiplication 

nShfirn  wiirdo,  M  onn  jene  conronlrirto  Krrift  nUrnin!  in  dem  Augenblicke  auf  die  Nadel 
wirkte,  wo  sie  ihre  Ruhelage  pas&irt.  Hczcicliiiol  rn.iii  naiiilich  die«;en  Grenzwerd»  aiit 
y,  so  isl  nach  der  in  der  vorigen  Abhandlung  S.  3  iHf.  yogtbcueu  lieget,  wenn  • 

den  uoge£cbencn  Wert|i  der  Geschwindigkeit  —  Yf  '^'  einsetzt; 

-X  ^.fcteog; 

e     )  e 


~  Et 


Die  Yergleiclmiig  des  hieraus  sich  ergebenden  Wertiw  von  y  mit  dem  obea  ani 
nen  von  x  führt  zu  der  Proportion : 


-jercteng^ 


.0+«  ). 

worin  nach  der  Theorie  der  DHm  p  fung  ISr  den  Quolienlen  y  auch 


aelst  werden  kann. 
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Bs  folgt  hiefaos  das  VerhttItDisB  der  beiden  dem  Wismuthslabe  und 
dem  Eisen  Stabe  entsprechenden  Greozwerlhe  wie 

+  49,906  :  —  83,878. 
Aebnlicbe  Versuchsreihen  sind  von  mir,  Herrn  Dr.  von  Quintos  Ici- 
litts  und  von  Herrn  Dr.  Riemann  aosgefUhrt  und  auf  gleiche  Weise 
berechnet  worden,  woraus  statt  des  augegebenen  Verhältnisses  folgende 
gefunden  worden  waren : 

+  18,158  :  —  83,82 

+  1Ö  357  :  —  82,80 

+  U,890  :  —  83,45. 
Im  Mittel  aus  allen  Reiben  ergiebt  sich  hieroach  das  Yerbältuiss 

+  16.936  :  —  83,49. 
Nun  verhall  sich  die  Intensität  der  vom  Wismuthstabe  und  Eisen- 
Stabe  inducirten  Ströme  diesen  Grenzwerthcn  direct  proportional ,  und 
nmgekehrt  proportional  der  Zahl  der  Inductionsstösse  wahrend  einer 
Schwingung,  mr  welche  sie  gelten,  d.  i.  der  Zahl  4  0,58 . 20,437  ^  2f6,2 
für  den  Wismuthstab  und  der  Zahl  4  für  den  Eisenstab.  Die  vom 
diamagnetischen  Wismuthstabe  inducirten  elektrischen  StrOroe 
'  sind  also  ihrer  Richtong  nach  den  vom  magnetischen  Eisenstabe 
inducirten  elektrischen  Strömen  euigcgeugesetzt  und  verhallen  sich 
ihrer  Intensität  nach  wie 

16,956  :  83,49.216,2  -r  1  n064,5, 
ungeachtet  derWismuthslab  339300  Millii^i  aima  laui  der  Eisenstab  bloss 
790,86  Milligraniin  wog.  llicinach  kann  man  rechnen,  dass  wenn  der 
Wismuthstab  auch  ein  so  geringes  Gevviclit  wie  der  Eisenstab  gehabt 
hatte,  die  StHrke  des  von  ihm  d ia  ma gneli sch  inducirten  Stroms 
456700  Mal  geringer  gewesen  sein  würde,  als  die  des  vom  Eiseustabe 
magnetisch  inducirten  Stroms. 

40. 

Vepgleichung  der  beiden  Beslimmiingcn  der  Stlrkc  eines  Elcklrodia- 
magaets  aus  seiner  magnetischen  und  magoetclektrischeo  Wirkung. 

Nachdem  in  den  beiden  vorhergehenden  Abschnitten  die  magne- 
tisch e  und  die  m agn  e  t  ck  k  t  r  i  s che  Wifkung  eines  Elcktrodia- 
mugnets  einzeln  betrachtt>t  worden  sind,  gehen  wir  endlich  zur  quan- 
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kitativen  Vergicichung  beider  Arten  von  Wirkongen  unter  eioander 

Uber.  Es  ktfoote  ficfaeinen,  dass  sich  diese  Vergleichong  ganz  eiofach 
I  ansführen  liesse,  indem  man  bloss  4)  die  beobachtete  magnetische 

I  Wirkong  des  Elektrodiaraagnets  in  Theilen  der  ebenfiiUs  beobaclktsieB 

^  magnetischen  Wirkung  des  Elektromagnets ,  2)  die  beobachtete  ma- 

t  gnetelektriscfae  Wirkung  des  Blektrodiamagnets  in  Tbetlen  der 

1  ebenfalls  beobachteten  magnetelektrischen  Wvknng  des  Eleklm- 

magnets  ausdruckte,  wie  dies  schon  oben  geschehoi  ist  und  su  folgeih 

den  Resultaten  geführt  hat: 

M\  Majjnetisclie  Wirkung  des  Elektrodlamägneta    < 

/  Magnclisclie  Wirkung  des  Eleklronio'^ncls  1470000  ' 

M  Mngnetelcklri>cbe  Wirkung  des  Elektrndinmognels    i 

I  '  Magncleicktrischo  Wiikung  des  Eleklromaguels  456700  * 

Diese  eiofaclie  Veri^lcicliuni;  würde  aber  nur  dann  richtig  sein,  wenn 
1)  derselbe  Eick  trodiamaguet,  welcher  zur  Darstellung  der  ma- 
gnelischen  Wiri^ungen  gebraucht  wurde,  auch  zur  Darstellung  derma' 
gnetelektrischea  Wirkungen  gedient  hatte ,  und  wenn  ebenso  2)  de^ 
selbe  Elektromagnet  zur  Darstellung  beider  Arten  von  Wiikongeo 

(  angewendet  worden  wäre,  und  wenn  endlich  3)  sowohl  jener  Eleb 

trodiamaguet  als  auch  dieser  Elektromagnet  dabei  aus  grosserer  Enir 
fernung  gewirkt  htttte,  im  Vergleiche  zu  ihren  eigenen  DimensioDeii 
und  zu  denen  des  Körpers,  auf  welchen  gewirkt  wurde.  Diese  Bedin- 
gungen sind  aber  bei  obigen  Versuchen  nicht  erfUUt  worden,  uad  es 
war  auch  nicht  möglich  sie  zu  erflillen,  weil  die  Darstellung  der  magnet- 
elektrischen  Wirkungen  die  Anwendung  ganz  anderer  Apparate  als  die 
der  magnetischen  Wirkungen  und  möglichste  Verkleinerung  der  Ent- 
feruuiiijcti  der  auf  einander  wirkenden  Körper  nolhwendig  machte. 

Werden  aber,  wie  dies  gesclielicn  ist,  zur  Darstellung  der  ni;iane- 
tischen  und  magnetelcku isciien  Wirkungen  Verschiedono  liloktro- 
diamagnele  und  verschiedene  Elektromagnete  gebraucht,  so 

;  lässtsich,  auch  wenn  sie  aus  grösseren  Entfernungen  wirkten,  keine 

Gleichheit  in  den  angegebenen  Verhaltnissen  erwarten ,  und  die  darin 
sich  zeigende  Ungleichheit  (dass  nämlich  das  eineVerhaltniss  etwa  3  Mal 
grosser  als  das  andere  war)  würde  noch  weit  grosser  aufgefallen  sein, 
wenn  nicht  schon  bei  der  Bestimmung  dieser  Yerhüllnisse  auf  die  Vor- 
schiedenbeit  der  Masjien  Wismuth  und  Eisen,  welche  zu  den  verschie- 
denen Elektrodiamagneten  und  Elektromagneten  gebraucht  wordn. 
Rücksicht  genommen  woinden  wäre.  Durch  diese  BerilcksichtiguDg  der 
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Ungleichheit  der  Massen  wurde  die  gröbste  staltfindende  Verschieden- 
heit  ausgeglichen  und  es  ist  iateressant  zu  bemerken ,  dass  durch  diese 
Berttck8ichti(j;uDg  die  obea  angeführten  Verhältnisse  einander  schon  wirk- 
lich so  nahe  gebracht  worden  sind,  dass  sie  als  Grossen  derselben 
Ordnung  betrachtet  werden  können. 

Bs  kommt  daher  darauf  an,  aach  noch  dieanderenVerschiedenhei- 
len  aufzusuchen  und  zu  bestimmen,  welche  nilcbst  der  Massenverschie- 
denheit den  grOssten  Einflnss  haben,  um  zu  prQfen,  wie  dadurch  die 
oben  angeführten  Verhältnisse  geändert  und  ob  sie  der  Gleichheit  da- 
durch  noch  ntfher  gebracht  werden. 

Diese  Untersuchung  ist  dämm  von  Wichtigkeit,  weil  vrenn  gar 
keine  Verf^chiedenheit  der  gcbrauclilcn  Elektrodiamagnete  und  Elektro- 
magnete  statlgt^fimden  und  beide  aus  grösserer  Enlfemung  gewirki 
hätten,  nach  den  in  der  Einleitung  aufgestellten  Gesetzen 
der  diamugnetischen  Polaritüt  die  bcidtMi  obigen  Verhältnisse 
sich  ganz  gleich  ergeben  müssten.  Da  sich  nun  aber  diese  Gleichheit 
praktisch  nicht  unroillclbar  prüfen  lüsst,  so  ist  es  wichtig,  dass  man 
wenigstens  prüft,  ob  man  sich  dieser  Gleichheit  desto  mehr  nähere, 
je  genauer  man  die  factische  Verschiedenheit  der  gebrauch  len  Elektro- 
diamagnete und  Elektromagnete  und  den  verschiedenen  Einfluss,  wel- 
chen die  geringe  Entfernung,  ans  der  sie  wuken,  auf  das  Yerhaltniss 
ihrer  Wirkungen  ausübt,  bestimmt  und  berücksichtigt,  wodurch  man 
nüherungs weise  dasselbe  erreicht,  wie  wenn  man  die  behauptete 
Gleichheit  unmittelbar  zn  prüfen  im  Stande  wäre. 

Zu  diesem  Zwecke  dient  nun  die  folgende  Uebersicht  und  Erörte- 
rung aller  hierbei  in  Betracht  kommenden  Diflüerenzen. 

Erstens  mtlssle  eigentlich  bei  der  gcriogea  Entfernung,  auf  wel- 
che sich  die  beobachteten  Wirkungen  beziehen,  zum«Zwecke  einer  ge- 
nauen Veigleichung  die  ideale  Vertheilungsweise  der  magne- 
tischen Fluida,  wie  sie  an  der  oljerfliiche  dos  Wismnthstubcs  anzu- 
nehmen sei,  im  Vcigleicho  zu  der  bei  dem  Kisenslabe  nn/niK  hmenden, 
naher  bekannt  sein.  Da  dies  nicht  der  Fall  ist,  so  Jcuchtel  ciii,  d^tss  eine 
solche  Vergleichung ,  auch  wenn  die  Cenauii-'keit  der  Beobachtungen 
nichts  zu  wünschen  Hesse,  doch  nur  enicn  ungefähren  Ueherschlapr  ge- 
ben kann,  weil  dabei  die  in  geringen  Entfernungen  ausgeübten  Wirkun- 
gen den  Mo  menten  proportional  gesetzt  werden  müssen,  was  genau 
nur  von  den  Wirkungen  in  grosseren  Entfernungen  gilt. 
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Zweitens  sind  bei  obigen  Versuchen  zwei  ▼erschiedeoe 
Eisens tä beben  gebraucht  worden,  von  denen  das  eine  bloss  5, 9, 
das  andere  790,86  Milh'gramm  wog«  Wir  dürfen  nicht  TOFanssetaen, 
dass  das  Eisen  beider  Stäbchen  in  magnetischer  Beziebung  sich  gm 
gleich  verhalte.  Es  wurde  daher  derUagnetismus  beider  Stäbchen  oiter  : 
Einwirkung  desselben  galvanischen  Stroms  verglichen,  und  in  der  Iba!  ' 
ergab  sich  bei  geringerer  Intensitttt  dieses  Stroms,  dass  das  Verhahiiia  j 
des  magnelischen  Moments  von  dem  Verhältnisse  ihrer  Massen  sehr  ab-  ; 
wich;  bei  wachsender  Inlensiliil  des  Stroms  verscluNaiid  aber  diese  | 
Ungleichbeil  und  der  Mnis'netisinus  beider  Stübcben  ergab  sich  bald  ih- 
ren Massen  fast  genau  projjorlional,  woraus  folgt,  dass  bei  unsern  Ver- 
suchen, wo  noch  stärkere  Ströme  gebraucht  wurden,  eine  tteductioü 
wegen  Verschiedenarligkcil  des  Eisens  nicht  nölbig  ist. 

Drittens  sind  bei  obigen  Versuchen  verschiedene  Wismutb- 
stabe  gebraucht  worden,  nSmlich  zwei  kleinere  znr  Beobachtung  der 
magnetischen,  und  ein  grosserer  zur  Beobachtung  der  magoeleleUri' 
sehen  Wii'kung,  von  denen  auch  nicht  vorausgesetzt' werden  kann,  das 
sie  sich  in  diamagnetischer  Beziehung  ganz  gleich  verhielten.  Bs  wofde 
daher  der  letztere  in  zwei  Hälften  getheilt,  die  den  beiden  erslena« 
Lange  und  Dicke  nahe  gleich  waren  und  darauf  mit  beiden  Paaren  «b* 
wechselnd  einige  Versuche  zur  Vergleichung  ihres  Diamagnelismus  ge- 
macht, aus  denen  sich  allerdings  eine  nicht  f;an/.  uncrhebliehe  Versdde-  ' 
dcnheit  herausstellte;  es  verhielt  sich  nilmlich  die  Wirkung;  des  ersten  I 
Paares  zu  der  des  zweiten  etwa  wie  1266  :  1000.  Wenn  sich  also  aus 
den  Inducüuii.s\viikiini;en  des  frrösserco  Stabs  Art.  8.  9  das  diamagneti- 
sehe  Momeol  des  Wisiuuths  im  Vergleiche  zum  magnetischen  Momente  I 
des  Eisens  =  j^gif^  ergiebt,  so  würde  es  far  das  Wismuth  des  anden  | 
Stabs  =  „7     erhalten  werden,  wodurch  die  Differenz  dieses  VeritSh^ 

nisses  von  d^  iu  aus  den  magnetischen  Wirkungen  abgelcilctcn  oidhlTA^ 
kleiaert,  sondern  sogar  noch  vorgrössert  wird. 

Viertens  kommt  aber  auch  noch  die  Verschiedenheil 
elektromagnetischen  Scheidungskraft  der  beiden  gebraucblen 
Apparate  in  Belrachl.  Diese  Verschiedenheit  Iftsst  sicli  mit  hinreichent^^'" 
Genauigkeit  aus  den  für  diese  Apparate  gegebenen  BestimmungcQ 
leiten  und  es  eigiebt  sich  daraus,  dass  die  elektromagnetische  Schei- 
dungskraft des  loductionsapparats  4,8  Mal  grösser  als  die  des  eleklfo* 
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diamagneüscheii  Hegfiapparats  war*).  Zugleich  ergiebt  sich,  dass  in 
beiden  Apperaten  die  elektromagnetische  Scheidungskraft  eine  solche 
Stttrke  besasa,  dass  nach  Mal  1er 's  interessanten  Versuchen  das  ma- 
gnetische Moment  der  Eisens tabchen  nicht  merklich  von  seinem 
»  Maximumwerthe  verschieden  sein  konnte'*^),  dass  also  die  4,8  Mal 


*)  Die  Drahtspirale  des  clektrodiamagnctischcn  Uessapparats  lialte  nach  Art.  2  4  La- 
gen jede  von  J  4 G  Winiiutiijcn  und  war  1  00  Millimeter  lang;  ihr  innerer  Durchmesser 
war  i7,  der  äussere  26  Miiiimeter,  und  die  Intensität  des  durcbgebeuden  Stroms  war 
nach  Art.  S  ^  IS,3I.  IfiMatts  ergiebt  sieb  die  eleldiNMiiagii6li«che  Scbeidungsitnft  ia 
ibrar  Hitte  lebr  nahe 

 TTm  ^ 

Die  Drabtspiraie  des  luduclionsapparats  dagegen  halte  nach  ArU7  8  Lagen  jede  von 
IsaWinduiiBea  und  war  383  MUlimeler  lang;  ihr  innerer  Durcbmescor  wer  13,9,  der 
iiissere  70  Hiliimeter  und  die  Abtenkong  einer  in  TOSHUlimeler  wesllicben  Abstand 
betadUdien  Boiissole  war  naeb  den  Vertueben  Art.  7  etwa  3t*,  tvobei  die  InlensHit 
des  horizontalen  Tbeils  des  Erdmagnetismus  =  1,8  zu  setzen  ist.  Hieraus  Hast  sieb 
lODlcbst  ^e  blensit&t  dea  Slroms  i  bereclmen  und  ergiebt  sieb  sebr  nabe 

.       8M   «.8  .  tang  88*  

•"^  5  i  4 

(TÖr^TTtiJJi  |70B<|>|S8t}* 

WO  S  den  von  der  Spirale  umwiindenen  FlScbenraum,  welcher  1793100  Qnadrat- 
millimeler  sefanden  wird,  also  t  =  95,6.  Die  gesncble  ScbeidunsskiaR  der  Spirale 

folgt  bierana  sebr  nabe  —  *  —  301 1.  Es  TeridUt  aieb  ab«r  SOI  S :  019,9 

aelir  nabe  wie  1,3  :  I . 

**)  Ein  weieber  Eisenslab  nimmt  bald  einen  schwBeberen  bald  einen  alSikeren 
Magnetismus  an,  Je  naebdem  die  magnelisebe  oder  elektromagnetische  Scbeidongskrafl, 

die  auf  ihn  wirict,  kleiner  oder  grösser  ist.  Herr  Professor  Job.  Müller  in  Frciburg 
hM  nun  in  seinem  «Dorir(>(o  (ihcr  die  neuesten  Fortschrilte  der  Physik»  Braunscbweig 
iHhO,  S.i94ff.  eine  inlei Unlcrsuchting  über  die  AbhUngigkeit  des  Magnetismus 
solcher  Eisenstiibc  von  der  Starke  der  auf  sie  wirkenden  Scbeidungskr&fle  niilgelheilt, 
weldie  iicb  dadurch  aosnicbnet,  dass  der  HagneüaaiQS  der  ElsenstBbe  fiir  sebr  ver- 
schiedene, auch  sebr  grosse,  Scheidungskiilfle  bestimmt  worden  ist.  Bs  bat  sieh  daraus 
das  merkwürdige  Resultat  ergeben,  dass  der  Hagnetismus  des  Elsenstabs  der  Scbei- 
dongskraft,  welche  auf  das  Eisen  wirkt,  keineswegs  immer  proportional  bleibt,  sondern 
dass  er  sich  bei  tTÖssercn  Scheidt!nt";Ikraflen  einem  Grenz  wert  hc  nähert.  Müller 
bat  die  Rei^ultate  >etner  mit  einer  eieklromagoetischeD  Spirale  gemachten  Messungen  in 
folgender  Formel  zusamrocngefassl : 

O.Ol  Cd',  tang  ..Ja^. 

worin ,  wenn  i  die  StromstSrko  dar  clektromaguetiacben  Spirale  nach  ahsolotem  Maass« 
bezeichnet  (nach  S.  S5S  a.  a.  0.) 

,       66,813  .  *, 
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Stärkere  Schcidunuskrafl  des  Induclionsapparats  dem  Eisenstäbchen  ket- 
neo  stärkeren  Magnclismus  erUieilte,  als  er  durch  die  eiofaclie  kraii 


und  (nach  S. .'  1 4 }  wenn  \f  don  Hagnetismus  des  EiMUlabs  in  der  elektromagneliwim 
Spirale  nach  absolutem  Maasso  bezeichnet, 

zu  Selzen  ist.  Die  von  Mffller  gebraucbltn  ffitenHibe  «aran  (nach  S.  801)  330  MHt- 
meler  lang  und  lagen  in  einer  Drabl^nle,  wei<;bo  300  MUUmeler  lang  war,  aon  der 
sie  auf  beiden  Seilen  16  Milltnieter  hervonraglen.  d  bezeichnet  die  Didt«  des  BiacB- 
stabs.  Die  Drahtspirale  bestand  aus  5  Lagen  übereinander,  jede  zu  76  Windungen;  ftr 
Innerer  Durchmesser  war  }9  5fillimetcr  und  die  Dicke  des  Drrdils  2,8  Milfimeter.  Hier- 
nach wird  dieStiirlio  der  Scheidungskrafl,  welclie  der  ätroiu  einer  Lage  %*on  Win- 
dungen, deren  Halbmesser  =  r  ist,  auf  einen  Punkt  des  Eiseostab»  ausübt,  welche 
in  der  EnlCsmong  »  a  von  der  Hitio  der  Spiral«  liegt»  dordi  folgenden  AiMdnick  dar- 
gesldlt: 

+  tSO 

1.76       A     üx  «&a      (  g— ISO  I 

M*  '^|lfT+a»)*"'lte'"lr((«  +  ISIJ"+rr)      r(te— <•#)■.+ rr)}* 
•^0  — 4Bf 


Im  Mittel  iSr  den  gaiunn  Eisenstab  Mgt  Ueraiit  die  Starke  dieser  Kraft 

«t.irt  ir      e«HBf  m—m      1  , 

ist .  ato  I  lr((a + m>*+  rr)    r^«— 4«oj'+*TiJ*" 

J_465 

Bndlieh  für  alle  8 Lagen: 

^  •  fi  [^^'* +     -  *-  -  «3.M1 

«/t4,8 

Diese  Kraft  outerseheidel  aieh  von  der  «rdmagnetiaehen  Knft  mr  doroh  ihre 
Stirke  und  kann  daher  nach  demselben  absoluten  Maasse  bestimmt  werden,  vas 
hier  auch  geschehen  ist.  Wir  wollen  die  SUrke  dieser  Kraft  mit  JT  bezeidunn,  so 

ist  also 

X— 13,86t». 

Setst  man  nun  diese  Wertho  In  die  Milllei'aefao  Gleicbong,  an  «rhilt  man 


Liese  Formel  gilt  zunächst  für  Eisenstübc  von  3  30  Millimeter  Länge ;  um  sie  aul  andere 

M 

»••0 . M 


V 

Slabläogtiu  anwendbar  zu  machen,  muss  der  i^ogen         ^  uU  330  multipUcirt  und 


mit  der  Slablttoge  i  dividirt  werden ,  also 

A'«IM98.«i*.tang^^^^. 

jedoch  hat  Müller  seihst  bemerkt,  dass  der  so  in  Rechnung  gebrachte  Einfluss  derUiige 
mit  der  Erfahrung  ni'  ht  genau  übereinslininie  und  daher  noch  einer  genaueren  Prüfung 
bedürfe.  Wendet  man  nun  diese  aus  den  Müller'schen  Versuchen  abgeleitete  Regel  ao. 
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erhalten  haben  würde.  Anders  verfaalt  e«  sich  mit  den  WismulhatM- 
ben,  deren  diamagnelisches  Moment  auch  noch  mit  den  grOsslen  dar- 
stellbaren Scheidangskmften  proportional  wachsend  anzunehmen  ist*). 


um  den  Magnctismn?  f?r>r  bf^iilf^n  Ficon'itTihphen  ZU  bestimrru'n,  welche  sich  in  den  bei- 
den oben  beschriebenen  8piruieii  de»  elektrodiamagucliiichen  Messapparats 
und  des  loductioosapparals  befanileu,  so  bat  man  für  das  erste  Stäbchen 
I  w  91  imd  nM6rd«m  aein  «biotutet  Gewiohl  5,8  lltUignmitt  und  «ein  spcciOaelMS 
Gewicht  =  1,78 ,  wortos  «ebie  Dieice  cf »  0,<OI6  folgl.  Der  Werth  voo  X  fiir  dieses 
Stäbchen  bt  in  der  vorigen  NMe  bestimmt^«*  619,9»  mu  eibtUtebo  für  dieeee 
Stäbchen 

11,16  ere  lang  89*'  5l'  13"  »  11,886. 

Für  du  zweite  Stibchen  ist  f  =  iS6,  ausserdem  ist  sein  abaololee  Gewicht  = 

790, 8G  Milligramm  und  sein  speciGsches  GcNviclit  =  7,78,  woraus  seine  Dicke 
cf*  =  o,83iä  gefunden  wird.  Der  Werili  von  X'  ist  für  dieses  älUbcbea  in  der  vorigen 
Note  bestimmt  JC'      30ii  ;  man  erhiiU  daher 

=  17,76  arc  tang  89»  47*  13"  =  27,834. 

Bemerkt  man,  dnss  hierin  ddl  und  d'(//' den  Massen  der  beiden  Eisenstäbclicn  pro- 
portional sind,  so  erRiobl  sich  hieraus  ein  ganz  nahe  gleiches  Verhliltniss  des  Alagnetift- 
mus  zur  Masse  für  beide  Stäbchen,  ungeachtet  auf  das  letztere  Stäbchen  eine  4,8  Mal 
griSteeräScheidungskraA  wirkte.  Kne  genauere Baalimmiiiig  hierüber  findet  nwa  Art.  14 
Üs  16,  wo  auch  die  von  Baff  vnd  Zammlner  gegen  die  MQllei'achen  Tersndie 
efbobenen  Bedenken  erörtert  werden. 

*)  Ans  keiner  bisher  bekannten  niatsache  ISsst  sich  ^e  Abweichung  von  dem 
Gesetze  der  Proportionalität  des  Diamagnetismus  mit  der  magnetischen  Scheidungskrafl 
entnehmen,  vielmehr  lassen  sich,  wenn  es  auch  an  Messungen  fehlt,  verschiedene  für 
dieses  Gesetz  sprechende  Thatsachcn  anführen.  Die  wichtigste  und  auch  in  anderen 
Beziehungen  interessanteste  ist  die  von  Plücker  wotdeekte  und  näher  untersuchte 
Tbslsadie,  wonadi  derselbe  Magnetpol  Je  nach  der  verschiedenen  Eni- 
fernvng  in  derselben  Masse,  z.  B.  in  Holzkohle,  Diamagnetisoas  oder 
MagnetiSSSttS  hervorruft.  Die  nilhere  Untersuchung,  welche  Plücker  hierüber 
in  PoggondorfTs  Ann  Icii  18i8,  Bd.  73,  S.  Cif»fT  miipothcilt  hat,  beweist,  dass  hierbei 
die  verschiedene  Entfernung  des  Magnetpols  unmittelbar  als  sol- 
che nicht  in  Betracht  kommt,  sondern  nur  indirect,  insofern  einer 
grosseren  Entfernung  eine  Abnahme  der  Kraft  entsprioht;  Ptticker 
hat  nlmlicb  bewiesen,  dass  der  Magnetismus  der  Holzkohle  in  Diama- 
gnelismus  verwandelt  werde  durch  die  blosse  Zunahme  der  auf  die 
Holzkohle  wirkenden  magnetischen  Kraft.  Diese  interessante  Thatsache 
Andel  nämlich  ihre  einfachste  Erklärung  nach  obigem  Gesetze  der  Proportionalität  des 
Diamaguetismus  mit  der  magnetischen  Scbeidungskralt,  sobald  man  dabei  nur  das  von 
Müller  fiir  den  Magnetismus  des  Eisens  bewiesene  Gesell  audi  ISr  den  Magnetismus 
der  HoUkohle  gelten  Ilsst;  denn  nShert  sich  der  Magnetismus  der  Holzkohle  bei  zuneh* 
BModer  Schmdnngdn«!!  einem  Grenzwerthe,  wlbrend  der  Diamagnetismus  der 
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Reducirt  man  hiernach  das  aus  den  Indiiclionswirkiingen  erhaltene  Re- 
sultat auf  eine  4,8  ^lal  schwächere  Scheidungskrafl,  um  es  mit  dem  aus 
der  magnetischen  Wirkung  erhaltenen  Resultate  vergleichbar  zu  macheo. 
so  muss  das  diamagnetische  Moment  des  Wismulhs  4,vS  Mal  kleiner  ge- 
nommen werden,  wahrend  das  magnetische  Moment  des  Eisens  unver- 
ändert bleibt.  Man  erhalt  dann  fUr  das  crstere  Äloment  im  Vergleiche  zu 
dem  letzteren,  statt  3^  .  blos  jj:^,  = 

Dieses  aus  der  magnetcicktrischen  Wirkung  abgeleitete  Re- 
sultat lUssl  sich  nun  mit  dem  aus  der  magnetischen  Wirkung  Art. 4 
gefundenen  direct  vergleichen,  wonach  nilmlich  das  diamagnelische 
Moment  des  Wismuths  im  Vergleiche  zum  magnetischen  Momente  des 
Eisens  =  ^^^^^  erhalten  wurde. 

Die  DilTerenz  der  beiden  betrachteten  Verhaltnisse,  welche  vorher 
200  Procent  betrug,  ist  durch  Berücksichtigung  der  angegebenen  Ver- 
schiedenheil auf  etwa  17  bis  18  Procent  reducirt  worden  und  diese  An- 
näherung an  die  Gleichheit  muss  um  so  befrie<ligender  erscheinen,  als 
dabei,  weil  der  zuerst  angeführte  Grund  jener  Differenz  unberück- 
sichtigt bleiben  musste,  nur  von  einer  ungefähren  Vergleichung  die 
Rede  sein  konnte.  Auch  ist  zu  bemerken ,  dass  der  zuletzt  angegebene, 
bei  weitem  einflussreichste  Grund  jener  Differenz  noch  einer  genaueren 
Berücksichtigung  fähig  ist,  wenn  dabei  stall  der  oben  angeführten  Mül- 
1  ersehen  Versuche  die  genaueren  darüber  gewonnenen  Resultate  zum 
Grunde  gelegt  werden,  die  man  Art.  24  bis  26  zusammengestellt  findet, 
wodurch,  wie  in  der  Note  Art.  27  angegeben  ist,  das  Verhälllniss 
^^■JlQf)Q  '^"^Tsglööö  vermindert  wird,  so  dass  nur  noch  eine  Differenz  von 
etwa  8  Procent  im  Vergleiche  mit  dem  andern  Verhaltnisse  übrig  bleibt. 

Nach  dieser  Vergleichung  des  Verhältnisses  der  magnetischen  und 
magnetelektrischen  Wirkungen  eines  Eleklrodiamagnets  mit  dem 
Verhaltnisse  der  magnetischen  und  magnelelektrischen  Wirkungen  eines 
Elektromagnels  findet  sich  also  das  Resultat  bestätigt,  dass  in 
der  Natur  des  Diamagnelismus  die  elektrodiamagnetische  und  die 
diamagnetelektrische  Wirksamkeit  wirklich  ebenso  begründet  ist, 


Holzkohle  ßleictiniassig  Tortwliclist,  so  leuchtet  von  selbst  ein,  dass  der  Diaroagnetisniiis 
endlich  den  Magnelisnius  übertreflen  rauss ,  was  so  viel  heisst,  als  dass  der  Magnetis- 
mus der  Holzkohle  in  Diamagnetismus  verwandelt  werde. 
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wie  in  der  Natur  des  Magnetismus  die  elektromagnetische  und  die 
magnetelektriscbe,  und  zwar  stehen  auch  jene  Wirkungen  ihrer 
Grosse  nach  in  demselben  Verhaltnisse  zu  einander,  wie  diese,  so  weit 
sich  dies  prüfen  Ittsst,  zumBeweise,  dass  zwischen  diamagnetischer 
und  magnetischer  Wirksamkeit  in  den  verschiedenartigsten  Be- 
ziehungen gar  kein  Unterschied  stattfindet,  wodurch  das  in  der 
Einleitung  aufgestelile  Gesetz  der  diamagne tischen  Polarität  be- 
wiesen ist. 

Es  bliebe  hiernach  nur  noch  übric:.  die  aus  den  »bigcn  Versuchen 
gefundenen  Resultate  zu  benutzen,  uin  das  Vcrlialtsii&s  zu  bestimmen, 
in  welchem  die  Starke  des  Wismuthdiamagueliümus  zur  Stiirke  des 
Eisenmagnetismus  steht.  Es  leuchtet  aber  aus  den  vorhei^egangcnen 
Et>örteruogen  ein,  dass  von  einem  bestimmtenVerlutltnisse  des  Diama- 
gnetismus des  Wismuths  zum  Hagnetismus  des  Eisens  im  Allgemeinen 
nicht  die  Rede  sein  kttnne,  weil,  wenn  man  auch  Wisnuith-  und  Bisen- 
stabe  von  gleicher  Grösse  und  Gestalt  dabei  voraussetzt,  jenes  Veriittltr 
niss  doch  bei  verschiedener  Starke  der  magnetischen  S ch e i  du ngs k ra f t 
sehr  verschieden  erhalten  wird,  indem  der  Diamagnetismus  bei  zuneh- 
mender Scheidnngskraft  gleichmassig  wachst,  wahrend  der  Hagnetis- 
mus sich  emem  Grenzwerthe  nähert.  Ein  solches  Verhahoiss  lasst  sich 
daher  nur  unter  der  Beschrankung  bestimmen,  dass  die  magnetischen 
Schcidungskrane  so  klein  siini  dass  die  Abweiclmui:  des  Eisenma,£?ne- 
tismus  von  der  Proport lonaliiat  mit  diesen  KrHflen  dabei  noch  nicht 
mcrkhch  sei.  Unter  dicsn  IJeschr.lnkuni;  liessc  sich  nun  zwar  nach  obi- 
gen Resultaten,  mit  Hülfe  des  In  tlcr  Note  S.  527  angeführten  Müller'- 
schen  Gesetzes,  das  Yerhallniss  des Wismuthdiamagnetismus  zum 
Eisenmagnetismus  bestimmen;  es  ist  aber  zweckmassiger,  diese 
Bestimmung  zu  versdiieben ,  um  dabei  für  den  Eisenmagnetismus  auch 
diejenigen  Versuche  zu  benutzen,  die  wir  im  letzten  Abschnitte  Art.  25. 
S6.  kennen  lernen  werden,  wo  dann  dieBestimmung  jenes  Verhältnisses 
beigefügt  werden  soll. 


AMhumIU  iL  K.  S.  Gl»,  li.  \ViMraarh.  I. 


38 


532       Wilhelm  Weder,  elektrodynamische  Maassbestimmingeü 


Faraday^s  Versuche. 

• 

Es  soll  hier  nicht  von  Faraday's  früheren  Versuchen  gehandelt 
werden,  durch  die  er  zuerst  zu  der  Annahme  geführt  worden  war. 
welche  PlUcker  am  kürzesten  in  den  Worten  ausspricht:  «Im  Wismulli 
inducirt  jeder  Nordpol  eines  Magneten  einen  Nordpol,  jeder  Sudpol 
einen  Südpol.»  Plücker  sagt  von  dieser  Annahme,  dass  jeder  Physiker 
darauf  verfallen  musstc,  und  dass  diamagnetische  Polarität  eine 
notliwendige  Folge  derselben  sei.  Wir  beschriJnken  uns  hier  auf  dieje- 
nigen Versuche,  welche  von  Faraday  neuerlich  zur  Widerlegung  die- 
ser von  ihm  zuerst  vermulheten  dia magne tischen  Polarität  ge- 
macht worden  sind. 

In  der  That  waren  bald,  nachdem  die  Wichtigkeit  eingeleuchtel 
hatte,  welche  die  wirkliche  Nachweisung  der  diamagnetischen  Po- 
larität besitzt,  so  viele  und  verschiedene  Thatsachen  dafür  gefunden 
und  mitgelheilt  worden,  dass  diese  Polarität  fast  ausser  allem  Zweifel 
gesetzt  zu  sein  schien.  Ich  habe  in  meinem  ersten  Aufsatze  (Berichte 
der  K.  S.  Gesellschaft  der  Wissenschaften  1847,  S.  346  und  Poggendorfs 
Annalen  1848,  Bd.  73,  S.  242)  besonders  die  Beweiskraft  hervorgeho- 
ben, welche  in  dieser  Beziehung  der  von  Reich  angestellte  Versuch 
besitzt,  wonach  Nordpol  und  Südpol,  wenn  sie  von  derselben  Seile  her 
auf  ein  Stück  Wismulh  wirken,  keineswegs  dasselbe  mit  der  Summe  der 
Kräfte  abstosscn,  welche  sie  einzeln  ausüben  würden,  sondern  vieioiebr 
nur  mit  der  Differenz  dieser  Kräfte  —  und  habe  andere  Versuche  bei- 
gefügt, welche  die  beiden  Pole  eines  in  diamagnetischem  Zustande 
erhaltenen  Wismuthstabs  durch  den  Gegensatz  von- Anziehung  und 
Abstossung  unmittelbar  erkennen  Hessen.  Endlich  fügte  ich  auch 
die  mit  dem  in  Art.  7  erwähnten  Apparate  gemachten  Versuche  bei. 
welche  gleiche  von  Diamagnetpolen  wie  von  Magnetpolen  aus- 
geübte elektromotorische  Kräfte  nachzuweisen  schienen  Hieran 
schlössen  sich  unmittelbar  einige  Versuche  von  Poggendorff  an  (An- 
nalen 1848,  Bd.  73,  S.  475f.),  welche  theils  zur  Bestätigung,  iheils  zur 
Ergänzung  dienten ,  indem  sie  besonders  die  Nachweisung  der  beiden 
Diamagnetpole  durch  den  Gegensatz  der  Wirkung  gaben,  welche 
der  galvanische  Strom  auf  sie  ausübt,  und  geradezu  bewiesen,  dass 
ein W^ismulhstab  in  der  äquatorialen  Lage  ein  wirklicher  Transversal- 
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magaet  wdre,  der  die  Linie  seiner  Nordpole  demNordpole  uoddieLinio 
seiner  Sudpole  dem  Sttdpole  des  Megaets  zukehrte»  wss  ausserden 
PIttcker  (Annaleii  1848»  Bd.  73,  S.613f.)  durch  eine  sehr  sinnreiche 
darauf  gegründete  Anwendung  bestätigt  fhnd,  welche  ein  ein&cfaes  und 
praktisch  wichtiges  Mittel  an  die  Hand  gab,  den  Diamagnelismus 
schwingender  Körper  bedeutend  zu  TereCOrken.  PIttcker  erklärte 
es  dabei  selbst  fltir  unwidersprechlich,  dass  der  Diamagnetismos  in 
einer  polaren  Erregung  besiehe,  eine  Theorie,  die  er  znvor  nur 
wegen  der  grossen  Schwifrigkcitcn  ihrer  allgcinciuen  Begründung  fal- 
len gelassen  habe  uud  crsl  dann  wieder  aul\:('nommen,  als  die  Polarität 
so  entschieden  nachgewiesen  worden.  Endhcli  hat  Plücker  an  diesem 
Orte  selbst  noch  eiue  der  hauptsächlichsten  der  von  ihm  erwiihnten  Schwie- 
rigkeiten, nämlich  die,  welche  aus  dem  bei  manchen  Körpern  beobachteten 
magnetischen  Verhalten  in  grösserer,  und  dem  diamngnetischen 
Verhalten  in  kl  einerer  Entfernung  vomMagnelpolecDtsj)rang  (siehe  die 
Note  S.  529) ,  durch  die  nähere  Untersuchung  in  solcher  Weise  erledigt» 
dass,  wie  er  selbst  sagt,  «das  von  ihm  nicht  vermnihete,  aber  von  rein 
theoretischem  Gesichtspunkte  aus  zu  erwartende  Resultat  statt  der  frft- 
heren  Schwierigkeit  eine  merkwürdige  jBesiatigung  der  von  Faraday, 
Reich,  Web  er.  und  Poggendorff  adoptirten  Theorie  des  Diamagne- 
tismus gebe,  zu  der  anch  er  sich  jetzt  entschieden  bekenne.» 

Allen  diesen  schnell  aufeinander  gefolglen,  in  demselben  73.  Bde. 
von  Poggendorffii  Annalea  enthaltenen  Nachweisungen  der  von  Fara-  * 
day  zuerst  verrouthelen  diamagnetischen  Polaritftl  widerspricht 
nun  Faraday  durch  seine  23sle  Versuchsreihe,  deren  nähere  Bclrach- 
lUQg  auch  für  die  hier  beschriebenen  Versuche  von  Wichtigkeit  ist. 

Bei  der  Autorität .  welche  dieser  grosse  Naturforscher  mit  so 
vollem  Hecijte  geuiesst,  und  dem  Interesse,  welches  seine  Arbeiten 
überall  erregen,  dürfen  die  von  ihm  angeführten  Versuche  ztir  Wider- 
legung der  diauiaguetischeu  Polarität  als  bekannt  vorausge- 
setzt werden.  Auch  kann  es  sich  nicht  um  die  Richtigkeit  dieser  Ver- 
suche handeln,  nn  der  bei  Faraday's  anerkannter  Meisterschaft  nicht 
zu  zweifeln  ist«  Es  handelt  sich  hier  wesenthch  nur  darum,  ob  und  in 
wie  weit  diese  Versuche  gegen  diamagnetische  Polarität,  wie  sie 
hier  gleich  zu  Anfiing  definirt  worden  ist,  wirklich  zeugen  und  bewei- 
sen. Dabei  kommt  nun  bauplsttchlich  dreierlei  in  Betracht:  erstens, 
dass  Faraday  nicht  alle  Versuche,  welche  znr  Nachweisnng  derdia- 
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ungnetiscfaen  Polaritai  gemacht  worden  mnd,  ^ederiioH  hat;  Ewei- 
teoi,  dass  Faraday,  bei  aller  Meisteischaft  unGebmche  senierHld^ 
niicte]«  in  der  Femheit  der  Versache  durch  die  batminente,  deren  er  sich 
bediente,  beschrankt  war.  Brittens  endlich  hat  Faraday  nach  seineo 
Ansichten  manche  Erscheinungen,  die  von  andern  Physikern  auf  dianan- 
gnetische  Polarität  znrOckgeftahrt  werden,  auf  andere  Weise  zu  er- 
klären ffosucht.  Eü  erscheint  tlaljcr  sogar  zvveifelliafl ,  ob  Faraday  die 
diamni;nctische  Polarität  in  dem  Sinne,  in  welchem  sie  hier  zu 
Anlang  definirt  worden  ist,  wirklich -bestreilet. 

Was  die  von  Faraday  nicht  wiederholten  und  unberUcksichtist 
gelassenen  Versuche  belriÜlt,  so  bemerke  ich  zunächst,  dass  in  Art.  2689 
seiner  Abhandlung  ein  von  mir  mit  einem  von  Reich  gemachten  Ver- 
sache verwechselt  zu  sein  scheint,  wodurch  es  geschehen  ist,  dass  Fa> 
raday  den  von  Reich  gemachten  Yersnch,  dessen  Beweiskraft  für 
diamagnetische  Polaritilt  von  mir  besonders  hervorgehoben  wor- 
den war,  ganz  tibersehen  hai^  wonach  nllmlicfa  Nordpol  und  Sttd|>o1, 
wenn  sie  zugleich  yob  derselben  Seite  her  auf  ein  Stack  Wismoth  wir- 
ken, keineswegs  dasselbe  mit  der  Summe  der  Krttfle  abstossen,  welche 
sie  einzeln  ausüben  würden,  sondern  nur  mit  derDiforenz  dieser  Kmfte. 
Dieser  Versuch  ist  von  Reich  mit  dem  feinsten  Inslnimente  gemacht 
worden,  was  dazu  gebraucht  weitlen  kann,  nSmlitii  aiU  iler  feinen  Tor- 
.si  u<\vaage,  womit  er  die  classische  Wiederholung  der  Ca veudi ab  - 
sehen Versuche  ausgeführt  hatte.  Ich  kann  hier  nur  wiederholen,  was 
ich  Ubei'  diesen  Veisui  h  in  meinem  ersten  Aufsätze  gesagt  habe,  dass 
daraas  allein  schon  niil  grosster  Wahrscheinlichkeit  geschlossen  werden 
kann,  dass  der  Grund  der  diamagnetischen  Kraft  in  einem  im  Wismulh 
vorhandenen  beweglichen  imponderablen  Beslandtheile  zu  suchen  sei, 
welcher  bei  Annäherung  eines  Magnetpols  verschieden  bewegt  oder 
vertheilt  werde.  Die  gleichzeitige  AnnSherung  zweier  entgegengesetzta- 
Pole  von  derselben  Seite  her  bewirkt  dann  nttmlich,  dass  der  inpoii- 
derable  Bestandtheil  weder  die  eine  noch  die  andere  Bewegung  oder 
Vertheilung  annehmen  kann,  an  welche  das  Hervortreten  der  diamagne^ 
tischen  Kraft  geknüpft  ist,  woraus  sich  das  Verschwinden  dieser  Kraft 
in  diesem  Falle  ergiebt.  —  Femer  gehören  hierher  die  von  Poggen- 
dorff  angestellten  urid  in  demselben  73.  Bde.  der  Annalen  (S.  475 — 479) 
beschriebenen  Versuche  dun  h  \m  Ii  In  i  r  ohne  Hülfe  so  feiner  Mes- 
sungsmittel ,  wie  ich  gebraucht  iiabe,  dasselbe  Kesultat  durch  cmen  ein- 
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jhcheo,  augenfilUig  ttberaeugeDden  Yersiicli  bo§v  auf  zweifiiclu)  Weise 
erlangt  hat.  Die  Wiedertioluiig  dieser  Poggendorffschen  Versuche 
findet  keine  Schwierigiceit  un^  ist  von  verschiedenen  Beobachtern  ans- 

geflihrt  worden. 

Unter  den  Instrumenlen,  die  eine  noch  grössere  Feinheit  und 
Genaiiii^keit  geslatten,  als  diejeniijon,  deren  sichFaraday  l>o<liout 
hat.  kouinieD  hauptsächlich  die  nach  den  Oauss'schen  Vursehriflcn 
eui.^crichteten  Mngnetornoter  und  Galvanometer  in  Hetracht. 
Auch  ich  Würde  ohne  diese  Instrumente  meine  Versuche  gar  nicht  aus- 
zuführen im  Stande  gewesen  sein.* Wenn  nun  Faraday  diese  Versuche, 
aber  ohne  diese  Instrumente  anzuwenden,  wiederholt  hat,  so  ist  es 
wohl  erklärlich,  dass  er  mit  seinen  wenn  auoh  sonst  feinen  Httl&mitle|n- 
die  von  mir  beohachteten  sehr  schwachen  Wirkungen  nicht  wahmeh- 
men  konnte.  Faraday's  hauptsächliches  Bedenken  gegen  meine  im 
73.  Bde.  von  Poggendorffs  Annalen  mitgelheillen  Beobachtungen  beruht 
übrigens  darauf,  dass  ich  daselbst  die  von  ihm  sehr  sorgPaltig  beach- 
teten Erscheinungen  der  secundaren  Yolta-Induotion  gar  nicht 
erwJihnt  hatte,  welche  desto  dcuthcher  hatten  hervortreten  ratissen,  je 
feiner  meine  lostrumento  gewesen  wHren.  Ich  bemerke  hier  deshalb,  dass 
obiger  ausdeo'Berichfnn  der  K.  S.  (>i  <iH.^'  haü  der  Wissenschaften»  ent- 
lehnte Artikel  in  Poi,'ij;eniiürirs  Annalen  mu  eine  vorllHifi.üc  Notiz  meiner 
Arbeit  geben  solUe,  wobei  die  specicUerc  Krorterung  für  eine  spätere 
Abhandlung  vorbehalten  wurde.  Es  wird  genügen,  hier  noch  anzufubreo, 
dass  ich  bei  jenenVersuchen  den  Einfluss  der  secundaren  Volta^nduction 
zvmr  durch  angemessene  Combination  der  Versuche  möglichst  zu  eli- 
miniren  gesucht  habe;  dass  es  aber  jedenfiills  weit  vorzuziehen  ist,  die- 
sen Einfluss,  wie  es  bei  den  in  dieser  Abhandhmg  beschriebenen  Ver- 
suchen geschehen  ist,  ganz  zu  beseitigen. 

Fassen  wir  kurz  zusammen,  welchen  Eilifloss  hiernach  diese  Fa- 
raday'sche  Untersuchung  auf  die  Frage  der  diamagne tischen  Po- 
lar itnt  habe,  in  dem 'Sinne,  wie  sie  hier  gleich  zu  Anfang  definirt 
worden  ist.  so  (hirfte  derselbe  von  geringer  Bedeutung;  erscheinen. 
Faraday  hui  uaiulich  mehrere  Versuche  von  Ileicli  und  Poggen- 
dorff  tibersehen,  bei  andern  Versuchen,  n  inientlich  Im  i  den  von 
Plücker  gemachten,  hat  er  bloss  eine  aut  ainirrn  Ansichten  beruhende 
Erklärung  gegeben,  wobei  es  ungewiss  erschcmt,  ob  diese  Ansichten 
mit  demjenigen  Sinne  der  diamagnetischen  Polarität,  welcher  in 
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der  hier  gleich  zu  Anfang  gegebenen  Definition  aufgestellt  worden  ist, 
in  wirklichem  Widerspniche  stehen.  Was  endlich  noch  besonders  den 
Zweifel  betriffi;  welchen  Faraday  an  der  Richtigkeit  derResnItate  mei- 
ner Versuche  äussert,  so  durflc  erstens  dieser  Zweifel  durch  die  obige 
Bemerkung  gehohen  sein,  zweitens  findet  derselhc  auf  die  in  dieser 
Abhandlung  beschriebcueii  Versuche  gar  keine  Anwendung. 

i%. 

FeiKtzscVs  Venue^e  und  Theorie. 

In  Art.  3  und  4  ist  bewiesen  worden,  dass  ein  Wismuthstab  in  einer 
galvanischen  Spirale  als  Elektrodiamagnel  auf  eine  Magnetnadel  eis 
Drehungsmoment  gerade  in  entgegengesetzter  Richtung  wie  eis 
Eiseostab  in  derselben  Spirale  als  Elektromagnet  ausftbt.  Hiemiil 
steht  nun  aber  das  Resultat  in  Widerspruch,  zu  welchem  Feilitzscli 
gelangt  ist,  indem  er,  geleitet  durch  eine  andere  theoretische  Ansiclit. 
ein  anderes  Resultat  erwartete  und  durch  Versuche  zu  bestatt.a:en  suchte 
(siclic  PoggcndorlTs  Aunalen  18.j1  ,  Bd.  82.  S.  90 — Mü  ,  u.i  in  lieh  fol- 
gendes: «Wisrauth  erhalt  inneriuilh  der  elektrischen  Spirale  eine  zwar 
schwächere,  aber  eine  gleichgerichtete  Poiaritilt,  wie  das  w^eiche  Eiseo.» 

Der  Grund  dieses  Widerspruchs  liegt,  wie  ich  glauhe.  in  einer  sehr 
wesentlichen  Verschiedenheit  der  von  mir  und  Feilitzsch  gebrauchten 
Einrichtung.  Feilitzsch  sagt:  «Die  Spirale  wurde  etwa  200""'  ent- 
fernt auf  der  Westseite  einer  kleinen,  an  einem  Coconfnden  aufgehange- 
nen Boussole  angestellt,  und  durch  einen  auf  der  Ostseite  be- 
findlichen Nebenmagnet  die  Nadel  wieder  in  ihre  ursprttagüclie 
Lage  zurttckgebracht.«  Von  mir  waren  dagegen  zwei  Spiralen  gebraadil 
und  diese  in  Beziehung  auf  dieBoussoIe  so  symmetrisch  aufgestellt  wor- 
den, dass  es  gar  kemes  solchen  Nebenmagnets  bedurfte,  um  die 
Nadel  in  ihre  ursprüngliche  Lage  zurückzubringen.  Der  wesentliche  Ud- 
terschied  beider  Einrichtungen  ist  der,  dass  bei  Feilitzsch  die  Nadel 
nur  bei  einei'  bestimmten  Slromintcn.sitüt  im  nKi-m  lisciien  Meri- 
diane sich  belindet,  durch  jede  Variation  der  Strom miensitai  aber 
bald  nach  der  einen  bald  nach  der  andern  Seite  abgelenkt  wird;  bei  um 
dagegen  haben  die  Aenderungen  der  Stromintensität  auf  den  Ruhestand 
der  Nadel  gar  keinen  Einfluss.  Diese  Unabhttngigkeit  des  Ruhe- 
stands der  Nadel  von  den  Schwankungen  der  Stromioteo- 
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sitäl  in  ilerSpirale  ist  aber  nothwendig,  wenn  die  bei  Einlegung 
des  Wismuthstabs  in  die  Spirale  beobachtcle  Ablenkung  der  Nadel  der 
unmlttel ßarea  Wirkung  des  Wismutlistabs  auf  die  Nadel 
zugeschrieben  werden  soll;  denn  die  Einlegung  des  Wismuthstabs  in 
die  Spirale  bringt  eine  kleine  InlensiiaisUnderaDg  des  Stroms  hervor  und 
darin  kann  beiPetlitzsch  die  Ursache  der  Ablenkung  der  Nadet  gelegen 
haben.  Es  bring!  nfimlichdieEtnlegung  des  kallen  WismaUistabs  in  die 
durch  den  Strom  erwftrmte  Spirale  eine  Abkühlung  der  Spirale  und 
dadurch  eine  Verstärkung  der  Siromintensitttt  hervor,  welche  eine 
Ablenkung  der  Nadel  in  der  von  Feilitzsch  beobachteten 
Ri  chtnng  zur  Folge  haben  muss.  Ich  habe  vor  längerer  Zeit  zahlreiche 
Versuche  nach  derselben  Methode  wie  Feilitzsch  ausgeführt  und  dabei 
ähnliche  Resultate  gelmnicn ;  es  zeigte  sich  aber  bei  genauerer  Prüfung, 
dass  die  beobachtete  Kraft  nicht  momentan  in  dem  Augenhlitke  der 
KinN^^:iin£?  des  Wisimiihstabs  eintrat,  sondern  ullmülilig,  und  ebenso 
In  ][n  Herausziehen  nicht  sogleich,  sondern  all  mahl  ij,'  Nvieder  ver- 
schwand, was  ein  genügender  Beweis  ist,  dass  es  sich  um  keine  u  n  m  i  1 1  e  I- 
bare  Wirkung  des  Wismuthstabs  handelte.  Diese  Einwirkungen  liessen  sich 
auch  vermehren,  vermindern  oder  umkehren  durch  blosse  Abkühlung 
oder  Erwärmung  des  Wismuthstabs.  Es  ist  wahrscheinlich ,  dass  auch 
die  von  Feilitzsch  beobachteten  Ablenkungen  der  Nadel  von  diesen 
Temperatureinflttssen  auf  die  Strominteasitttt  hergerührt  haben. 

Ueber  die  Theorie  des  Diamagnetismus,  welche  Fei- 
litzsch dabei  zu  geben  versucht  hat,  möge  hier  nur  Folgendes  bemerkt 
werden.  Feilitzsch  will  die  diamagnetischen  Erscheinungen  ebenfalls 
aus  einer  bestimmten  Vertbeilung  der  magnetischen  Fluids  erklaren; 
nimmt  aber  an,  dass  diese  Vertheilung  von  einer  Scheidung  der 
magnetischen  Ftuida  nach  gleicher  Richtung  wie  im  Eisen 
herrühre,  und  dass  der  Unterschied  nur  darin  bestelle,  dass  diese  Schei- 
dung im  Eiseiiülabc  von  <ler  Mille  u.k  h  J( n  1:^ikI*  u  /u  aijnehmo,  im 
Wismulhstabe  dageiien  /u nehme.  Au^  dieser  Zunahme  ergiebt  sich 
zwischen  der  Mitte  und  dem  Ende  des  Stabs  eine  Ausscheidung  von 
entgegengesetztem  freien  Magnetismus  wie  am  Ende ,  und  wenn  dieser 
entgegengesetzte,  zwischen  der  Mitte  und  dem  Ende  ausgeschiedene 
freie  Magnetismus  starker  sein  könnte,  als  der  am  Ende,  so  würden 
sic!i  daraus  die  diamagnetischen  Erscheinungen  wohl  erklären  lassen. 
Haue  aber  Feilitzsch  die  Bedingungen  naher  geprüft,  unter  welchen 
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nach  seiner  eigenen  Darstellung  dieser  von  ihm  zur  Erklärung  der  dift- 
mAgnetischen  Erscheinungen  vorausgesetzte  Fall  mügUch  lySre,  tß 
würde  er  gefunden  haben,  dass  dieser  Fall  nur  dann  mögUcli  ist,  «reu 
die  magneliachen  Fluida  in  der  Mitte  des  Stabs  Dicht  nach  gleicher,  son- 
dern nach  eotgegeiigesetzter  Richtnog  geschiedeo  sind  wie  an  seioes 
Enden,  was  aber  seiner  VoraasselBuog  widerspricfat.  Bfan  sieht  über-  I 
haupt  leicht  ein,  dass  eine  Eridtining  der  diamagnetiscliea  BrscheiBmi- 
gen  aus  einer  Vertheilung  der  magnetischen  Fluida,  welche  von  eiaer 
der  Richtung  nach  gleichen  Scheidung  wie  im  Eisen  hei^ 
rUhrt,  unmöglich  isL 

Heber  den  Zusammeiihaiig  der  L^re  vom  Diamagnetigiinis 
mit  der  Lehre  von  dem  Bfa^etismus  und  der  Elektricitilt 

13. 

< 

In  den  beiden  ersten  Abschnitten  dieser  Abhandlung  ist  versucht 
worden,  das  Geiclz  der  d la iii agnetischen  Polarität  in  einer  grös- 
seren Allgemeinheit  zu  bepTtlnden ,  hauptsiichlich  dadurch,  dass  seine 
GuUi^koil  auch  auf  die  elektroUi*Tm agnetische  und  diamagnet- 
elektrisclic  Wirkung  ausgedehnt  wurde.  Durch  dieses  Gesetz  allein 
wird  aber,  auch  wenn  es  allgemein  ist,  noch  keine  Theorie  des 
Diamagnetismus  begründet;  denn  derDiamagnetismas  wird  dadurch 
nur  au5;  5;eincn  Wirkungen  definirt:  es  gehört  aber  zur  Begrttnduiig 
einer  Theorie  des  Diamagnetismus,  dass  derselbe  nicht  bloss  aus  seiiMO 
Wirkungen,  sondern  auch  aus  seinen  Ursachen  definirt  werde.  Ich 
werde  daher  in  diesem  Abschnitte  die  hiernach  nothwendigeErg^uzaiig 
der  Theorie  erörtern  und  dasjenige,  was  ich  Uber  die  Ursachen  des 
Diamagnetismus  schon  in  meinem  ersten  Aufsatze  (in  den  Berichten 
4847  und  in  PoggendoHfe  Annalen  18i8.  Bd.  73)  gesagt  habe,  ansRlhr- 
iicher  und  vollständiger  zu  entwickeln  versuchen.  ' 

U. 

Ueber  den  Weg  zur  Erforschung  der  Ursachen  des  DiamagnetisDUS. 

Blaa  imterscheidet  in  der  Lehre  vom  fifagnetismus  zwei  Arten  vt» 
Magneten,  nämlich  beharrliche  und  verllnderliche.  Ein  Magnet 
von  glashartem  Stahle  ist  z.U.  ein  bcharrhcher,  ein^Jagnot  von  wcichesi 
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BiseD  eb  verioderlicher.  Geoan  genommen  findet  nmi  zwar  in  der 
WiikUchkeil  kein  atrenger  Gegensatz  zwisdien  behanlichen  nnd  vertln- 
deriichen  Magneten  statt,  denn  alle  Magnete,  anch  die  beharrlichsten, 
zeigen  Bich  anter  der  Einwirknag  sehr  grosser  Krttfte  veranderlieh,  nnd 
ebenso  zeigen  sich  alle  Magoele,  auch  vom  weichsten  Eisen,  unter  der 
Einwirkung  sehr  kleiner  Kräfte  bdiarrUch.  Da  man  aber  in  der  Regel 
zu  physikalischen  Versuchen  Magnete  wählt  und  anter  Verhältnissen  be- 
trachtet, wo  entweder  der  beharrliche  oder  der  veründerliche  Tiieil 
ihres  Magnetismus  nicht  hervortritt,  so  kann  jene  einfache  Unterschei- 
dung in  den  meisten  Fallen  ohne  Nachtheil  für  die  Sache  beibehalten 
werden.  Bei  der  Betrachtung  dieser  beiden  Arten  von  Magneten  soll 
hier  nun  hauptsttchlich  folgender  Unterschied,  der  sich  zwischen  ihnen 
machen  lasst,  hervorgehoben  werden,  dass  nUmlich  der  Magnetismus 
der  beharrlichen  Magnete,  insofern  sie  wirklich  als  beharrlich  betrachtet 
werden,  nur  aas  seinen  Wirkungen  erforscht  werden  kann;  der  Ma- 
gnetismus der  Teranderlichen  Magnete  dagegen  auf  doppelte  Weise, 
nttmlich  sowohl  aus  seinen  Wirkungen,  als  anch  aus  seinen  Ur- 
sachen. 

Versucht  man  diese  zunllchst  fftr  Magnete  au%eetellte  Unterschei- 
dung auch  auf  Diamagnete  anzuwenden ,  so  crgiebt  sich ,  dass  es  keine 

beharrlichen  Dianiagnctc  gicbl,  oder  vielmehr,  dass  beharrhche 
Diamagnete  von  beharrlichen  Magneten  nicht  unterschieden  werden  kön- 
nen. Es  kommen  also  nur  veründerliche  Diamagnete  in  Betracht, 
und  diese  lassen  sich  irorade  so  wie  veränderliche  Magnote  auf  doppelte 
Weise  erforschen,  tbeiis  aus  ihren  Wirkungen,  iheils  aus  ihren  Ur- 
Sachen. 

Nun  ist  bekannt,  dass  man  durch  Erforschung  des  Magnetismus 
eines  Magnets  aus  seinen  (auf  andere  iLörper  ausgettbten)  Wirkungen 
zur  Kenntoiss  der  idealen  Vertheilung  der  magnetischen  Flnida  an 
der  Oberflache  des  Magnets  gekagen  kann,  von  welcher  Gauss  be- 
wiesen hat,  dass  sie  die  Kenntniss  des  wahren  inneren  Zustands  bei  der 
Betrachtung  aller Wirkaogen  voUkonunen  vertritt,  und  es  ist  ein  gros- 
ser Gewinn  für  viele  Forschungen ,  dass  durdi  die  Betrachtung  der 
idealen  Vertheilung  ein  Weg  gegeben  ist,  alle  Wirkungen  einfach 
und  vollständig,  ohne  Hülfe  einer  Hypothese  über  ilas  Innere  des  Kör- 
pers, zusammen  zu  fassen ,  besonders  dann ,  wenn  die  Ursachen  jener 
Wirkungen  unbekannt  sind  und  erst  ^rlorschi  werden  sollen.  Gerade 
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daraus  aber,  dass  diese  Kenntniss  von  der  idealen  Yerlheilung,  welche 
man  aus  den  beobachteten  Wirkungen  erwerben  kann ,  zur  Uebersichl 
aller  Wirkungen  so  ganz  Genüge  leistet,  leuchtet  von  selbst  ein,  dass 
man  auf  dem  Grunde  der  beobachteten  Wirkungen  allein  auch  nicht  wei- 
ter gelangen  kOnne,  als  zur  Kenntniss  dieser  idealen  Vertheilung,  wel- 
che doch  noch  von  der  Kenntniss  der  wahren  inneren  Natur  des  Magnets 
nolhwendig  unterschieden  werden  muss:  dass  man  also  auf  dem  blossen 
Grunde  der  beobachteten  Wirkungen  z.  B.  nicht  im  Stande  ist,  die  wirk- 
liche Verlheilung  der  im  Magnete  enthaltenen  magnetischen  Fluida,  oder 
die  wirkliche  Zahl ,  Stärke  und  Anordnung  der  in  ihm  enthaltenen  elek- 
trischen Ströme  zu  erfahren. 

Dasselbe  gilt  nun  auch  von  den  Wirkungen  eines  Diaraagnets,  und 
man  könnte  also  zwar  zur  Kenntniss  einer  solchen  idealen  Verthei- 
lung magnetischer  Fluida  an  der  Oberflüche  eines  Diamagnets  gelangen 
und  diese  wUrde  die  Kenntniss  seines  wahren  inneren  Zuslands  in  der 
Betrachtung  aller  seiner  Wirkungen  vollkommen  ersetzen,  aber  man 
würde  dadurch  allein  weder  einen  Aufschluss  über  den  wirklichen  in- 
neren Zustand  des  Diamagnets,  noch  über  das  eigentliche  Wesen  des 
Diamagnelisraus,  noch  über  seine  Entstehung  und  Veränderung  erhalten. 
Um  ihnen  auf  die  Spur  zu  kommen,  darf  man  sich  daher  auf  die  Betrach- 
tung der  Wirkungen  und  der  davon  abhangigen  idealen  Verthei- 
lung nicht  beschranken,  sondern  es  ist  nothwcndig,  eine  andere  Be- 
trachtung zu  Uülfe  zu  nehmen,  welche  auf  einem  von  diesen  Wirkungen 
unabhängigen  Fundamente  beruht. 

Alle  möglichen  Ursachen  des  Diamagnetismus,  ebenso  wie 
des  Magnetismus,  lassen  sich  im  Allgemeinen  in  innere  und  äussere 
scheiden.  Die  äussere  Ursache  ist  (gleich  den  Wirkungen)  durch  die 
Beobachtung  gegeben:  sie  ist  für  Magnetismus  und  Diamagnetismus  die- 
selbe, nUmlich  eine  ihrer  Grösse  und  Richtung  nach  bestimmte 
magnetische  oder  elektromagnetische  Scheidungskrafl. 
Ware  ausser  dieser  äusseren  Ursache  die  innere,  im  Körper  selbst  lie- 
gende, bekannt,  so  würde  durch  beide  der  Diamagnetismus  bestimmt 
sein,  und  umgekehrt  öffnet  sich  ein  Weg,  die  unbekannte  innere  Ursache 
zu  bestimmen,  wenn  ausser  der  bekannten  äusseren  Ursache  der  aus 
beiden  resultirendc  Diamagnelisraus  (aus  den  Wirkungen)  schon  bekannt 
ist.  Folgt  man  dem  hier  angedeuteten  Wege  und  stellt  die  bekannten 
magnetischen  Scheidungskräflc  mit  der  aus  den  Wirkungen  erforschten 
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idealen  Yertheilang  sowohl  fUr  Eisea  als  auch  für  Wiamnth  znsammeii; 
so  ergicbt  sich,  daas  gleich^  Schetdangsltraft  entgegengcsctzle  ideale 
Vertbeilungen  beim  Eisen  und  beim  Wismoth  hervorbriDgt,  oder  umge- 
kehrt ,  dass  eine  gleiche  ideale  Vertheilung  bei  Eisen  und  Wismuth  ent- 
gegengesetzt gerichtelon  SchiMcliiiii;ski  ;lflcu  entspricht.  Der  Grund  davon, 
da.ss  entgegengesetzlc  äussere  Ursachen  im  Eisen  und  Wismuth  gleiche 
>V  irktiiii^'cii  liorvorhringen,  luiiss  uua  in  der  Verschiedenheit  der  i  n  uei'cn, 
im  Eisen  und  Wisniulh  selbst  gelegenen.  Ursachen  tMilliallen  sein,  üm 
nun  die  hierdurch  gegebene  Verschiedenheit  der  inneren  Ur- 
sachen im  Eisen  und  Wismuth  naher  zu  bestimmen,  ist  es  nothw  eadig, 
alle  möglichen  inneren  Ursachen,  welche  solche  Wirkungen,  die  ans 
einer  idealen  Yertheilang  erklärbar  sind ,  haben  können ,  zn  dassificiren 
and  dann  zn  prtlfen,  ob  unt^r  allen,  die  wir  au&ahlen  können,  solche 
enthalten  sind,  welche  von  dem  soeben  erwähnten  hei  magnetischen 
und  diamagnetischen  Körpern  thalsttchlich  vorhandenen  Gegensatze 
Rechenschaft  geben  können. 

Classification  der  mnepen  IVsficheni  welche  den  durch  eine  ideale  Ver- 
lheilung gegdienen  Wirkungen  zun  Grunde  liegen  kOnnen. 

Man  kann  vier  wesentlich  verschiedene  Arten  von  inneren,  in 
den  Körpern  gelegenen,  Ursachen  angeben,  welche  solche,  aus  einer 
idealen  Verlheilung  magnetischer  Fiuida  erklärbare,  Wirkungen  hervol^ 
bringen  können : 

4)  die  innere  Ursache  solcher  Wirkungen  kann  in  der  Eustenz 
zweier  magnetischen  Fiuida,  welche  (mehr  oder  weniger)  unab- 
hängig von  ihrem  ponderablen  Träger  beweglich  sind, 
enthalten  sein ; 

2)  sie  kann  in  der  Kxistenz  zweier  magnetischen  Fhiida  ent- 
halten sein,  welche  nur  mit  den  Moleculen  ihres  pondera' 
blen  Trägers  beweglich  sind  (drehbare Molecularmagnete); 

3)  sie  kann  in  derEzislenz  beharrlicher,  von  den  zwei  elek- 
trischen Flttidis  gebildeter  Moleoularströme  enthalten  sein, 
welche  mit  den  Moleculen  drehbar  sind; 

4j  sie  kann  in  der  Existenz  zweier  beweglicher  elektrischer 
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Flui  da  CDthalten  sein,  welche  in  Molecularströmung  versetzt  werden 
können.  ^ 

Diese  vier  hier  angeführten  möglichen  inneren  Ursachen  der  durch 
eine  ideale  Vcrtheilung  an  der  Oberfläche  erklärbaren  Wirkungen  sind 
'  die  einzigen ,  die  man  kennt  und  der  Prüfung  unterNverfen  kann.  Der 
erste  Fall  liegt  der  von  Coulomb  und  Poisson  entwickelten  Theorie 
des  Magnetismus  zum  Grunde;  —  der  dritte  Fall  liegt  dem  von  Am- 
pere entwickelten  Zusammenhange  der  Lehre  vom  Magnetismus  mit  der 
Elektrodynamik  zum  Grunde;  —  der  zweite  Fall  lösst  sich  auf  den 
dritten  rcduciren,  indem  man  nach  dem  von  Ampere  bewiesenen  Theo- 
reme ,  dass  Molecularmagnete  und  Molecularströme  in  allen  ihren  Wir- 
kungen gleich  sind,  die  ersteren  für  die  letzleren  substituirt.  —  Es 
bleibt  also  nur  noch  der  vierte  Fall  übrig,  der  bisher  unbeachtet  und 
unerörtert  geblieben  ist. 

16. 

Abhängigkeit  der  idealen  Vertheilung  von  der  magnetischen  Schri- 
duDgskral^,  nach  Verschiedenheit  der  aufgerührten  vier  möglichen 

inneren  Ursachen. 

Für  jeden  dieser  vier  Falle  ergiebl  sich  nun  leicht  ein  bestimmter 
Zusammenhang  zwischen  der  Art  der  idealen  Vertheilung  und  der 
Richtung  der  magnetischen  Scheidungskrafl,  der  sie  ent- 
spricht. Für  den  ersten  Fall  ergiebt  sich  nach  Poisson's  Theorie, 
dass,  wenn  man  in  der  Richtungslinic  der  magnetischen  Scheidungskraft 
diejenige  Richtung  als  die  positive  bezeichnet,  nach  welcher  der  Nord- 
pol einer  Magnetnadel  getrieben  wird,  und  wenn  man  für  die  dieser 
Scheidungskrafl  entsprechende  ideale  Vcrtheilung  die  Schwerpunkte 
des  nördlichen  und  südlichen  Fluidums  bestimmt,  der  erstere  von  diesen 
beiden  Schwerpunkten  gegen  den  letzteren  in  positiver  Richtung  ver- 
schoben ist.  —  FUr  den  dritten  Fall  ist  dieser  Zusammenhang  von 
Ampere  entwickelt  worden  und  es  hat  sich  ergeben,  dass  hier  dieselbe 
Abhängigkeit  der  idealen  Vertheilung  von  der  magnetischen  Scheidungs- 
krafl slaltlindet.  Und  aus  der  schon  erwähnten  Zurückfühnmg  des  zwei- 
ten Falls  auf  den  dritten  leuchtet  von  selbst  ein,  dass  dieselbe  Abhän- 
gigkeit auch  für  den  zweiten  Fall  gilt.  —  Es  bleibt  also  in  Beziehung 
auf  diese  Abhängigkeit  nur  noch  der  vierte  Fall  zu  erörtern  übrig. 
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Dieser  vierie  Fall  «eist  elektrische  Fluide  voraus»  welche  in 
HoiecolirslrOiiiiiiig  verselKt  werden  kOimeB;  die  AUigliofakeit  aber,  üi 
efaie  solche  Molecolanstromoog  venM  m  werden,  beruht  darauf,  dass  in 
den  enizebien  Moleculeo,  oder  um  sie  herum,  in  sich  zurttekl au- 
fende Bahnen  vorhanden  aind,  in  denen  jene  Fluide  ohne  Wider- 
stand beweglich  shid,  woraus  folgt,  dass  es  dann  nur  emer  Stromer- 
regenden  Kraft  (d.  i.  einer  Kraft,  welche  auf  das  positive  und  negative 
Fluidurii  nach  cntgegcngesetzlen  Riclitungen  wirkt)  nach  der  Richtung 
dieser  Bahn  bedarf,  um  die  Fluida  in  dieser  Bahn  wirkhch  zu  bewegen. 
Nun  beweist  die  Leiire  von  der  Mo::uelelektricitiit.  da.ss  dnrch  die  zu- 
nehmende oder  abnehmende  Intensität  einer  magnetischen 
Scheidui^kraft  wirkiich  eine  elektromotorische  Kraft  gegeben 
sei,  welche  auf  die  beiden  bewegiichen  elektrischen  Fluide  nach  eni- 
gegeogesetaten  Richtungen  wirkt  und  sie  also  in  Sirombewegung  setsaa 
muss.  Die  Richtnag  dieser  MolecularstrOmung  ist  durch  das 
Grandgeseis  der  magnelisohen  Induction  in  ihrer  AbBangigkeit  von  der 
Zunahme  oder  Abnahme  der  magnetischen  Scheiidungs- 
kraft  gegeben,  und  die  ideale  Verlheilung  ist  wiederum  in  ihrer 
Abhttngigkeit  von  diesen  MolecularstrOmen  durch  den  von  Am- 
per e  fUr  den  dritten  Fall  entwickelten  Zossnnraenhang  derEl^rodyna- 
mik  mit  der  Lehre  vom  Magnetismus  gegeben.  Es  crgicbt  sich  hieraus 
also  niittelbai  .iuch  der  Zu.N<unmenhang  zwischen  der  idealen  Ver- 
tiieilung  und  der  Zunahme  oder  Abnahme  der  magnetischen 
Scheidungskraft,  der  sie  entspricht. 

Es  leuchtet  aber  femer  daraus  ein,  dass  iu  jedem  Augenblicke, 
wo  eine  Zunahme  oder  Abnahme  der  magnetischen  Scheidungskraft  statt- 
findet, eine  solche  Molecularströmnng  hervorgebracht  werdoi  muss,  und 
dass  sich  diese  nach  einander  hervoigebracbten  Strömungen,  wenn  sie 
nicht  von  selbst  wieder  verschwinden,  snmmiren  müssen.  Diese 
Strömungen  verschwinden  aber  nicht  von  selbst;  denn  Ampere  hat 
bewiesen,  dass  den  elektrisdien  IfotecularslrOmen  Beharrlichkeit 
zugeschrieben  werden  muss,  d.1i.  dass  die  elektrischen  Fluida  bei  ihren 
Kreisbewegungen  um  die  poudersblen  Molecole  keinen  solchen  Wider^ 
stand  erleiden,  wie  die  elektrischen  Fluida,  welche  eineia  {»onderablra 
Leiter  durchströmen,  aus  dem  sich  das  schnelle  \'erschwinden  der  elek- 
trischen Strome  in  diesen  Leitern  erklärt.  (Auf  dieser  von  Ampere 
bewiesenen  Beharrlichkeit  der  Moiecularströme  beruiii  auch  der 
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oben  angeführte  Satz,  dass  die  Möglichkeit,  die  eleittrischen  Floida 
in  Moiecularströmimg  zu  yerselzen,  yoraussetze,  daas  in  den  ein- 
zelnen Uoleculen,  oder  um  sie  herum,  in  sich  zuracklaufende 
Bahnen  vorhanden  seien,  in  denen  jene  Hulda  ohne  Widerstand 
beweglich  wfiren.)  Hieraus  folgt  nun,  dass  mit  fortgesetzter  Zu- 
nahme der  magnetischen  Scheidungskraft  audi  in  der  idealen  Ver- 
th eilung  eine  fortgesetzte  AnhüafUng  der  magnetischen  FluidaeiiK 
treten  mttsse ,  woraus  sich  ergiebt ,  dass  jeder  gegebenen  Stärke 
der  magnetischen  Scheidungskraft  ein  bestimmtes  Moment 
ideal  v  e  i'  l  !t  e  11 1  e  r-  iii  a  g  ii  e  t i  s  c  ii e  r  F 1  u  i  d  a  e  u  l  s  p  r i  c  Ii  l.  Es  fiodel 
alKM-  diese  SunmuUion  nur  bei  Molccularströmen  statt,  weil  nur  bei 
ilmeii  die  Beweguiii?  der  elektrischen  Fluida  keinen  Widersland 
findet.  Die  anderen  Stronic,  die  von  der  näuilichen  Scheid unf^.skrafl  m 
weiteren  Bahoen  liervorgebracbt  werden,  die  aber  durch  den  Wider- 
stand, den  sie  in  diesen  Bahnen  finden,  schoell  wieder  verschwinden, 
bringen  nur  im  Augenblicke  ihrer  Erregung  magnetische  Wi^ 
kungen  auf  andere  Körper  hervor,  welche  mit  ihnen  sogleich  verschwin- 
den,  sobald  die  Scheidungskraft,  deren  Aenderung  sie  hervorbrachle» 
constant  geworden  ist,  und  die  daher  m  keinem  bestimmten  yeM- 
nisse  zur  vorhandenen  Scheidungskraft  stehen,  was  doch  aolk* 
wendig  wäre,  wenn  sie  von  den  beobachteten  magnetischen  Wiikaoga 
Rechenschaft  geben  sollten,  wozu  daher  nur  Molecularstrftoie 
brauchbar  sind.  Entwickelt  man  nun  in  Beziehung  auf  die  Molecula^ 
ströme  diese  Abh<lni2;ii,'koil  genauer  nach  den  Geset/cn  Uli  uiai;iuMi- 
schen  Induction,  so  lindet  man,  dass,  wenn  in  der  Hichluiiirslini'^ 
der  Tnagnetiselien  Sclieiduni^skrall  diejenige  Richtung  als  die  positive 
bezeichnet  wird,  nach  welcher  der  Nordpol  einer  Magnetnadel  getriebeo 
wird,  und  wenn  man  für  die  von  dieser  Scheidungskraft  abhängige  ideale 
VertheiluDg  die  Schwerpunkte  des  nördlichen  und  südlichen  Fluidums 
bestimmt,  der  erstere  von  diesen  beiden  Schwerpunkten  gegen  den 
letzteren  in  negativer  Richtung  verschoben  ist,  d.  i.  gerade  u^f^ 
kehrt  wie  für  die  drei  anderen  Fttlle. 
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lonere  Ursache  des  Diamagnetismus. 

Dieses  merkwttrdigc  Resultat  findet  nim  seine  Anwendung  auf  die 
Begründung  einer  Theorie  der  diamagnetischen  Erscheiniingen .  welche 

von  dem  inneren  Zustande  des  diamagnclisclicn  Kürpcrs  uud  von  dcu 
Kräften,  die  ihn  hervorbringen,  Rechenschalt  giebt,  an  der  es  bisher 
gefehlt  halte.  Zu  einer  solchen  Theorie  gentigt  es  nüinlich,  wie  schon 
oben  auseinander  gei^etzt  worden  ist,  nieht,  dass  man  den  diamajj;ncti- 
schen  Zustand  eines  Körpers  in  Beziehung  auf  alle  seine  Wirkungen 
durch  eine  idealeVertheilung  magnetischer  Fluida  an  seiner  Ober- 
fläche zweckmässig  repräsentiren  kann ,  sondern  es  ist  dazu  wesentlich 
erforderlich,  dass  auch  von  denjenigen  Kräften  Rechenschaft  gegeben 
werde,  durch  welche  jener  Zustand  hervorgebracht  wird,  femer  davon» 
worauf  diese  Krfifie  wirken  und  nach  welchen  Gesetzen  sie 
wirken. 

Aus  der  obigen  Zusammenstellung  und  Betrachtung  der  verschie- 
denen möglichen  Falle,  in  welchen  der  durch  eine  ideale  Verth  ei- 
lung magnetischer  Flaida  repräsentirbare  Zustand  eines  Körpers  zu 

Stande  kommen  könne,  hat  sich  nur  ein  einziger  ergeben,  in  welchem 
für  die  Abbangi^jkeit  dieses  Zustands  von  den  »lusseren  Verhältnissen 
solche  Bestimmungen  resulliien,  die  mit  dun  Fundamen  l  a  1  erschei- 
nungen  bei  der  Eutstehung  des  Dinmagnetismus  vereinbar  sind. 
Daraus  folgt,  dass  von  der  Entstehung  des  diamagnetischen  Zustands 
der  Körper  nur  dann  Hechenschafl  gegeben  werden  kann,  wenn 
man  diesen  einzigen  Fall  als  wirklich  vorhanden  annimmt,  wonach 
der  diamagnetische  Znstand  aus  den  indacirenden  Kräften,  welche  auf 
den  Körper  gewirkt  haben,  und  aus  den  indncirten  im  Kör- 
per befindlichen  elektrischen  Fluidis,  welche  ohne  Wi- 
derstand in  Kreisbahnen  nm  die  einzelnen  Molecule  be- 
weglich sind,  hervorgeht.  Bs  wird  hiemach  also  angenommen,  dass 
ein  Wismnthstab  aus  Moleculen  besteht,  welche  in  sich  zurflcklau- 
fende  Bahnen  (oder  Canäle)  enthalten,  in  denen  die  elektri- 
schen Fluida  ohne  Widerstand  beweglich  sind,  wahrend  sie 
in  allen  anderen  Hahnen  nur  mit  Ueberwmdung  eines  ihrer  Geschwin- 
digkeit proportionaien  Wider. siaruls  beweglich  sind.  Die  Entstehung  eines 
reinen,  mit  Magnetismus  nicht  vermisohten  Dia magnetismus  setzt 
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ausserdem  voraus ,  dass  die  Moieculc  mil  jenen  Uabnen  oder  Canäien 
nicht  drehbar  sind;  denn  sonst  wurden  drehbare  Molecular- 
fiiröme  entstehen,  die,  wio  Ampdre  bewiesen  bat,  einen  magneli- 
«eben  Zastand  zur  Folge  haben,  wenn  aicb  bei  der  Diehmg  One 
Inlensitat  nicbt  llnde^ 

18. 

BestiiBiMing  der  elektnunagnetiidien  Scbeidnngikraft  io  ctner  galfa- 

niseben  Spirale. 

Nach  der  ^gebeneu  Darstellung  ist  es  nicht  die  magnetische 
oder  eleklromagnetiscbe  Scbeidungskraft  an  and  fbr  ach 
selbst,  welcbe  den  diamagnetiscben  Zustand  eines  Körpers  bervorbringl« 
sondern  es  kommt  diese  Scbeidungskraft  bei  der  Bestimmung  des 
Diamagnetismus  nur  mittelbar  in  Betracht,  in  sofern  als  dadurch  die 
Summe  der  elektromotoriscben  Krttfte  bestimmt  wird»  weldie 
bisher  auf  den  diamagnetischen  KOrper  gewirkt  und  die  elektriscbeo 
Fluida  in  Slrombewcgung  um  die  einzelnen  Molecule  gesetzt  haben.  Von 
der  Suni  ine  der  eleklroraotorischen  Kräfte,  welche  bisher  auf  den  dia- 
magnetisclien  Korper  gewirkt  haben,  hUngt  aber  die  Starke  der  jetzt 
vorhandenen  i n  d n (•  i rt en}  Molecul a r .st rörac  ab,  in  dene»  das 
Wesen  des  Diamagnetismus  besteht.  Auf  diese  Weise  dient  die  Be- 
stimmung der  Intensität  der  v orba n  denen  magnetischen  oder  elek-  | 
tromagnetiscben  Scheidungskralt  nur  mittelbar  zur  Bestimmung  des 
Diamagnetismus,  weil  sie  den  Integralwertb  aiier  Aeode- 
rungen  giebt,  welche  die  magnetische  oder  elektromagnetische  Scbei- 
dongskraft  erlitten  bat,  womit  die  Sunune  der  elektromotorischen  Krti^ 
und  folglicb  die  Stärke  der  jetzt  vorbandenen  (indacirten)  MoIecuIarstrOme 
proportional  ist. 

ist  nun  der  Leitungsdrabt  eines  galvanischen  Stroms  gleiehfönn^ 
um  eine  cylindriscbe  Bohre  gewunden,  so  ergiebt  sich  nach  den  bekaoo- 

ten  elektromagueliscben  Gesetzen  fdr  den  3Iillel[)iinkt  der  Hohre  die  VOB 
dem  Strome  nach  der  Richlunt^  du  Axe  ausgeübte  elektromagucti- 
sche  Scbeidungskraft,  welche  mit  X  bezeichnet  werden  soll: 

_______  X  =  i^-*), 

*)  Denn  bezeichiiel  r  den  Halbme.sser  einer  W  iddmig,  x  den  Abstaad  ihr«W" 
lelpnokte  von  der  Hille  der  äpiraic,  rdf  diu  Länge  eines  StromelcmeoU  und  i 
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WO  n  die  Zahl  der  Windungen,  •  die  SiromintensiUit  und  Sd  die  Diago- 
nale der  Röhre  (d.  i.  wenn  2a  die  Ltfnge  der  Rohre  und  2r  der  Barch- 
messer  ist,  d  =  /(na+rr))  beseichnet.  Ist  hierin  die  Stromintensitatt 
nach  dem  in  der  vorigen  Abhandlung  ttber  elektrodynamische  Maassbe* 
stimmnngcD  (S.  249  dieses  Bandes)  festgesetzten  absoluten  Maasse  aus- 
gedruckt, so  ist  durch  obigen  Ausdruck  die  elektromagnetische 
Scheidiingskraft  nach  demselben  Maasse  gegeben,  welches  Gauss 
zur  liestünmuQg  der  iuieut»iut  des  Erdmaguelismus  festge- 
stellt hat. 

Der  angegebene  Wnrth  der  elektromagnetischen  Srhoi- 
dungs kraft  gilt  nun  zwar  genau  genommen  nur  für  den  Millelpunkt 
der  Spirale ;  in  den  meisten  Füllen  aber  kann  derselbe  mit  hinreichender 
Näherung  (Kir  einen  sehr  grossen  Theii  des  ganzen  von  der  Spirale 
eingeschlossenen  Raums  genommen  werden ,  zumal  wenn  der  Durch- 
messer der  Spirale  gegen  ihre  Lange  sehr  klein  ist.  Betrachtet  man  z.  B. 
einen  Punkt  der  Axe,  welcher  in  der  Entfernung  h  von  der  Mitte  der 
Spirale  liegt,  so  findet  man  fhr  diesen  Punkt 

oder,  wenn  man  /{dd  —  rr)  für  a ,  und  q  für  ^  setzt, 

SoU  also  die  Differenz  der  elektromagnetiflcben  Scheidungskraft,  in  Thei- 

len  ihres  fUr  den  Mittelpunkt  gültigen  Maximumwerthes,  den  kleinen 
Bruch  tn  nicht  iiLersleigen,  so  äetzc  man 

oder 


StromlntfliidfU,  m  Ist  bakaimllich  ,-^-^1  der  Aosdrodc  dar  f oo  diaiem  Stromd^ 

mente  im  Mittelpunkte  der  Spirale  nach  der  Bichtaog  ihrer  Axe  «üsgeObten  Kraft.  Biei^ 

aus  folgt  der  Ausdruck  der  von  der  ganzen  Windung  ausgeuhlen  Kraft  —  -^^f^»  , 
und  der  Ausdruck  für  nWinduiigeD  der  Spirale,   deren  Länge  =  Sa  i&tf 

=-  » am  .  £  1  .  ,  d.  i.  wenn  / (oa  +  rrj  =  d  gesetzt  wird ,  — !^ . 
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Betrugt  also  dor  Durchmesser  z.B.  den  iOslen  Theil  der  Lilngc.  so  isl 
IQ  mehr  als  l  des  gapzen  von  der  Spirale  umschlossenen  Raums  die 
eleklniraagnetische  Scheidungskrafl  bis  auf  1  Procent  constant ,  und  in 
fast  3  dieses  Raums  isl  sie  bis  auf  ^ V  Procent  constant. 

Solche  Spiralen  können  also  dazu  dienen ,  auf  eine  bequeme  Weise 
einen  seiner  Liinge  nach  beliebig  ausgedehnten  Raum  darzustellen,  für 
welchen  die  elektromagneti.sche  Scheidungskrafl  eine  genau  bekannte, 
beliebig  grosse  und  überall  als  gleich  zu  betrachtende  Starke  besitzt. 
Die  Darstellung  eines  solchen  Raums  ist  aber  für  viele  Untersucbungco 
von  grosser  Wichtigkeit  und  es  können  die  in  den  beiden  vorhergehen- 
den Abschnitten  dieser  Abhandlung  beschriebenen  Versuche  als  Bei- 
spiele dafür  dienen;  denn  diese  Versuche  würden  ohne  die  Anwendung 
solcher  Spiralen  ganz  unausführbar  gewesen  sein. 

Die  vorhergehende  Darstellung  bezieht  sich  eigentlich  zuniicbst  nur 
auf  die  in  der  Axe  der  Spirale  gelegenen  Punkte;  das  gefundene  Resul- 
tat Uisst  sich  aber  mit  Hülfe  des  von  Gauss  in  der  «Allgemeinen  Theorie 
des  Erdmagnetismus»  (Resultate  aus  den  Beob.  d.  magn.  V.  im  Jahre 
1838)  Art.  38  gegebenen  allgemeinen  Lehrsalzes  leicht  auch  auf  den 
übrigen  von  der  Spirale  umschlossenen  Raum  ausdehnen. 

19. 

Bestimmung  des  Elektrodiamagnetismus  aus  der  elektromagnetiscben 

Scheidungskrad. 

Die  durch  X  =  *  ausgedrückte  elektromagnetische  Scheidungs- 
krafl bringt  nun  nach  der  in  der  vorigen  Abhandlung  über  elektrodxTia- 
raische  Maassbestimmungen  (S.  221  dieses  Bandes)  gegebenen  Bestim- 
mung auf  einen  Kreis  vom  Halbmesser  r  wahrend  der  Zeit ,  in  welcher 
derselbe  aus  der  gegen  die  Richtung  der  Scheidungskrafl  senkrechten 
Stellung  in  die  damit  parallele  übergeführt  wird,  eine  Summe  oder  einen 
Inlegralwcrth  von  elektromotorischer  Kraft  hervor: 

Trrr  X. 

Dieser  Integralwerth  ist  die  Summe  der  Productc  aus  der  nach 
dem  a.  a.  0.  S.  219  festgestellten  absoluten  Maasse  ausgedrückten  Inten- 
sitai  in  das  Zeilclement,  in  welchem  die  Krafl  mil  dieser  Inlcnsitlii 
wirkt. 
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Der  Ausdnick  dieser  Summe  bleibt  uarerändert,  weDn,  statt  den 
Kreis  tun  90^  za  dreben,  die  eleklromagnetische  Scheidungslcraft 

X  =  ^J*-  verschwindet.  Wachst  umgekehrt  diese  Srhcidiingskrafl 

von  X  =  0  l)is  X  =  ^  (beim  Schiiessea  des  Stroms),  so  ist  der  Aus- 
druck fUr  jene  Summe:  * 


—  Jirr  X  =  — 


d  ' 

Diis  !ici;ative  Vorzeichen  bedoutot,  dass  der  inducirtc  KriMSsiruui  eine 
solche  Kichtnng  ha(,  dass  die  Pule  eines  ilini  il  (]  u  i  v  a  I  c  n  ten  Mole- 
cuiurmagnets  nach  enigogengcsetzten  Seilen  gerichtet  sind,  als  die,  nach 
welchen  die  Pole  einer  Boussole  uater  dem  Einflüsse  derselben  Kraft  X 
getrieben  werden. 

Dieser  Bestimmung  des  integral werths  der  elektromotorischen 
Kfaft  liegt  das  aus  dem  absoluten  Maasse  des  Magnetismus  abgelei- 
tete Maass  elektromotorischer  Krfifle,  wie  es  in  der  schon  angeAihrten 
Abhandlung  S.  festgestellt  ist,  zum  Grunde,  und  der  gegebene  Aus- 
druck muss  mit  multipUcirt  werden,  wenn  er  für  das  a.a.O.  S.263 
angegebene  rein  elektrodynamische  Maass  gelten  soll,  also: 

^  •        Y   nn  Vi  .  nrri 

• "    —   d  • 

Und  dieser  Ausdruck  muss  nach  S.  269  mit    muitiplicirt  werden  (wo 

e  denjenigen  constanten  Werth  der  relativen  Geschwindigkeit  bezeichnet, 

bei  welcher  zwei  elektrische  Massen  gar  keine  Wirkunt;  auf  einander 
ausüben),  wenn  man  die  elektroniofoiisclie  Ivralt  lu  Theilen  fies  all  ge- 
nieinen in  der  Mechanik  fUrKrafte  festgestellten  absoluteu 
Mau sses  ausdrucken  will,  also: 

 j-.jnTA  =  ^. 

Dieser  Ausdruck  giebt  die  elektromotorische  Kraft  für  die 
Lanij;e  d e r  K rei s bah n ,  vorausgesetzt,  dass  in  jeder  Längeneinheit 
dieser  Hahn  die  Kinheit  des  elektrischen  Fiuidnfns  sich  befindet;  man 
erhall  daraus  d  i  e  eleklroniol  o  rische  Kr;i  ft  welche  auf  jede 
Masseneinheit  des  elektrischcu  irluidums  wiikt,  durch  Divi- 
sion mit  der  Kreisperipherie  ^ttt 

  -  V   2  n  .  :inri 

  T  *    «5  ♦ 

d.  i.  der  Integral  wc  rl  h  der  Beschleunigung  für  den  Zeilrauru, 
m  welchem  die  elektromagnetische  Schciduugäkrart  von  .X  ^  Ü  bis 

39* 
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X  =i  ^  wuchs,  wenn  an  jede  Einheit  des  elektrischen  Flnidums  eine 
pondeiable  Masseneinheil  gekntlpft  wftre.  Bezeichnet  e  den  unbekannten 
kleinen  Broch,  weicher  die  der  Einheit  des  elddrischen  Floidtuns  zu* 
gehörige  Biasse  in  Theilen  des  ponderablen  Massenipaasses  ans- 
dnickt«  so  giebt  obiger  Aosdmck,  mit  «  dividirt,  die  Stromge^ 
schwindigkeit  tf,  welche  durch  das  angegebene  Wachst hnm  der 
elektromagnetischen  Scheidongskraft  hervoi^gebracht  worden 
ist.  Multiplicirt  man  diesen  Ausdruck  der  Stromgeschwindigkeit  u 

mit  ar  -  ^siehe  a.  a.  0.  S.  268) ,  wo  e  die  Menge  des  elektrischen 
l'liiidunis  nach  elektrischem  Maasse  ausdruckt ,  welche  in  jeder  Längen- 
einheit der  Kreisbahn  sich  befindet,  so  erhält  man  die  Intens  i  t»t  des 
inducirtcn  Kreisstrom^  nnch  dem  a.  a. 0.  S. 264  nach  rein  e Ic k  l  ro- 
dynamischenPrincipien  aufgestellten Maasse  ausgedrückt;  mulüpliciit 
man  femer  noch  mit  /'S»  so  erhalt  man  diese  Intensität  nach  demjenigen 
Maasse  bestimmt,  nach  welchem  ein  Strom  von  der  Intensität  —  1 ,  wenn 
er  die  Fiflcheneinheit  umlinft,  mit  der  Einheit  des  Magnetismus 
nach  absolutem  Maasse  identisch  wirkt,  nSmlich: 

cct  '  ~  cedt 

i  bezeichnet  die  Intensität  des  inducirendcn  Stroms  nach  demselben 
Maasse. 

Das  elektromagnetische  Moment  dieses  inducirten  Kreis- 
stroms (Molecularstroms)  findet  man  durch  Multiplication  der  angegeben 
nen  Stromintensitfit  mit  dem  von  der  Kreisbahn  umschlossenen 
Fl&chenranme  »rr 

=  ^  ^'^^  =  5S5~- 

Hierbei  ist  angenommen,  dass  die  Normale  der  Kreisbahnebene  mit 

der  lUchluug  der  elektromagnetischen  Scheidungskrafl  |KiralI(>l  sei, 
was  für  alle  Kreisbahnen  nur  bei  einer  bestimm  fcii  Aiioi diiiiau  der 
Molenulc  stalthndcn  kann.  Heim  Wismiith  sci/.cn  \vii-  krmn  solche  An- 
ordnung voraus,  sondern  nehmen  vielmelir  nach  dem  ücgnlle  der  Ho- 
mogeneität  an.  dass  die  .Normalen  der  Kreisbahnen  keine  vorheiT- 
schende  Richtung  Jiaben.  Darnach  muss  die  Zahl  deriireisbabnen,  deren 
NormaJeu  den  Winkel  <f  mit  der  Richtung  der  elektromagnetischen  Schei- 
dungskraft machen,  mit  sin  9>  proportional  gesetzt  werden.  Die  Strom^ 
intensitat  ergiebt  sich  dann  mit  cos  9  proportional,  und  die  der 
Scheidnngskraft  parallele  Gomponente  des  Moments  mit 
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eos  Maltiplicirt  man  daher  obigen  Ausdruck  mit  sin  9  cos  9)^,  so  er- 
halt man  einen  Ausdruck ,  welcher  dem  Antheile  aller  KreissirOme  (Mo- 
lecularströnio  ,  deren  Normalen  mit  der  Richtung  der  Scheidungskraft 

(Ion  Winkel  (f  machen,  an  dem  elektrodiamagnetischen  Mo- 
mente des  WismuUis  proporlioual  ist,  numiich: 

—  ~  •  3»*    .  sin 9?         =  —  .  sin y  cos 9)* . 

Mttltiplicirt  man  diesen  Ausdruck  mit  d^  und  dann  femer  den  zwischen 
den  Grenzen  9=0  hts  <p  =  genommenen  Integral  werth  mit 
der  Zahl  der  MolecularstrOme  m,  so  erhält  man  das  ganze  elektrodia- 

maguo  tische  Momcot  des  Wismuths  ausgedruckt  durch 

—  i^.jmr»X  =  j^^. 

Bezeichnet  v  das  Volumen  des  Wismuths  und  a  den  Abstand  der 
Hittelpuncle  seiner  MolecularstrOme,  deren  Halbmesser  =  r  ist,  so  ist 
die  Zahl  der  MolecularstrOme  m  =  Vorausgesetzt  nun ,  dass  die 
Grosse  der  MolecnlarstrOme  den  MolecuIarabsUinden  proportional  ist, 
also-^  =  »  oonstant,  so  ist  die  Summe  der  yon  allen  MolecoIarstrOmen 

umlaufenen  Flachen  nirtn  —  Subslituiit  nian  diesen  Werth  in  dem 
obigen  Ausdiuckc  des  elektrodiamagnetischen  Moments,  so  erhall  mau 

  87       0        Y   iürmni  e 

ä«*!?**'*'  tcSST'lf^' 

Das  elektrodiamagnetische  Moment  einer Wismuthmasse  ist  also 

dem  elektromagnetischen  Scheidungsmomente  X  und  dem 
Volumen  der  Wisnmllimasse  v  {)roportional  und  wird  daraus  tlurch  Mul- 
tipHcation  mit  einem  ims  der  allgenjeinen  E  i  e k t  ri ci  tätsle h  re  zu 
entnehmenden  Consta nten  Factor  ^ ,  uud  einem  von  der  Beschaffen- 
heit des  Wismuths  abhangigen  constaalen  Faktor  —  ^  gefunden. 
Diesen  letzteren  Faktor  kann  man  die  diamagnetische  Gonstante 
des  Wismuths  nennen* 

«0. 

Vergleichuog  der  Wechselwirkun«^  diamagnclischer  Mulecule  mit  der 
Wechselwirkung  magnetischer  Moiecule. 

In  der  im  vorigen  Ailikel  gegebenen  Bestimmung  des  elektro- 
diamagnetischen Moments  ist  die  Induction  von  MoIecular.stronien 
in  den  Kreisbahnen  der  Moiecule  einzeln  betrachtet  worden,  wie  wenn 
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auf  jedes  Molecale  bloss  die  aus  der  vorhandenen  elektromagne ti- 
schen Scheidaogskraft  bestimmten  elektromotorischen  Krtlfte  ge^ 
wirict  hatten.  Dies  ist  genau  genommen  nicht  der  Fall,  sondern  es  haben 
in  jeder  Kreisbahn  ausserdem  noch  diejenigen  elektromotorischen  Kräfte 
mitgewirkt,  welche  von  der  Wechselwirkang  der  diamagnetischen 
Molocule  herrührten ,  gerade  so ,  wie  auf  ein  Theilchen  eines  Eisenstaljs 
nicht  bloss  die  äussere,  z.B.  vom  Erdmagnetismus  nusgeilble,  Schei- 
<liiiii:skr,in  Nvirkf,  sondern  auch  dicienigen  Srhei(lunL:-kTiifIe .  welche 
von  der  \V  cchdel  Wirkung  der  Theilchen  des  Stabs  unter  einander  her- 
rühren. 

Soll  nun  diese  Wechsel  Wirkung  der  diamagnetischen  Molecule 
in  Rechnung  gebrac  ht  werden,  wiewohl  sie  so  klein  ist,  dass  sie  einen 
kaum  merklichen  Einflnss  hat,  so  verdient  dabei  zunächst  ein  merkwflr- 
diger  Gegensatz  henroigehoben  zu  werden,  welcher  zwischen  der  Wech- 
selwirkung diamagn>etlscher  und  magnetischer  Molecnle  statt- 
findet. 

Befinden  sich  nttmllch  zwei  Eisen  theilchen  in  einer,  der  Rich- 
tung der  auf  sie  wiricenden  magnetischen  Scheidungskraft  X  paralle- 
len, Geraden,  und  bezeichnet  man  mit»i  das  magnetische  Moment, 

welches  diese  Schcidunvski  ili  iti  jedem  \<m  diesen  beiden EiseiilliL'ilchen. 
einzeln  betraehtot,  h(  r\(jrbriugeu  würde;  so  roiiliui  lur  ji^dos  Tlieii- 
chen  aus  der  Wirkung  des  andern  eine  neue  S(  licidungskrafl ,  welche 
das  Mdinciil  m  vorgrössert.  Diese  neue,  aus  der  Wi  ch s«»l Wirkung 
beider  iheiichen  entspringende,  Scheidungskraft  wird  nach  bekannten 
Gesetzen  durch  -p-  ausgedrückt,  wenn  r  den  Abstand  der  Theilchen  be- 
zeichnet, und  die  gesummte  Scheidungskraft  (X-\-^^  bringt  nun  tn 
dem  betrachteten  Theilchen  ein  grösseres  Moment  =  ^1  +  m 

hervor.  —  H('find<*n  sich  dagegen  zwei  Wismulh  theil chen  in  einer, 
der  lUchtung  der  auf  sie  wirkenden  elektromagnetischen  Scheiduagskraft 
X parallelen.  Geraden,  und  wird  das  diamagnetischc  Moment, 
welches  dieser  Scheidungskraft  entspricht,  mit  ~  fi  bezeichnet  (das  ne- 
gative Vorzeichen  bedeutet,  dass  ftlr  gleichgerichtete  Scheidungskrtlile 
das  diamagnetische  Moment  dem  magnetischen  entgegen  gesetzt  ist), 
so  resuitirt  fitr  jedes  Theilchen  aus  der  Wirkung  des  andern  eine  neue 

Scheidungskraft  =r  —  *-ß,  wenn  r  der  Absland  der  beiden  Theilchen 

ist,  und  dergosammlen  Scheiduugäkraft         —      entspricht  dann 


« 
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das  verkleinerte  Moment  —  (i  —  /i.  Es  findet  also  der  Gegen- 
satz statt,  dass  der  Magnetismus  der  in  der  Richtung  der  Schei- 
tln ii  krall  liegenden  Eisenlhcürhon  durch  Wechselwirkung  ver- 
stärkt, der  Diamagnetismus  der  iu  dieser  Hichluug  liegtaulou  Wismuth- 
theilchen  dagegen  durch  Wechselwirkung  geschwächt  wird, 

l'ni.Lickchrt  voi  lialt  es  sk  li ,  wenn  die  Kiseu-  und  Wisnnifhtheilcheii 
in  einer  gegen  die  Hichtung  der Scheidungskrafl  senkrechten  Geraden 
liegen,  wo  der  Magnclisnms  d(;r  Eisenlheilchen  «lurch  Wechselwirkung 
geschwächt,  der  Diamagnelisnius  der  Wismulhtheilchcn  dagegen 
durch  Wechselwirkung  verslflrkt  winl.  Es  crgiebl  sich  nämlich  dann, 
wenn  man  dieselben  Zeichen  gebraucht,  der  geschwilchte  Magne- 
tismus des  Eisentheilchens  —  -|-  ^4 — m,  der  verslürkte  Dia- 
maguclismus  des  WisuiulhtheilclRMis  ~  —  ^1  + 

Hieraus  folgt,  dass,  wllhrend  man  eine  gegebene  Masse  Eisen,  um 
ihr  durch  eine  gegebene  Scheidungskraft  den  slflrkslen  Magnetismus 
zu  eriheilen,  in  die  Form  eines  hingen  und  dünnen  Stabs  oder  in  die 
eines  lang  gestreckten  Ellipsoids  bringt,  dessen  grosse  Axe  der 
Richtung  der  Scheidungskralt  parallel  ist,  so  mnss  man  dagegen  eine 
Wismutbmasse,  um  ihr  den  stärksten  Dia  magno  tismus  zu  ertheilen, 
in  die  möglichst  dünnste  Plattenform  oder  in  die  Form  eines  möglichst 
abgeplatteten  Ellipsuids  bringen,  dessen  kleine  Axc  der  Richtung 
der  Scheidungskrafl  j»arall('I  ist.  Diese  Folgerung  wurde  sich  an  der 
Erfahruii!.'  pinlfu  la>.s('n,  (kx'li  i.st  dabri  /n  iKMclilen.  dass  beim  \\  is- 
nmtlider  Lmllussder  \Ve(  lisel  Wirkung  der  Thciltbeu,  vscgen  der  Schwache 
des  einer  gegebenen  Sclieiilun^skrafi  entsprechenden  Dianingiielisiniis. 
sehr  gering  sein  muss.  Wendet  man  aber  das  gefundene  Hesuilat  auf 
die  Prüfung  des  zuerst  von  Faraday  ausgesprochenen  Satzes  an.  das& 
sich  uamlich  Wismuth  unter  dem  Einflüsse  magnetischer  Scheidungs- 
krttfte  ganz  wie  Eisen  mit  dem  cinzigea  Unteriichiede  verhalle,  dass  die 
beiden  magnetischen  Fluida  mit  einander  vertauscht  erschienen,  so  stellt 
sich  heraus,  dass  dieser  Salz  nicht  streng  richtig  ist;  denn  darnach 
mttsste  die  gestreckte  ellipsoidische  Form  für  Wismuth  ebenso  wie  llir 
Eisen  die  günstigste  sein ,  dort  den  stärksten  Diamagnettsmus  wie  hier 
den  stärksten  Magnetismus  darzustellen,  was  nicht  der  Fall  ist.  —  Die 
Entwickelung  dieser  Gesetze  der  Wechselwirkung  diamagnetischer  Mo- 
lecule  UD  Vergleiche  mit  der  Wechselwirkung  magnetischer  Molecule 
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führt  za  einer  ein&chen  UnterscheidaDg  mafpietiBcher  und  diama- 
goetischer  Stoffe,  die  in  dem  folgenden  Artikel  iotther  betrachtet  wer- 
den  aoll. 

2t. 

Unterscbeidiing  magnetisefaer  und  dtamagnetischer  Körper  durch 
positive  und  u^ative  Wcrthe  einer  Constanten. 

Statt  der  nicht  ganz  richligon  lIntor?<rhei(lung  magnetischer  und 
dmniai^nelicscher  Korper,  wonach  bei  gleiuligerichtoler  Scheidungskraft 
die  beiden  maguelischen  Fluida  nur  mit  einander  vertauscht  wären,  lüsst 
fiich  eine  andere  genau  richtige  und  ebenso  einfache  Unterscheidung 
geben,  die  blos  auf  der  Verschiedenheit  der  Werthe  einer  ans  der  Natur 
jedes  Körpers  zu  bestimmenden  Conslante  beruht 

Beschrankt  man  sich  nämlich  der  Einfachheit  wegen  auf  die  Be- 
trachtung eines  Rotations -EHipsoids  von  Eisen  oderWismuth,  des- 
sen Hauptaxe  der  Richtung  derScheidnngskraft  parallel  ist,  so  hat  Neu- 
mann in  Cr  eile's  «Journal  für  die  reine  und  angewandte  Mathematik» 
Bd.  37  bewiesen,  dass  fttr  Eisen  bei  der  Scheidnngskraft  X  das  ma- 
gnetische Moment  des  Ettipsoids  durch  den  Ausdruck 

kvX 
1  -(-  ^nkS 

dargestellt  werde ,  wo  v  des  Volumen  des  EHipsoids  und  S  eine  durch 
das  Yerbaltniss  der  Axen  gegebene  Grosse  bezeichnet.  Es  ist  nflmlich 

s=,(«,_i)j.;  ios^±i-  ;j 

und 

r  und  /[tr  —  ^)  sind  die  Axen  des  EHipsoids.  k  endhch  soll  darm  für 
Eisen  einen  constanten,  von  seiner  Natur  abhängigen  Werth  haben,  wel- 
chen Menmann  mit  dem  Namen  der  magnetischen  Conslante  des 
Eisens  bezeichnet,  und  zwar  ist  dieser  Werth  bei  Eisen  und  allen  ma- 
gnetischen Körpern  notbwendig  positiv. 

Der  Werth  von  S  eigiebt  sich  für  ein  unendlich  gestrecktes 
Ellipsoid  5  =  0;  folglich  das  magnetische  Moment 

=  ftBX. 

also  ist  fttr  V  =  t  und  X  =  I  das  magnetische  Moment  =  k.  Die 
magnetische  Constante  k  Ittsst  sich  hiemach  als  der  Grenzwertb 
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definiren,  dem  sich  das  magnetiflche  Moment  dw  VolnmeDeinbeit  unter 
dem  Einfliisse  der  Einheit  der  magnetischen  ScheidongskraA  desto  mehr 

nähert,  ein  je  gestreckteres  EUipsoid  aus  der  Volumeneinheit  gebildet 
wird.  Da  die  Coustaule  k  bei  allen  magnetischen  Kürpern  einen  positi- 
ven Werth  hat,  so  ist  das  magnetische  Moment  positiv  oder  uegaliv, 
jenachdcm  die  Scheid ungskrafl  pojäitiv  oder  negativ  ist. 

Für  eine  Kugei  ergiebt  sich  der  Werth  von  S  =  ^,  foigüch  das 
magnetische  Moment 

  koX 

Man  sieht  hieraus,  dass  bei  der  Kugelform  des  Eisens,  weil  k  einen  po- 
sitiven Werth  hat,  auf  die  Volumeneinheit  weniger  Magnetismus  kommt, 
als  bei  gestreckter  EUipsoidenform. 

Der  Werth  von  8  ergiebt  sich  en^ieh  ftür  ein  zu  einer  unendiicb 

dünnen  Kreisscheibe  abgeplattetes  EUipsoid  S  =  i,  folglich  das  magne- 
tische Moment 

  kvX 

—  4  +  • 

Die  Grösse  k  dient  nun  als  Unterscheidungsmerkmal  verschiedener  ma- 
gnetischer Steifet  indem  ihr  Werth  nach  Verschiedenheit  der  Stoffe 
bis  Null  abnehmen  kann,  nur  aber  der  Natur  des  Magnetismus 
gemäss  stets  positiv  sein  muss.  Man  kann  aber  dep  Gebrauch  der 
Grösse  h  als  Unterscheidungsmerkmal  verallgemeinem  und  ihn,  statt  auf 
magnetische  Körper  zu  beschranken,  auf  alle  Körper  ausdehnen,  indem 
man  negative  Werthe  von  k  zulässt  und  die  physische  Bedeutung 
daran  knüpft,  dass  ein  Körper,  dem  ein  solcher  negativer  Werth  von 
k  zugehöre,  kein  magnetischer,  sondern  ein  diamagnetischer  sei. 
Statt  negative  Werthe  von  k  ein/.utuliren,  wollen  wir  bei  diamagne ti- 
schen Körpern  —  k  schreiben.  Das  diamagnetische  Moment  eines  \Vis- 
mulhelli})soKis ,  dessen  Volumen  =  v  ist,  und  auf  welches  die  elektro- 
magnetische Scheidungskraft  X  der  Uauptaxe  parallel  wirkt,  wird  als^ 
dann  ausgedruckt  durch 

kvX 

WO  8  dieselbe  Bedeutung  wie  oben  hat  For  unendlich  gestreckte  ElUp- 
soide,  wo  S  =  0,  ist  also  das  diamagnetische  Moment 

=  — ibZ; 
für  eme  Kugel,  wo  5  =  j-,  ist  dasselbe 
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für  eia  uncadlich  abgeplattetes  BlUpsoid,  wo  S  =  I,  ist  es 

  kvX 

—      1  — «ulk* 

Bei  der  gestrecktesten  Form  kommt  also  auf  die  Volumeoeiabeit  am 
wenigsten,  bei  der  abgeplattetsten  Form  am  meisten  Dia- 
magnetismus»  gerade  umgekehrt,  als  es  mit  dem  Magnetismus  der  Fall 
war,  wie  schon  im  vorigen  Artikel  bewiesen  worden  ist. 

Da  aber  —  k  einen  sehr  kleinen  negativen  WertÜ  auch  beim  Wis- 
muth  hat,  welches  am  stärksten  diamagnetisch  wird,  so  ergiebt  sich, 
dass  der  Diamagnetismus  des  Wismuths  immer  sehr  nahe  dem  Prodncte 
des  Volumens  und  der  Scheidungskraft  proportional  ist  und  von  der 
Form  als  fast  unabhängig  betrachtet  werden  kann.  Es  kann  daher  die 
Bedeuluuu  von  —  k  unraitlelbar  roif  derjVniiren  dianiagnctischcu 
Conslanlc  verglidion  werdiMi,  von  wclLhcr  ;uii  Knde  dos  19.  Artikels 
die  Rede  war.  Audi  dort  wurde  das  dianjaguclisclic  Moment  dargesfefll 
durch  (Iiis  l'rodiict  des  Voliunens  in  die  Selieiduniiskiaft  raultiplicirt  mit 
einem  constanten  Coe  t  l  icienten,  welcher  in  zwei  Factoren  zcrliel, 
nttmlich  in  einen  aus  der  allgemeinen  Elektricitäts lehre  zu  ent- 
nehmenden ^,.und  in  einen  von  der  Beschaffenheit  des  Wis- 

m u t h s  abhängigen  Factor  —  ,  welcher  dort  die  diamagoetiscbe 
Con staute  des  Wismuths  genannt  worden  ist.  Man  sieht  leicht,  dass 
diese  beiden  Factoren  hier  in  ■ —  k  nicht  geschieden  sind  und  dass  — k 
also  keine  andere  Bedeutung  hat  als  die  des  Products  jener  beiden  cou' 
slanten  Factoren*). 


•)  Es  mÖ!,'c  hierbei  noch  homcrkl  werden,  dass  der  mngnetische  roeflicient  k 
sich  nur  naclt  der  ihfuric  ächeidbarer  mag  netischer  Fluida  (Art.  4  5,  Nr- 
constant  ergiebt;  dass  er  aber  nach  der  Theorie  drehbarer  Molecularmagael* 
(Art.  15,  Nr.  i)  eine  Function  der  Scheidansskratl  JT  sein  muss.  Der,  diamasoeli' 
sehe  CoeflBcient  — kM  dagegen  nach  der  Theorie  der  diamagneleleklrisdienlodaclioo 
(Art.  15,  Nr.  i)  seiner  Nalur  nach  constant,  wie  Art.  19  gezeigt  wordeu  ist.  Es  wild 
in  den  foli.'oii<leii  Art.  f'.i — 26  hewiescn  werden,  dass  in  Beziehung  auf  den  Magoe- 
tismus  die  Erfahrung  mit  der  Theorie  scheidbarer  ma  gn  e  tisc  h  e  r  Flu  tda  iD 
Widerspruch  steht  uatl  zu  Gunsten  drehbarer  Molecularniagncte  (oder  Mole* 
colarströme  Art.  IS,  Nr.  3}  eniadieidet,  weil  uäjulich  der  Werth  von  k  beim  Elsen  wiA" 
lieh  nicht  constant»  soodem  mit  der  GrCwe  derScbetdoogiicnll  XveiSnderiidi  ist* 
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lieber  die  Existenz  magnetisclier  Fluida. 

>  • 

Wenn  eine  gewisse  Gla»3e  von  Wirkungen  eines  Körpers  auf  andere 

Körper  so  bcschafTen  ist,  dass  sie  aus  einer  idealen  Vertheilung 
luaguctiscbcrFluida  iiuf  seiner  Oberflacbe  erklart  werden  kann,  so  lassen 
sich  für  die  walircu  Uisacljcu  aller  jener  Wirkungen,  welche  im  Iuüüi  ü 
des  Kf)r[)(M\s  Hessen,  verschiedene  Mugliclikeitcu  denken  und  darnach  4 
vtMscliiedene  Falle  untcrsclieidcn,  welche  Art.  14  angegeben  und  in  den 
darauf  folgenden  Artikeln  nliher  erörtert  worden  sind.  Zwei  dieser  Fälle 
beruhten  auf  der  Voraussetzung,  dass  zwei  magnetische  Fluida 
ezislirenf  denen  in  den  Moleculen  des  Körpers  entweder  eine  con*» 
stante  oder  eine  variable  Scheidung  zugeschrieben  wird;  die  beiden 
anderen  Fälle  beruhten  auf  der  Voraussetzung,  dass  die  beiden  nach  der 
ElektriciUtslehre  vorhandenen  elektrischen  Fluida  in  einer  be- 
Stimmten  Kreisbahn  um  jedes  Molecute  des  Körpers  entweder  in  einer 
consianten  oder  in  einer  variablen  Strombewegung  sich  banden. 
Diese  4  verschiedenen  Falle  schliessen  nun,  wie  man  leicht  einsiebt, 
keineswegs  einander  wechselseitig  aus;  denn  es  kann  ein  Theil  der  ma- 
gnetischen Fluida  in  den  Moleculen  constant  geschieden  bleiben,  wah- 
rend die  Scheidung  eines  anderen  Theils  variabel  ist;  und  ebenso  kann 
ein  Theil  der  elektrischen  Sü  üiuung  iu  der  fiir  jedes  Molecule  gegebenen 
Kreisbahn  consfanf  soin.  wilhrond  ein  anderer  Theil  seiner  lulensitüt 
nach  variirl.  In  Ii  t/iercr  He/u  liuiig  licssc  sich  sogar  die  Existenz  von 
constan t e n  Strömungen  ohne  das  Hinzukommen  eines  variablen 
Theil s  bei  den  vielen  vorhandenen  elekfroniotorischen  Krüflen  gar  nicht 
begreifen,  weil  die  elektrischen  Fluida,  wenn  sie  wirklieh  in  bestimmten 
Kreisbahnen  um  die  Molecule  frei  beweglich  sind ,  wie  die  Existenz  bo- 
harrlit  lier  Strömungen  beweist,  dem  Antriebe  jener  nach  der  Riehtung 
der  Kreisbahnen  zerlegten  elektromotorischen  Kräfte  nothwendig  folgen 
müssen.  Der  erste  und  zweite  Fall  können  daher  entweder  einzeln  oder 
zugleich  statl6nden;  der  dritte  und  vierte  stehen  aber  unter  einander  in 
einem  nothwendigen  Zusammenhange,  so  dass  entweder  kemer  von 
beiden  oder  beide  zusammen  stattfinden  mttssen.  lene  4  Falle  lassen 
sich  hiemach  paarweise  verbunden  unter  S  Hauptßdle  bringen,  nämlich 
\)  dass  zwei  geschiedene  oder  scheidbare  magnetische  Fluida  in 
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den  >foIecuIen  des  Körpers  exisliren,  2^  dass  die  nach  der  Elektrkritat*- 
lehre  uberall  vorhandenen  elektrischen  Fluida  in  bestimmten  Kreis- 
bahnen um  die  Molecule  des  Körpers  frei  beweglich  sind.  Diese  bei- 
den Ilauptfölle  können  aber  als  einander  wechselseitig  ausschliessend  in 
sofern  betrachtet  werden,  als  die  wirkliche  Nach  Weisung  eines 
von  beiden  den  andern  als  überflüssige  U\potbese  erscheinen  lassen 
würde. 

Nun  lässt  sich  für  jeden  von  diesen  beiden  Hauptfallen  eine  Theo- 
rie enlNvickeln.  und  jede  von  diesen  Theorien  in  zwei  Theile  theilen. 
nämlich  in  einen  solchen,  worin  beide  Theorien  in  ihren  Resultaten  über- 
einstimmen .  und  in  einen  solchen ,  wo  sie  in  ihren  Resultaten  einander 
widersprechen.   Denn  es  verhalt  sich  hier  gerade  so  wie  in  der  Optik 
mit  der  Emissionstheorie  und  Wellentheorie ,  die  in  ihren  ResuJtaten 
ebenfalls  in  sehr  vielen  Beziehungen  mit  einander  übereinstimmten, 
bis  die  Entdeckung  der  Interferenzerscheinungen  zu  einer  nähe- 
ren Erörterung  desjenigen  Theils  führte,  in  welchem  beide  Theorien  in 
ihren  Resultaten  einander  widersprechen.  Uaben  nun  auch  bis  jetzt 
die  beiden  auf  der  Existenz  magnetischer  Fluida  und  auf  der  Exi- 
stenz elektrischer  Molecularströme  beruhenden  Theorien  in  sehr 
vielen  Beziehungen  eine  bewumlemswUrdige  Uebereinslimmung  in  den 
Resultaten  ergeben ;  so  durfte  man  doch  auch  hier,  wie  in  der  Optik, 
erwarten,  dass  endlich  die  Entdeckung  irgend  einer  neuen  Classe  von 
Erscheinungen  ebenfalls  zu  einer  näheren  Erörterung  desjenigen  Theils 
führen  wjlrde,  wo  beide  Theorien  in  ihren  Resultaten  einander  wider- 
sprachen, and  dass  alsdann  die  neuentdeckten  Erscheinungen  die  bis- 
herige Alternative  zwischen  beiden  Theorien  entscheiden  würden*). 


*)  Ich  habe  früher  in  den  «Resultaten  aus  den  Beob.  d.  magn.  V.  im  Jahre  I839> 
die  Vermuthung  zu  begründen  gebucht ,  dass  die  daselbst  unter  dem  Namen  der  «Uni- 
polaren Polarität»  beschriebenen  Erscheinungen  zu  einer  solchen  Entscheidung  führen 
könnten.  Dies  ist  aber  nicht  der  Fall,  weil  eine  andere  Erklärung  von  den  dort  be- 
schriebenen Erscheinungen  sich  geben  Idsst,  sobald  zwischen  den  im  Innern  derCoo- 
dacloren  sich  bewegenden  elektrischen  Fluidis  und  den  ponderablen  Theilen  der  Coo- 
dnctoren  eine  solche  Verbindung  stattfindet ,  dass  jede  auf  die  elektrischen  Ruida  wii^ 
kende  Kraft  ganz  oder  fast  ganz  auf  die  ponderablen  Theile  übertragen  wird,  wie  ich 
dies  in  den  «Elektrodviiamii-chen  Maassbestimmungen»  lAbbandl.  bei  Begründung  der 
K.  S.  Gesellsch.  d.  Wissensch,  herausgeg.  v.  d.  F.  Jabl.  Ges.  Art.  19,  S.  309)  näher 
erörtert  habe. 
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Die  beiden  optischen  Theorien  treunten  sicli  in  den  Folgerungen, 
welche  sich  aus  ihnen  fUr  das  Zusammentreffen  zweier  homogenen 
Lichtstrahlen  eingaben;  denn  nach  der  einen  sollte  immer  Verstärkung, 
nach  der  andern  bald  Versittrkung  bald  Aufhebung  stattfinden:  die  In- 
terferen'zerscheinungen  bestätigten  die  Resultate  der  Wellen- 
theorie. Auf  Ähnliche  Weise  kann  auch  der  Scheideweg  unserer  Theo- 
rien bestimmt  werden.  Beide  stimmen  zwar  i)  in  allen,  die  Erschei- 
nungen beharrlicberMagnete  beireifenden  Resultaten  obmii;  8)  auch 
in  Betreff  der  vertlnderlichen  Magnete,  darin,  dass  jede  ein©  Einthcilung 
derselben  in  zwei  Clas.scn  gestattet,  niitnlich  in  solche,  du:  ihien 
Magnelismus  der  blossen  Orientiruug  fertic'  %  o  r  fi ,)  rvUener 
drehbarer  Molecule  (Molecularmagnete  oder  Molecularstrome)  ver- 
danken, lind  in  solche,  die  ihren  Magnetismus  der  Scheidung  oder 
Bewegung  impouderabler  Fluida  in  ruhenden  Motecuien 
(der  Scheidung  magnetischer  Fluida  in  den  !\!oIeculen,  oder  der  Erre- 
gung elektrischer  Ströme  in  bestimmten  Kreisbahnen  um  die  Molecule) 
verdanken;  3)  endlich  stimmen  beide  Theorien  auch  noch  in  ihren  Re- 
sultaten Uber  die  erste  Classe  der  vertlnderlichen  jMagnete  mit  einander 
ttberein;  aber  sie  widersprechen  einander  in  ihren  Resulta- 
ten fiber  die  zweite  Classe;  denn  für  diese  zweite  Classe  ergiebt 
sich  aus  den  beiden  Theorien  eine  entgegengesetzte  Lage  der 
Pole:  nach  der  einen  soll  die  Lage  der  Pole  filr  die  zweite  Classe 
gleich  der  filr  die  erste  Classe  sein;  nach  der  andern  soll  die  Lage 
der  Pole  filr  die  zweite  Classe  entgegengesetzt  der  filr  die  .erste 
Classe  sein. 

So  hinge  man  also  nur  solche  veränderliche  Magnete  kannte,  wo 
die  Lage  der  Pole  ffüi  gk  ichgeriehtete  Scheidungskrüfte)  gleich  war, 
so  liesscn  sie  sich  nach  beicien  rheurien  erklären ,  und  es  bedurfte  nur 
nach  (1er  zweiten  TItPorie  der  Annahme,  dass  Magnete  der  zweiten 
Classe  entw  eder  gar  lucht  vorkamen  oder  nin-  mit  Magneten  der  ersteren 
Classe  so  verbunden,  dass  die  Wirkung  der  letzteren  ipmer  vorherrsche. 
Weil  die  erste  Theorie  einer  solchen  Annahme  nicht  bedurfte .  konnte 
sie  sogar  den  Vorzug  zu  verdienen  scheinen,  so  lange  man  nur  Magnete 
mit  gleicher  Lage  der  Pole  fur  gleichgerichtete  Scheidungskrafle  kannte. 
Sobald  man  aber  verAnderUche  Magnete  (Diamagnete)  entdeckte,  wo  die 
Lage  der  Pole  (bei  gleichgerichteten  Scheidungskrilflen)  entgegenge- 
setzt war,  so  blieb  keine  Wahl  mehr  zwischen  beiden  Theorien,  denn 
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es  konnte  dann  nur  die  zweite  Theorie  gebraucht  werden,  weil  sie  allein 
▼on  der  Entstehung  zweier  Classcn  von  Magneten  mit  entgegeoge' 
setzter  Lage  der  Pole  bei  gleichgerichteten  ScbeiduogBkrilllen  Recbeo- 
8chafk«giebt. 

Die  von  Faraday  entdeckten  dia magnetischen  Erscheinnagea 
dienen  daher  znr  Entscheidung  der  Allematire  zwischen  diesen  beideo 
Theorien,  gerade  so,  wie  die  Interferenz^fdiemungen  znr  Entscheidung 
der  AltematiTe  zwischen  Emissions-  und  Wellentheorie  in  der  Optik  ge- 
dient haben ,  und  dies  ist  die  wesentlichste  und  wichtigste  Bedentuni^. 
welche  dieser  Entdeckung  gegeben  worden  kuim.  Durch  die  Enldeckung 
des  Diamaffnelismus  wird  also  die  Hypothese  der  clekli  i scheu  Mo- 
lecu I;i  rslro  nie  im  Innern  der  Korper  bestütigt;  die  Hypothese 
der  magnetischen  Flui  da  im  Innern  der  Körper  widerlegt. 

Alle  unsere  Hypothesen  oder  Vorstellungen  von  den  Körp^  fiod^ 
innner  nur  innerhalb  eines  begrenzten  Bereichs  von  Erscheinungen  Gel- 
tung, und  unterscheiden  sich  von  einander  durch  die  grössere  fieschrün- 
kong  oder  Ausdehnung  dieses  Bereichs.  Wir  schreiben  ihnen  RealitX 
zo,  so  lange  wir  keine  Erscheuinngen  kennen,  die  ausserhalb  des  Be- 
reichs, fütr  welches  sie  gelten,  lagen;  im  entgegengesetzten  Falle  be> 
zeichnen  wir  sie  als  ideal.  Wenn  nun  auch  die  magnetiscben 
Fluida  künftig  in  die  Reihe  der  idealen  Vorstellungen  gesetzt  werdes 
müssen ,  so  behalten  sie  doch  die  nflmliche  Wichtigkeit  und  Bedeutong, 
die  sie  bisher  besassen ,  so  oft  man  Betrachtungen  auf  denjenigen  Kreis 
besciu  iinkl,  iür  wekheii  sie  gelten.  —  Und  wenn  wir  auch  für  jelzl 
den  elektrischen  Molecularütrümen  im  Innern  der  Körper  Rea- 
lität zuschreihcf!  cleichwie  dem  Wellen  foripil.inzenden  I.iclillilher  io  ! 
der  Optik,  so  kaun  es  doch  geschehen,  dass  auch  sie  künftig,  bei  wei-  ' 
lerer  Ausbildung  der  Wissenschaft,  in  die  Reihe  der  idealen  Yorsiel- 
langen  versetzt  werden  müssen. 

Ueber  die  AbhftngigkeU  des  magnetischen  und  diam^gne- 
tischen  Moments  von  der  Grösse  der  Scheidungskratt  - 

23. 

Die  Richtigkeit  des  gewonnenen  Resultats,  dass  keine  magnclischea, 
sondern  nur  elektrische  Fluida  wirklich  existiren ,  für  welche  aber  io 


i 
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ilen  püuticrablcn  K()i|HMri  zwei  verschiedone  Arten  vou  Baliiien  vor- 
handen sind,  in  (Ilmkmi  sie  sirh  bo\vcp;cn  kcinnen,  nämlich  Iheils  solche, 
in  welchen  ihre  Hcw  egung  einen  mit  ütrer  Geschwindigkeit  proportio- 
aalen  Widerstand  findet,  thmh  solche,  in  welchen  ihre  Bewegung  gur 
keinen  Widerstand  findet  (Molecularbabnen) ,  berulit,  den  vorhergehen- 
den Erörterungen  gemäss,  iMopteiclilich  auf  der  Betrachtung  derentn 
gegengesetKten  Lage  der  Pole  oder  der  entgegengesetzten  Rich- 
tung« nach  welcher  bei  gleicher  magnetischer  oder  etektromagnetischei' 
Scheidungskraft  die  ideale  Scheidung  der  magnetischen  Flnida 
in  magnetischen  und  diamagnetischen  Koipem  erfolgt;  es  kann  aber  die  • 
Richtigkeit  dieses  Resultats  noch  einer  weiteren  Prttfimg  unterworfen 
werden,  wenn  man  ausser  der  Richtung,  nach  wdcher  bei  einer  ge- 
gebenen magnetischen  oder  elektromagnetischen  Scheid imgskrafl  die 
ideale  Scheidung  der  magnetischen Fluida  erfolgt,  femer  die  StUrke 
dieser  Scheidung  genauer  erforscht.  Es  findet  nümlich  zwar  in  Bezie- 
hung auf  die  Starke  dieser  Scheidung  kein  solclicr  Gegensatz  zwischen 
beiden  Ihcorien  statt,  wie  in  Hezichung  auf  die  Richtung;  doch  er- 
giebt  .sich  auch  in  erslerer  Beziehung  keine  volle  Ucbcrcinslimmung.  Eine 
vollständige  Entsciieidung  der  iUteraative  fordert  daher  noch  die  Eni- 
wickelung  derjenigen  Differenzen ,  welche  zwischen  beiden  Theorien  in 
Beziehung  auf  die  S  t  n  r  k  e  jener  idealen  Scheidung  stattfinden ,  und  de- 
ren PrttfuDg  an  der  Erfiihrung. 

Ergäbe  sich  von  der  einen  Seite,  wie  in  der  Note  am  Ende  des 
%i .  Artikels  bemerkt  worden  Jst,  dass  nach  der  Theorie  wirklich  exi- 
stirender  magnetischer  Fluida  Proportionalitflt  der  magne- 
tischen Momente  mit  den  Scheidungskrttlten  stattfinden  sollte,  dass  aber 
diese  Ph>portionaIität  (nach  den  Mtt  Herrschen  Versuchen)  der  Erfahrung 
widerspreche,  udc|  liesse  sich  von  der  anderen  S^te  nachweisen ,  dass 
die  Theorie  der  Holecularslröme  in  keinem  solchen  Widerspruche 
mit  der  Erfahrung  stände ,  so  könnte  die  Richtigkeil  der  letzteren  Theo- 
rie aui  liiescni  Wci^c  bewiesen  werden,  ohne  dass  es  dazu  nolliig  vvJire. 

die  diamagnetischen  Erscheinunaien  und  die  verkehrte  Laire  der 

D  .  J.- 

Pole, welche  sich  dabei  zeigt,  /.ii  Hülfe  zu  nehmen,  wie  es  iu  den  vor- 

hergehendeu  Ai  tikeln  geschehen  ist.  ln(le.N>en  kommt  dabei  ein  wesent- 
licher Umstand  in  Betracht,  welclier  maclit,  dass  dieser  bloss  auf  magne- 
tische Versuche  gegründete  Beweis,  wozu  die  diamagnetischen 
Versuche  gar  nicht  zu  ÜUlfe  genommen  zu  werden  brauchten,  fUr  sich 
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aUeu  betrachtet,  nicht  vOUig  entscheidend  ist  Es  giebt  oamlidi,  wie 
schon  Art.  i  4  auseinander  gesetzt  worden  ist,  unter  der  Yoraassetzang 
von  der  wirklichen  Bxistenz  magnetischer  Fluids«  zwei  Ar^ 
ten  der  Entstehung  von  Magneten,  itiimlich  entweder  durch  Schei- 
dung der  magnetischen  Fluids  in  ruhenden  Moleculen,  oder  durch 
Drehung  der  Moleeule,  in  denen  die  magnetiscfaen  Fluida  beharr- 
lich geschieden  sind.  Die  schon  erwähnte  von  Poisson  and  Neo- 
mann  entwickelte  Theorie,   nach  welcher  Proporlioualitut  der 
magnetischen  Momente  mit  dm  Sclieidun£^skT9ften  .^Utllfmden  soll,  be- 
trilll  aber  nur  die  Gesetze  zur  Besüinniuu^  (Jos  Magnelisrmis  der  auf  dio 
erste  Art  entstandenen  Magnete,  und  *  ^  InMl  irl'  einer  näheren  Priüuug, 
ob  dieselben  Gesetze  ganz  unverändert  aucii  auf  die  Bestimmung  des 
Magnetismus  der  auf  die  zweite  Art  entstandenen  3fagnete  Anwendung 
finden  können.  Dies  ist  niclit  der  Fall ,  sondern  es  gelten  für  dit;  auf  die 
zweite  Art  entstandenen  Magnete  andere  Gesetze,  und  zwar  die  nim- 
11  eben,  wie  Air  Magnete,  die  ihren  Magnetismus  der  Existenz  dreh- 
barer M'olecularströme  verdanken.  Wenn  also  die  Gesetxe  dieser 
letzten  Magnete  mit  der  Eriahrung  übereinstimmen,  so  folgt  daraus  von 
selbst,  dass  die  Erfidmmg  auch  mit  den  Gesetzen  der  Magnete,  deren 
Magnetismus  von  drehbaren  Moleculen  mit  beharrlich  ge- 
schiedenen magnetischen  Fiuidis  herrtthrt,  übereinstimmen 
mttsse.  Folglich  kann  auf  diese  Gesetze  aDdn  keine  allgemeine  Witter- 
legung  von  der  wiridichen  Existenz  der  magnetischen  Fluida  gegründet 
werden,  sondern  nur  eine  WidcrleguuL;  dir  EulölLhuuij;  der  Magnete 
durch  Scheidung  der  magnetischen  Khiida,  wie  sie  in  der  von  Pois- 
8 OD  und  Neumann  entwickelten  Theorie  angenommen  wird. 

Aber  auch  diese  parti  el Je  Widerlegung  gcwiin  i  nno  allgemei- 
nere Bedeutung,  wenn  man  die  Gründe  beachtet,  durch  die  Poisson 
und  Neu m a n n  sich  berechtigt  halten  durften ,  eine  Scheidung  der 
magnetischen  Fluida  in  ruhenden  Moleculen  und  keine  Drehung  der 
Molecule  mit  beharrlich  geschiedenen  magnetischen  Fiuidis  anzunehmeo. 
Betrachtet  man  namiich  naber,  wie  man  zur  Aufstellung  der  Hypothese 
von  der  Existenz  magnetischer  Fluida  überhaupt  gekommen  ist,  so 
wird  man  sich  leicht  ttberzeugen,  dass  sie  hauptsächlich  auf  d6r  Analo- 
gie mit  der  statischen  Elektricitflts lehre  beruht,  und  dass  diese 
AnsJogie  im  Wesentlichen  darin  besteht,  dass  bei  der  Magnetisiruog  des 
Eisens  eine  tthnlicfae  Scheidung  der  magnetischen  Fluida  in  den  BiseD- 
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moleculen  stattfinde,  wie  die  der  elektrischen  Fluids  bei  der  Elelttrisi- 
rang  eines  Systems  kleiner  Condactoren.  Diese  Analogie  wttrde  aber 
ganz  verloren  gehen,  wenn  die  Magnetisirung  des  Eisens  aof  keiner 
Scheidung  der  magnetischen  Fluida  in  den  Gisenmolccalen ,  sondern 

auf  einer  Drehuui;  der  Ei^eiuiiolecule  selbst  Lt  i  uiite.  Es  gelit  hieraus 
hervor,  dass  die  Ilvpolliose  von  der  Existenz  zweier  magnetischen 
Fluida  ihr  ursprüngliches,  auf  der  Analogie  mit  der  Eieklrici tat s- 
Ichre  beruhendes,  Fundament  durch  .Widerlegung  der  von  Poissou 
und  Neumann  entwickelten  Theorie  verlieren  und  fast  wie  eine  ganz 
neue  Hypotliese  zu  betracliten  sein  würde.  Es  leu«  litci  dies  auch  daraus 
ein,  dass  alsdann  selbst  der  Name  der  magnetischen  Flnida  gar  nicht 
mehr  passen  wttrde,  weil,  wenn  diese  Stoffe  in  den  Eisenmolecolen  be- 
harrlich geschieden  nnd  stets  auf  gleiche  Weise  fest  mit  den  Eisen- 
theilchen  verbunden  witran  und  nur  mit  den  Eisentheilchen  sich  bewe- 
gen konnten,  von  emem  fltlssigen  Aggregalznstande  dieser  Stoffe  gar 
nicht  die  Rede  sem  konnte.  Es  wtirde  alsdann  sogar  das  Recht  bezwei- 
felt werden  mOssen ,  diese  Stoffe  als  gesondert  vom  Eisen  zu  befrach- 
ten, wenn  sie  in  der  Wirklichkeit  immer  und  in  unveränderter  Weise 
mit  den  Eisentheilchen  verbunden  Llieben;  denn  es  wurde  alsdann 
gentigen,  blos  zwei  Arten  von  Eisentheilchen  zu  unterscheiden. 

Üie  erwähnte  partielle  Widerlegung  gewinnt  also  dadurch  eine 
allgemeinere  Bedeutung,  dass  sie  alle  Analogie  zerstört,  welche  man 
frtiher  zwischen  den  Hypothesen  von  den  magnetischen  und  elek- 
trischen Fluidis  herzustellen  gesucht  hatte.  Eine  solche  Analogie  gab 
der  Hypothese  eine  gewisse  Wahrscheinlichkeit ,  deren  wahrer  Werth 
sich  nicht  genau  bestimmen  liess,  und  daher  leicht  zu  hoch  angeschla- 
gen werden  konnte,  nun  aber  durch  die  oben  erwtthnte  Widerlegung 
der  Scheidungstheorie  ganz  wegfeUt 

In  demselben  Veifafllfnisse  aber,  in  welchem  die  eine  Theorie, 
nflmlich  die  auf  der  wirklichen  Existenz  magnetischer  Fluida 
gebaute,  an  Wahrscheinlichkeit  verliert,  gewinnt  die  andere,  nämlich 
die  auf  der  Existenz  von  Molecu lar strömen  begründete  Theorie, 
zumal  wenn  sich  beweisen  lässt,  dass  die  Stärke  der  magnetischen  , 
Momente  für  verschiedene  Scheidungskrafte  sich  genau  dieser  Theorie 
gemäss  verhalte.  Die  bisher  Mos  an  der  beobaclileten  Riehl  ung  der 
Scheidung  geprüfte  Theorie  wurde  dann  auch  durch  die  beobachtete 
Stärke  der  Scheidung  geprüft  und  beslUtigt  werden.  Es  ergiebt  sich 
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hieraus,  dass  diese  zweite  Prüfung  eine  wesentliche  Ei^ünzung  ood 
Vervollständigung  der  ersleren  bildet,  welche  daher  in  den  folgenden 
Artikeln  ausführlich  «eij;eben  werden  soll. 

24. 

Zusammenhang  des  Vorhandenseins  eines  Maximumwerths  des  mag^ne- 
tischen  Moments  mit  der  Annahme  von  der  Drehharkeit  der  Moierulr. 

Die  Annahme  von  drehbaren  Molecularmagncten  stimmt 
zwar,  wie  schon  Art.  16  angeführt  worden  ist,  in  der  Bestimmung  der 
Lage  der  Pole  mit  der  Annahme  von  scheidbaren  magnetischen 
Kluidis  in  unbeweglichen Moleculen  überein;  beide  aber  unterscheiden 
sich  nach  dem  vorigen  Artikel  wesentlich  von  einander  in  Beziehung  auf 
das  Gesetz,  nach  welchem  die  Starke  des  Magnetismus  eines 
Eisenstabs  sich  mit  der  Grösse  der  magnetischen  Kraft, 
welche  auf  das  Eisen  wirkt,  ändern  soll.  Es  leuchtet  nämlich  ein.  dass, 
nach  der  erste  ren  Annahme,  der  Stärke  des  Magnetismus  eine  Grenze 
gesetzt  ist,  die  sie  nicht  überschreiten  kann,  welche  nämUch  dem  Falle 
entspricht,  wo  die  Axen  aller  Molecularmagnele  durch  Drehung  eine 
parallele  Lage  angenommen  haben.  Eine  solche  Grenze  ist  für  die 
Stärke  des  Magnetismus  nach  der  zweiten  Annahme,  so  wie  sie  nach 
Coulomb,  Poisson  und  Neu  mann  der  Theorie  zum  Grunde  gelest 
zu  werden  pflegt,  nicht  vorhanden,  weil  nämlich  darnach  in  den 
Moleculen  eine  unerschöpfliche  Menge  von  scheidbarem  neutralen 
magnetischen  Fluidum  (nach  Analogie  mit  der  Eleklricitätslehre)  voraus- 
gesetzt wird*).  Aber  wenn  man  auch  diese  letztere  Annahme  etw'as 
modißciren  und  voraussetzen  wollte,  dass  durch  Verstärkung  der  auf 
das  Eisen  wirkenden  Kraft  nach  und  nach  das  ganze  in  den  Moleculen 
vorhandene  neutrale  magnetische  Fluidum  geschieden  werde ,  so  ergäbe 
sich  doch  auch  dann  noch  eine  wesentliche  Verschiedenheit  zvvisclien 


*)  Nach  dieser  Annahme  wird  niimhch  der  magnolische  Gleicligewichlszu^taixl 
dadurch  deGnirt,  dass  an  der  Oberfläche  aller  Molecularconducloren  eine  VertbeilooS 
der  beiden  magnetischen  Fluida  staUflndct,  welche  auf  alle  Funkte  im  Innern  der  Mole- 
cule  solche  Kräfte  ausüben ,  dass  dadurch  die  Wirkung  aller  äussern  Scheidungskrältc 
aufgehoben  wird.  Hieraus  folgt  leicht,  da.vs  bei  Verdoppflung  der  äusseren  Scheidungs- 
krüflc  auch  die  Menge  des  magnetischen  Fluidums  an  der  Obcrniiche  aller  Molecule 
verdoppell  werden  müsse  u.  s.  w. 
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beiden  Annahmen,  welche  darin  besteht,  dass  das  Wachslhum  des  Ma- 
gnetismus bei  immer  zuDehmender  Krall,  welche  auf  das  Eisen  wirkt. 
Dach  der  letzteren  Annahme  einem  ganz  anderen  Gesetze  vor  der  Er- 
schöpfung des  neutralen  magnetischen  Floidnms  unterworfen  sein  muss, 
wie  nachher,  dass  nAmlich  bis  zu  dem  Augenblicke,  wo  der  letzte 
Rest  von  neotralmFtutdum  geschieden  wttre,  das  Verhtlltoiss  derStttrke 
des  Eisenmagnetismus  zu  der  Grösse  der  Kraft,  welche  auf  das  Eisen 
wirkt,  CO ns taut  bleiben  mflsse  (weshalb  auch  dieses  Verhtlltiuss  mit 
dem  Namen  der  magnetischen  €onstante  des  Eisens  bezeichnet 
zu  werden  pflegt) ;  dass  aber  von  jenem  Augenblicke  an  dic^es  \ «.  i  halt- 
niss  schnell  abnehmen  mUsse.  Nach  der  erstcren  Anualime  ergiebt  sieh 
dagegen .  dass  jenes  Verhnltniss  stets  veränderlich  sei  und  von 
Aniaug  bis  zu  Ende  nach  einem  und  demselben  Gesetze  stetig  abueh» 
men  müsse. 

Uierdurcb  wird  die  Möglichkeit  gegeben,  unmittelbar  aus  den  Er- 
.scheinaogen  des  Eisenmagnetismus  zu  entj»clieideu ,  ob  die 
Magnetisirnng  des  Eisens,  nach  der  Hypothese  wirklich  exisii- 
render  magnetischer  Fluids,  entweder  einer  Drehung  seiner 
Molecule  oder  der  Scheidung  der  magnetischen  Flnida  in  seinen  Mo- 
leculen  zugeschrieben  werden  mttsse.  Im  ersteren  Falle  können  aber 
die  drehbaren  Molecule  ebensowohl  Trager  von  Molecularströmen 
wie  von  beharrlich  geschiedenen  magnetischen  Fluidis  sein,  wah- 
rend in  dem  letzteren  Falle  die  Existenz  der  magnetischen  Fluids  als 
lerwiesen  angesehen  werden  mOsste,  weil  nur  bei  der  Drehung  der 
Molecule,  aber  nicht  bei  der  Scheidung  der  magnelischen  Floida  in 
den  Molcculen  (durch  eine  gegebene  magnetische  oder  elektromagneti- 
sche Sehe id  11  II kraft)  eiue  Slellvertreluuy  iur  die  magneli&chen  Fluida 
durch  elektrische  Slrüme  möglich  ist. 

Durch  die  schon  angcfiilirten  Müller' ifjchen  Versuche  nins^fe  nun 
die  letzlere  Annahme  von  scheidbaren  niagneli  sc  Ii  i  n  1  luidis 
in  undrehbaren  Molecuien  als  widerlegt  angeseheu  werden,  und  es  bliebe 
nur  noch  zu  prüfen  ttbrig,  ob  die  stetige  Abnahme  des  Verhältnisses 
der  Stärke  des  Eisenmagnetismus  zur  Grösse  der  auf  das  Eisen  wirken- 
den Scheidungskraft,  wie  sie  Maller  durch  seine  Versuche  bestimmt 
hat,  mit  dem  nach  der  ersteren  Annahme  aus  einer  bestimmten  Dreh- 
barkeit  der  Molecule  abzuleitenden  Gesetze  obereinsttnune  oder  nichl» 
wobei  es  unbestimmt  gehtssen  werden  kann,  ob  diese  Molecule  die 
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Träger  von  geschiedenen  magnelischon  Fluidis  oder  von  Molecularslrö- 
iDen  sind.  Indessen  sind  die  Mu Herrschen  Versuche  von  Buff  umI 
Zamminrr  (Annalen  der  Chemie  und  Phannacie  von  Liebig,  Wohler 
und  Kopp  Bd.  75,  S.  S3)  wiederholt  und  die  von  Mttller  gefmideiien 
Resollate  dadurch  nicht  besttttigt  worden.  Vielmelir  glauben  Bnff  and 
Zainminer  dorcb  ihre  Versuche  bewiesen  zn  haben,  dass  das  Ve^ 
hsitniss  der  StflHce  des  Bisenmagnelismos  zu  der  GrOsse  der  anf  das 
Bisen  wirkenden  Kraft  (abgesehen  von  dem  Einflösse  der  CoerciliTkraft, 
wenn  das  Eisen  nicht  vollkommen  weich  ist)  wirklieb  constantsei,so  • 
weit  als  es  mit  den  jetzt  vorhandenen  Holfsmitteln  geprüft  werden  könne,  ' 
was  nur  nach  der  Annahme  .sohcidi)arer  magnetischer  i  iuida  in  un-  ' 

*  '  i 

drehbaren  Moleculen  möglich  «eiu  würde.  Die  Annahme  drehbarer  ^ 
Molecularmagnete,  und  folglich  auch  die  drehba  rer  Molecu- 
larströme,  miisste  liiemach  vervvorfen  werden  und  die  w  i  r k  I  ichc 
Existenz  der  magnetischen  Fluida  würde  also  dadurch  ak  wirk- 
lich begründet  erscheinen. 

Es  schien  hiemach  vor  Allem  nOthig,  dieselben  Versuche  nochmaU 
SU  dem  Zwecke  zu  wiederholen,  um  den  vorliegenden  Widersprach  za 
entscheiden.  Ich  werde  daher  im  folgenden  Artikel  die  von  mir  geniacb- 
ten  Versuche  und  die  besonderen  Einrichtungen,  welche  ich  getrofliso 
habe,  um  ein  sicheres Resnllst  zu  gewinnen,  beschreiben,  woraus  fikh 
eme  Bestätigung  des  Httil ersehen  Resultats  ergeben  hat,* ein  ResoHat, 
was  auch  nach  einigen,  schon  vor  Mfliler,  von  Joule  angesteHten  tmd 
in  The  Annais  of  Eleehictty  etc.  by  W.  Sturyeon  Vol.  Y,  p.  472  mitgetheil- 
ten  Versuchen  erwartet  werden  konnte. 

25. 

Versuche  zum  Beweise  des  Vorhandenseins  eines  MaximumwerlliS  «Im 

magoetischen  Moments. 

Aus  den  von  Müller  gemachten  Versuchen  hatte  sich  ergeheo, 
dass  bei  gleichen  Kräften ,  welche  auf  das  Eisen  wirken ,  die  Abnahme 
des  Verhaltoisses  der  Starke  des  Bisenmagqetismus  zur  Grosse  der  ad 
das  Eisen  wirkenden  Kraft  bei  dünnen  Eisenstüben  Idcfater  ab  her 
dicken  wahrgenommen  werden  konnte.  Es  kommt  daher  bei  der  Ve^ 
gleicbung  der  von  Httller  mit  den  von  Buff  und  Zamminer  ge- 
machten Versneben  wesentlich  in  Betracht,  dass  der  dttnasCe  von  Mül- 
ler gebranchte  Stab  nur  6,  der  dünnste  von  Buff  und'  Zammiaer 
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gebrauchte  Stab  aber  9  Millimeter  äkk  mr,  uod  diese  Verscbiedeoheit 
der  Dicke  wird  dorcb  ihr  VerhttltnilBS  zur  Linge  noch  einflussreicher, 
indem  der  dünnere  Stab  von  Malier  330,  der  dickere  von  Baff  und 
Za  mm  in  er  nur  800  Millimeter  lang  war.  Ich  habe  mich  zu  den  fol' 
genden  Versucben  eines  noch  dttnneren  Stabs  als  M Oller  bedient, 
nttmlich  von  3,6  Miltimeter  Dicke  bei  400,2Mdlimeter  Lange  und  8190 
Milligramm  Masse.  Es  ergab  sich,  dass  sich  der  Magnetismus  eines  sol- 
clii'ii  (iiinnen  Stabs  durch  die  aus  der  Ferne  hervorgebrachte  Ablenkung 
eines  ki  inen  Spieu;elmagnetomefer.s  noch  mit  grosser  Genauigkeit  mes- 
sen liess.  Die  einzige  Srhwir  i  i-keit ,  welche  die  Anwendung  eines  so 
dünnen  Stabs  bietet,  beistellt,  in  der  genauen  Srheiduns;  der  vom  Eisen- 
inagnetisraus  und  der  vom  galvanischen  Strome  herrührenden  Wirkungen 
auf  das  Magnctometcr.  Es  leuchtet  nämlich  ein,  dass  wenn  man  dieselbe 
galvanische  Spirale  zur  Magnetisirung  sowohl  dicker  als  auch  dUnner 
Stabe  gebraucht,  wie  es  von  Mull  er,  Buff  und  Zam  miner  gesche- 
hen ist,  diese  Scheidung  bei  den  dünnen  Stäben  weniger  GenauigkeiC 
gestattet,  weil  die  Wirkung  der  Spirale  dieselbe  bleibt  und  daher  Ihr 
donnere  StMbe  verfattltnissmOssig  grosser  als  für  dickete  ist.  Zu  den  fol^ 
genden  Versuchen  wurde  daher 'eine  Spirale  gebraucht,  welche  nicht 
weiter  war,  als  zum  Hineinlegen  des  dttnnen  Stabs  nOthig  war.  Auch 
hiermit  habe  ich  mich  noch  nicht  begntigt,  sondern  habe  das  Ende  des 
Spiraldrabts  noch  zweimal  in  umgekehrter  Kicfatung  um  die  Mitte 
der  Spirale  in  einem  viel  weiteren  Kreise  hcrumgewiinden ,  so  dass  der 
von  (hesen  beiden  Windungen  begrenzte  Flüchenraum  dein  von  allen 
Winduni^cn  der  engvn  Spirale  begrenzten  Flttchenraume  Li\vkh  war. 
Dadurch  wird  nach  den  bekannten  Gesetzen  dos  E  lok  t  roniagn  etis- 
mus  bewirkt,  dass  der  Strom  untmllelbar  i^ar  kt nu  Wirkung  auf  das 
enlfernle  Magnetometer  ausübt ,  was  sich  leicht  durch  Versuche  prüfen 
und  bestätigen  lasst.  Die  ganze  am  Magnetometer  beobachtete  Wirkung 
rtthrt  dann  blos  von  dem  Eisenmngnetismus  her,  der  sich  dann  mit 
gleicher  Schärfe  und  Genauigkeit  wie  der  Magnetismus  harter  Stahl- 
magnete nach  der  von  Gauss  in  der  Inlensilas  elc.  gegebenen  Anlei- 
tung durch  Ablenkungsversuche  aus  der  bekannten  Intensilllt  des  Erd- 
magnetismus nach  absolutemMaasse  bestimmen  iHsst. 

Als  ein  wesentlicher  Umstand  ist  noch  hervorzuheben,  dass  die 
von  Müller,  Buff  und  Zamminer  gebrauchten  Spiralen  kOrzer  als 
die  dadurch  maguetisirten  Eisenslabe  waren.  Bei  Moller  war  dieser 
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Unterschied  nur  geiini^.  indem  die  Eisenslübe  nur  1 5  Millimeter  zu  bei- 
den Seiten  aus  der  Spirale  hervonay;len ;  bei  Buff  und  Zamrainer 
war  er  aber  viel  grösser,  indem  die  Enden  des  längsten  und  dünnsten 
Stabes  45  Milliineter  zu  beiden  Seiten  aus  der  Spirale  liervorraetcn. 
Ausserdem  wurde  der  davon  hcrrtlhrendeEinflnss  bei  Buffs  und  Zani- 
miner's  Versuchen  verhaltnissmässig  dadurch  noch  verstärkt,  dass 
die  Litnge  des  in  der  Spirale  eingeschlossenen  Theils  nur  110  Milliracter 
betrug,  bei  Müller  dagegen  300  Millimeter.  Dieser  Umstand  durfte  der 
Hauptgrand  von  der  scheinbaren  Diiferenz  der  Resultate  sein,  zu  denen 
diese  Beobachter  gelangt  sind;  denn  es  lenchtet  ein,  dass  die  Wirknog 
der  Spirale  auf  das  Eisen  in  der  Mitte  der  Spirale  am  stärksten  ist,  nach 
den  Enden  aber  abnimmt,  und  dass  diese  Abnahme  ausserhalb  der  Spi- 
rale ausserordentlich  gross  ist.  Daraus  folgt,  dass  wenn  auch  bei  wach- 
sender Stromstllrlce  die  in  dem  mittleren  Tlieile  des  Stabs  hervoige- 
brachle  Wirkndg  einem  Grenzwerlhe  sich  ntlherte,  eine  solche  Anntthe- 
rung  bei  den  aasserhalb  der  Spirale  befindlichen  Theilen  noch  keines- 
wegs merklich  sein  konnle.  Bei  den  folgenden  Versuchen  wurde  eine 
Spirale  i^ebraucht,  welche  bedeutend  liingor  als  der  Eisenstab  war,  so 
dass  nach  den  Arl.  18  entwickelten  Gesetzen  die  von  der  Spirale  auf  die 
Enden  des  Stabs  ausgetdite  Kraft  von  der  aut  (iie  Mitte  nicht  merklich 
verschieden  war,  wodurch  aliein  ein  sicheres  Kesultal  erbaitca  werden 
konnte. 

Ich  begnüge  mich  hier,  ohne  auf  eine  Beschreibung  der  Versuche 
im  Einzelnen  einzugehen,  iweichc  nicht  nOthig  erscheint,  weil  sie  bis 
auf  die  eben  angeg^nen  Verschiedenbeilen  mit  der  von  Mttller,  Buff 
und  Zamminer  gegebenen  Beschreibung  nahe  Übereinstimmen  wilrde, 
die  auf  diese  Weise  gewonnenen  Resultate  in  der  folgenden  Tafel  kurz 
zusammen  zu  stellen.  Ich  bemerke  nur,  dass  jede  einzelne  Bestimmung 
auf  imaligem  Wechsel  der  Stromrichtung  beruht,  wobei  sich  stets  die 
grOfisle  Uebereinstimmung  ergab,  zum  Beweise,  dass  die  Goercitivkraft 
des  Eisens  der  Genauigkeit  der  Resultate  keinen  Eintrag  that.  Ferner 
würc  es  leicht  gewesen,  den  Einfluss  der  Tenipcralur  des  Eisenstabs  zu 
berücksichtigen,  indcib  diese  Temperatur  durcii  einen  Wasserstrom  con- 
staul  erhalten  worden  wHre ;  doch  ergab  sich ,  dass  der  Einfluss  massi- 
ger TemperalurJinderungen  so  c*'riniL;  war,  dass  zu  seiner  genaueicii 
Bestimmung  die  Messungen  mit  enier  noch  viel  grösseren  Feinheil  hütteti 
ausgeführt  werden  müssen ,  wozu  beäOudei*e  neue  Einrichtungen  hatte» 
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getroffeo  wrden  rnttsBcn ,  welche  sogleich  sa  beschaffen  oichl  möglich 
war.  Die  nach  bekannten  Regeln  in  der  Tafel  gemachte  Zurttckltlhrung 
des  Eisenmagnetismus  auf  abso  lotes  Maass  bedarf  hier  keiner  weite- 
ren  Erlttulening.  Auch  die  Stromstttrke  ist  mit  Hülfe  einer  Tangenten- 
*  boüssole  nach  absolutem  Masse  bestimmt  worden  und  es  ist  dabei 


die  von  Mdller  schon  erwähnte,  zu  grosserer  Genauigkeit  notfawendige 

Corrcclion ,  welche  von  dem  Verhaltnisse  der  Nadellange  zum  Durch- 
messer des  anischeu  Rings  abhängt,  da  sie  leicht  auszuführen  war. 
cenan  ermittrlL  uiul  liorilcksichtigt  worden.  Diese  Kennlnrss  der  Strom- 
starke  nach  absolu lern  Maasse  islaber  ferner  da-ÄU  benutzt  worden,  um 
mit  Hülfe  der  Zahl  der  Windungen  der  Spirale,  durch  welche  der  Strom 
ging,  und  ihrer  Dimensionen,  die  Grösse  der  auf  das  Eisen  wirken- 
den Kraft  nach  demselben  absoluten  Maasse  zu  bestimmen,  nach 
welchem  der  Erdmagnetismus  ausgedruckt  wird,  um  dadurch  jene 
Kraft  mit  der  bekannten  Intensität  der  erdmagnetischen  Kraft 
vergleichbar  zu  machen.  In  der  folgenden  Tafel  ist  in  der  Golomnen* 
oberschrift  diese  Kraft  mit  X  bezeichnet.  Der,  gefundene  Eisenmagnetis- 
mus Jf  ist  mit  der  in  Milligrammen  ausgedrückten  Masse  des  Eisens 
p  =  g190  dividirt,  und  der  so  auf  die  Hasseneinheit  reducirte  Magne- 
tismus ist  in  der  ColumnenttberschrUl  mit  m  bezeichnet  worden. 


6. 
7. 


1. 

3. 
4. 


658,9 
1381.5 
1792,0 
21 ö  1,0 
243:5,8 
2757,0 
3090,6 


9H.t 
1  i24.0 
1547,9 
1G27,3 
1680,7 
1722,7 
1767,3 


8. 
9. 
10. 

11. 
12. 
13. 
U. 


3186,0 
2645,6 
2232,1 
1918,7 
1551,2 
1133,1 
670.3 


1787.7 
1707.9 
1654,0 
1584,1 
1488,9 
1327,9 
9^2,0 
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Di  ose  Tafel  zerfällt,  wie  man  sieht,  in  zwei  AblhQiliinii;on ,  nfinilich  m 
ciae,  wo  flie  Grösse  der  Kraft  ,  welche  auf  das  Eisen  wirkt  ,  annimmt 
und  in  eine  andere,  wü  sie  abnimmt.  Mao  sieht  aber  aus  der  Fig.  7  ge- 
gebenen graphischen  Darstellung,  dass  die  Versuche  der  letzteren  Ab-  .  i 
theilung,  welche  dann  mit  Nr.  8  bis  14  bezeichnet  sind,  sehr  gut  zu  den  i 
Versuchen  der  ersten,  welche  mit  Nr.  4  bis  7  bezeichnet  sind,  passen. 
Bei  dem  letzten  Versuche  der  ersten  Abtheilong- hatte  der  Eiseostab  eine 
höhere  Temperator  erreicht  und  es  wurde  vor  dem  Beginne  der  folgen- 
den Versuche  so  lange  gewartet,  bis  er  wieder  abgekühlt  war.  Dessen- 
ungeachtet sieht  man,  dass  beide  Versuche  den  ttbiigen  sich  gleicii  gut 
anreihen,  ein  Beweis  also,  dasa  dßt  Einfluss  dieser  Temperaturdifferenz 
sehr  gering  gewesen  sein  mOsse. 

Es  geht  also  aus  diesen  Versuchen  offenbar  das  Resultiit  hervor, 
dass  das  Verhältniss  der  StiJrke  des  Eisenmagnetismus  zur  Grösse  der  | 
auf  das  Eisen  wirkenden  Kraft  verandnr! icli  ist.  und  es  ist  daniaci 
höchst  walirscheinlich ,  dass  der  EisennuigiieHsmus  sich  einem  Grenz- 
werthe  nähert,  den  er  nie  Uberschreiten  kann.  Es  leuchtet  ein,  dass 
es  unmöglich  ist,  die  Versuche  so  weit  fortzusetzen,  dass  dieser  Greoz- 
werth  unmittelbar  durch  die  Beobachtungen  erhalten  und  bestimmt 
würde.  Eine  solche  unmittelbare  Bestimmung  des  Grenzwerths  ist  aber 
nicht  nolbwendig.  weil  es  im  Gmnde  genügt,  dass  die  stetige  Ver- 
änderung jenes  Verhältnisses  bewiesen  Ist.  Dieselben  Versnobe  sind 
noch  von  andern  Beobachtern  mit  ganz  gleichem  Erfolge  wiederholt 
worden  und  ich  glaube,  dass  die  daraus  gezogenen  Besultate  keinem 
Zweifel  unterliegen.  Es  wird  dadurch  also  das  v^n  Mnller  gefundeae 
Resultat  im  Wesentlichen  bestätigt.  j 

86. 

Das  Gesetz  der  Abhlngigkeit  des  magnetischen  Moments  vön  der 

GrOsse  der  Scheidungskrafk;  nach  der  Annahme  von  der  Drehbarkeil 
der  Molecüle,  und  Vergleichung  mit  den  Versuchen. 

Es  bleibt  nun  näher  zu  erörtern  Übrig,  oh  die  durch  obige  Ver- 
suche gefundene  Veränderlichkeit  der  Stärke  des  Eisenmagnetismus  bei 
verschiedener  GrOsse  der  auf  das  Eisen  wirkenden  Krflfle  mit  demjeni- 
gen Gesetze  übereinstimme,  weiches  sich  aus  der  Annahme  einer  be- 
stimmten Drehbarkeit  der  Molecnle  folgern  lüsst  Findet  dieses  Statt, 
so  leuchtet  von  selbst  ein,  dass  man  mit  Ampere  auch  annehmen  kann, 
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dass  diese  Molecole  die  TrSger  von  Molecularslrömen  sind,  wo- 
durch die  Eridfirong  der  Entstehung, und  der  Veränderungen  des 
Eisenmagnelismus,  ebenso  wie  die  seiner  Wirkungen,  von  der  An- 
nahme magnetischer  Fluida  ganz  unabhungig  gemacht  und  blos 

auf  die  Annahme  elektrischer  Fluida  zurückgeführt  werden  konnte. 

Es  sei  Fig.  8  NS  oin  Molecularmagnet, 
welcher  sich  um  seinen  !\littclj)unkt  drohen 
kann;  ND  sei  die  Richtung,  mit  welcher  seine 
magnetische  Axe  beim  Gleich i^'ewicht  parallel 
ist ,  wenn  die  üussere  Kraft  X  =  0  ist.  Die 
Thatsache,  dass  beim  weichen  Eisen  der  durch 
eine  äussere  auf  das  Eisen  wirkende  Kraft  her- 
vorgebrachte Magnetismus  von  selbst  wieder 
verschwindet,  sobald  die  Süssere  Kraft  zu 
wirken  aufliGrt.  beweist,  dass  der  Molecalar- 
magnet,  auf  dessen  Drehung  der  hervorge- 
brachte Magnetismus  beruhte,  von  selbst  wieder  in  seine  ursprttngilcbe 
mit  ND  parallele  Lage  zurückgetrieben  werde.  Diese  in  der  Wechsel- 
wirkung der  Uolecnie  begründete  zurQcktrmbende  Kraft  muss  aber  mit 
der  Grösse  der  Ablenkung  ÄND  =  (p  wachsen  und  kann  durch 

D  sin  q) 

dargestellt  werden,  wo  D  eine  constanle  Grös.se  bezeichnet,  welche 
man  die  niole ciliare  Direcf  ionsk  raff  nennen  kann.  Wirkt  nun 
ausser  dieser  niolecularen  Dir  eclionskraft  auf  den  Molecularmagnet  nach 
der  Richtung  NX  die  äussere  Kraft  X,  welche  mit  der  Richtung  der  Di - 
rectionskraft  den  Winkel  XND  —  u  einschliesst,  so  wird  der  Molecular- 
magnet dadurch  um  den  Winkel  AND  9)  gedreht  oder  abgelenkt,  und 
man  hat  dann  zur  Bestimmung  der  neuen  Gleichgewichtslage  folgende 
Gleichung: 

J|[sint#  CO89  =::(/)  +  Xcosti)  sin^ 

  Xsin  u 


oder 


Aus  dieser  Ablenkung  <p  lasst  sich  nun  die  Zunahme  des  nach  der 

Richtung  der  Kraft  JC  zerlegten  magnetischen  Moments  des  Mole- 
culcs  bestimmen.  Winl  niimlich  das  ganze  niagnclischc  Moment  desMo- 
lecules  mit  fi  bez  u  Imel,  so  war  das  nach  der  Richtung  der  Kraft  X 
zerlegte  vor  der  Ablenkung 

=    cos  a, 
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der  AMeakaig 

fo%iidi  die  ^CMciile  Zvaabme  x 

s  =  ß  Goc  •  —  f  )  —  eot  II . 

SdiMilnrt  m  Um  Itef  den  dorcfc  obige  Gleite 


gpylWHO  Weflli  T  so  erlillt  mni 

  t   X  +  O  CO»  •   f 

~       ♦  ^  TT  -ä-  frf;  i  J  TZ)  ro*  CO>  II  ^  . 

Kur  ^-in  >%  -l€'iii  %*on  M  nl»-n  il'-r'-n  ri»a2TM^f*che  Axea  beitt)  iir>-frruflg- 
iicfapD  Gleichgewichte  nach  allen  Richtungen  des  Haoms  ohne  l'nler- 
fdued  gencblet  Aind.  ist  die  Zahl  der  MolecuJe.  deren  masnetische 
Axeo  mit  der  Rkbtung  .VA'  der  Kraft  X  den  Winkel  h  bildea.  bi^  sm  ii 
pfopoffliOBal  za  setzen.  Es  soll  niio  das  magnetische  Moateol  f  bestimmt 
werden,  welches  aus  der  Drefamig  aller  Malecole  des  Svsleais  durch 
die  KnA  X  resalUrt 

Mao  mollipiicire  zu  diesem  Zwecke  den  oben  gefondenea  Werth 
von  X  mit  sinii  du  and  nehme  dann  den  Inte^hrerlh  von  n  0  bis 
u  =  n,  IMeser  Inlegralwertb,  mit  der  Anzahl  der  Holecole  n  multiplicirt 


tJ*8toti  d«  = 


und  mit  I  stoti  d«  =  2  dividirt.  gi'dM  das  ^esnchle  Moment  y 


sin  II  du. 


Dordi  Ausfilfaning  der  lol^gration  erhält  man  hiernach  flir  y  folgenden 
Ansdmck: 

«  —  ««^         _  _         "  ™p-}-ii>* 

Die  Kraft,  welche  auf  das  Eisen  wirkte ,  und  durch  welche  dieses  Mo- 
ment hervorgebracht  wurde,  war  =  X.  Bezeichnet  n  die  Zahl  der  Mo- 
leculc  in  der  Volumeneinheit,  so  liai  das  \erbuItoiss  des  Moiueotä  y 
zu  der  Kraft  X,  durch  die  es  hervorgebracht  wird,  in  der  Drehungs- 
theorie dieselbe  Bedeutung,  welche  in  der  i^cheidungstheorie 
die  Grosse  haf.  welche  Ncuniann,  in  Crelle's  Journal  für  die  reine  und 
aogewandtc  Matliematik  Bd.  37,  bei  der  Bestimmung  des  magnetischen 
Znstandes  eines  Rotationsellipsoids,  welcher  durch  vertheüende  Krflfle 
erregt  ist,  mit  k  bezeichnet.  Substiloirt  man  daher  in  Nenmann's  Rech- 
nung fttr  den  von  ihm  als  constant  betrachtelmi  Werth  von  k  den  eben 
geftmdenen  variablen  Werth      so  ergiebt  sich,  wenn  n  die  Zahl  der 
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Molecale  in  der  Volamen-  oder  Masseneinheit  aogiebt,  der  auf  die 
Volumen-  öder  Masseneinbeit  redncirte Magoetismua  des 

Eisens  m  durch  folgende  Gleichung: 

m  =  ~ — — —  für  die  Volumeaeinheil, 

m  =  -    '    ,  für  die  MassenembeiU 

\\  o  (>  die  Dichtigkeit  des  Eisens  und  S  einen  von  der  Gestalt  abbttogigen 
Faktor  bezeicbael  (siebe  Art.  21). 

Hieniacb  Ifisst  sieb  nun  die  SlUrke  des  EisenmagoeUsmus  m  aus  der 
Grösse  der  auf  das  Etsen  wirkenden  Kraft  X  bereebnen,  wenn  die  Werihe 
der  beiden  dem  Eisen  eigentbamiichen  Conslanten  npt  und  D,  und,  zur 
Reduction  auf  die  Mass eneinbeit«  seine  Dichtigkeit  q  gegeben  sind. 
Setzt  man 

npt  =  2324,68 
i>=  276,39. 

so  erbau  man,  da  die  Dicbb'gkeit  des  Eisens  q  =  7,7S  ist,  folgende 
Vergleicbung  derRechnung  nut  derBeobacbtung,  wobei  jedocb  bemerkt 
werden  muss,  dass  zur  Bestimmung  des  Zalilen&ktors  S  statt  der  cylin- 

(Irischen  Form  des  Eisens  eine  ihr  möglich  nahe  kommende  ellipsoidische 
Form  substituirt  werden  mussle ,  wonach  S  ~      erhalten  wurde. 


Nr. 

X 

m         1  f'i 
beobachtet  j    lionc  huul 

Unlenebied. 

1. 

658,9 

9M,1 

948,4 

—  37,3 

i. 

1381,5 

1  i24,0 

1387.0 

+  37,0 

3, 

1792,0 

1547,9 

1  533,0 

+  14,9 

4. 

2iß1,0 

4627,3 

1623,5 

+  3.8 

5. 

2432,8 

4680,7 

4685,0 

-  4.3 

6. 

2757.0 

1722,7 

1742,2 

—  19.5 

7. 

3090,6 

4767,3 

1791,2 

—  23,9 

8. 

3186.0 

4787,7 

4803,4 

—  46,7 

9. 

2645.6 

1707.9 

1723,6 

—  15,7 

'  10. 

2232,1 

1G54,0 

1611,8 

+  9,2 

{  IL 

1918,7 

1584,1 

1568,9 

+  15,2 

12. 

1551,2 

1488,9 

1  452,9 

+  36,0 

13. 

1133,1 

1327,9 

1276,8 

+  51.1 

U. 

670,3 

952.0 

957,5 

—  5,5 
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Beachtet  man .  class  bei  (HesfMi  >'(*rstichcn  zur  Messung  der  lateaäiUit 
der  Ströme  als  Tangentenboussole  eine  gewöhnliche  auf  einer  Spitze 
drehbare  Boussole,  die  blos  60  Millimeter  lang  war,  gebraucht  wurde, 
WO  die  Brucbtheile  eines  Grads  nicht  mit  Siclierheil  beobachtet  werden 
konnten  nnd  daher  die  Intensität  leicbt  um  4  Procent  zu  klein  oder  ztt 
gross  gefiinden  werden  konnte,  so  leuchtet  ein,  diiss  man  keine  voll- 
konunnere  Udbereinstimmang  der  Rechnung  mit  der  BeobachUmg  er- 
warten durfte,  als  die,  welche  obige  Tafel  wirklich  zeigt.  In  der  gm- 

• 

phischen  Darstellung  Fig.  7  sind  die  berechneten  Werihe  durch  eine 
stärkere  Unie^  die  beobachteten  doi^ch  eine  feinere  Linie  veibundeo. 
Es  scheint  hierdurch  die  Drehbarkeit  derEisenmoiecnie  ausser  Zwei- 

fei  gesetzt.  Und  da  man  nun  diese  Eiscnmolecule  nach  Ampere  als  die. 
Träger  von  Moleculurströmen  betrachtou  Iwuin,  so  ist  dadurch  eiuc 
vollstUndige  Uebereinsiimimmg  aller  iiuigiu  iit.ciieu  Erscheinungen,  auch 
derjenigen,  wiilche  an  v  e  ril  n  der  Ii  c  hon  Magneten  lKMiliarht(4  Wiar- 
den, mit  der  Theorie  der  M  o  !e  •  n  1  ;ir  s  trö nif  l)r\vit  ^,en  und  es  ist 
dadurch  eine  wichtige  ßcslillij^uug  dieser  Theorie  durch  die  magneti- 
schen Erscheinungen gewoDoen  worden,  als  Gewähr  der  vorher  g^;ebe- 
nen Begründung  derselben  durch  die  diam  agnetischen  Erscheinungen. 

«7. 

Anwendung  auf  die  Art.  10  gemachte  Vergleichung. 

Des  im  vorigen  Artikel  aus  der  Theorie  drehbarer  Molecnic  abge- 
leitete Gesetz  zur  Bestimmung  der  Starke  des  Eisenmagnelismus  nach 
seiner  Abhängigkeit  von  der  magnetischen  oder  elektromagnetischen 
Scfaddungskraft  findet  seme  wichtigste  Anwendung  auf  die  Gonstruction 
starker  Blektromagnete,  wie  Oberhaupt  aller  elektromagnetischen  Instru- 
mente, deren  Wirkung  von  der  Starke  des  Eisenmagnetismus  abhängt. 
Da  aber  diese  Anwendung,  auf  welche  Joule  und  MtJlIer  besonders 
aufmerksam  gemacht  haben,  mit  dem  liier  erOrlerten  (leß^cnslandc  (Dia- 
magnetismus)  nicht  unmillelbar  zusammenhangt,  so  ijt'acliranke  ich  nnch 
darauf,  hier  bloss  di(^  Anwendung  obigen  Gesetzes  auf  die  Art.  10  j^e- 
maciile  V'erglcichuni;  der  Starke  eines  Elektrodiamagnets  aus  seineu 
magnetischen  und  magnc t elektrischen  Wirkungen  beizuftlgen, 
weil  darauf  Art.  10,  S.  530  verwiesen  worden  ist. 

Es  ist  nttmlich  Art.  10  der  Wismuthdiamagnetismus  mit  dem 
Eisenmagnetismus  auf  doppelte  Weise  verglichen  worden,  erstens 
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cliirrh  die  von  beiden  hervorgebrachten  Ablenkungen  o  i  n  o  r  Mn  et- 
nadel,  zweitens  durch  die  von  beiden,  bei  gleicliir  Bewegung  in 
einem  geschlossenen  Leiter,  inducirten  elektrischen  Ströme. 
Aus  beiden  Yergleichungen  lasst  sich  die  Stärke  des  Wismalhdia- 
magnetismas  nach  abaolatem  Maasse  bestimmen,  wenn  die  Stärke 
des  Eisenmagnetismas  nach  absolutem  Maasse  bekannt  ist:  Es 
kommt  also  nnr  darauf  an^  obiges  Gesetz  unter  den  bei  jener  Veigleichuog 
gegebenen  Verhültnissen  auf  die  Bestimmung  des  Eisenmagnetismus  an- 
•  zuwenden«  um  fbr  denWismuthdiamagnelismus  zwei  von  einander  un- 
abhangi^^e  Bestimmungen  zu  eibalten,  welche  durch  ihre  Uebereinstim- 
mung  das  Gesetz  der  diamagnetischen  PolaritHt  besMtigen. 
Nun  ist  zwar  schon  Art.  10  das  aus  den  Müller'schen  Versuchen  abge- 
leitete Gesetz  unter  den  dort  angegebenen  Verhältnissen  auf  diese  Be- 
slironQuug  des  Eisenmagnetiüüiuh  angewendet,  jedoch  dabei  bemerki 
worden,  dass  das  daraus  gefundene  HesulUit  keineswegs  als  ganz  sicher 
und  genau  gelten  könne,  und  es  wird  daher  zu  grösserer  Sicherheit  und 
Genauigkeit  gereichen»  das  im  voiigen  Artikel  scharfer  bestimmte  Gesetz 
darauf  anzuwenden. 

Es  war  nttmlich  Art.  i  0  der,  nach  der  Note  S.  durch  eine  elek- 
tromagnetische Kraft  X  —  629,9  im  Wismuth  hervorgebrachte  Dia- 
magnetismus mit  dem  durch  dieselbe  Kraft  im  Eisen  hervorgebrach- 
ten Magnetismus  durch  die  von  beiden  auf  eine  Magnet- 
nadel ausgeübten  Drehungsmomente  verglichen  und  ihr  Ver' 
haltniss  wie 

1:4470000 

gefunden  worden.  Nach  diesem  Verhslteisse  kann  der  Dia  magna  tis- 
mus  nach  absolutem  Maasse  bestimmt  werden,  wenn  der  Eisen- 
magnetismas nach  absolutem  Maasse  bekannt  ist.  Nun  ist  aber 

nach  dem  vorigen  Artikel  für  K  =  629,9 

~  '  3,3959 . 

Snbsntuiri  rium  ferner,  wie  im  vorigen  Artikel,   der  cylindrischen 

l  ürm  des  Eisensläbchens,  welches  92  Millimeter  lang  und  0,1010 

Millimeter  dick  war,  eine  möglich  nahe  kommende  ellipsoidische  Form, 

so  erhall  man  nach  Neumann 

o  <_ 

—  as7M 

und  man  findet  damit,  wenn  f  =  7,78  gesetzt  wird, 

log  m  =:  log    _  log  (l  +  inS^  ^)  =  3,38949, 
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« 

also  den  EUenmagnetismus  nach  absoluteni  Haasse 

m  =  2134.  * 

Für  diesen  Werth  des  K  i sen magaetismus  erhnll  man  aber  nacli  dtui 
angeführten  Verhaltüisse  den  derselben  Kraft —  029,9  enlsprecbenden 
Diamagnelismus  deä  W  ismuths,  nach  absolutem  Maasse 

~  U70000  •  —  689  • 

Es  war  ferner  nach  Art.  1 0  der  nach  Note  S.  527  dorch  eine  elek- 
tromagnetifiche  Krafl  X  =  3012  im  Wismutb  henroi^gebracbte  I>ia> 
magnetismas  mit  dem  dorch  dieselbe  Kraft  im  Eisen  hervoigebradi-  * 
ten  Magnetismns  durch  die  Intensitttt  der  von  ihnen  bei 
ihrer  Bewegung  in  einem  geschlossenen  Leiter  erregten 
elektrischen  Ströme  Terglicbeii  und' ihr  Verbttttniss  wie  1 :  456700 
oder,  nach  der  Art.  1 0  S.  526  ftir  dasWismnIh  angegebenen  Rednclion,  wie 

i :  360740 

gefunden  worden.  Nach  diesem  Verhältnisse  kann  nun  ebenfalls  der  Dia- 
magnetisiuus  nach  absolutem  Maasse  bestimmt  werden,  wenn 
der  Eisenroagne tisrnus  nach  absolutem  Maasse  bekannt  ist. 
Nun  ist  aber  nach  dem  vorigen  Artikel  für  X  ==■  3042 

A=:  0,77133. 

Substiloirt  man  nun  auch  hier  der  cylindiischen  Form  des  Eisen- 
stabchens,  welches  1 86  Blillimeter  lang  und  0,8342  Millimeter  dick 
war,  eine  möglich  nahe  kommende  ellipsoidiscbe  Form,  soerhflltman 
nach  Neumann  ^^ühi' 
und  hiermit ,  für  ^>  =  7,78, 

lug  m  =  log  ''^  —  log  (i  4-  ivT  S()  ^.-^  —  3,30:J7i, 

also  den  fiisenmagnetismus  nach  absolutem  Maasse 

mr=  2305,4. 

Fttr  diesen  Werth  des  Eisenmagnetismus  erbalt  man  aber  nach 
dem  angeführten  Verhältnisse  den  derselben  Kraft  X  =3  30 1 2  entsprechen- 
den Diamagnetismus  des  Wismuths  nach  absolutem  Maasse 

=  M5wi  •  8306,4  =  455;|. 
Redudrt  man  endlich  diese  fttr  verschiedene  Werthe  der  Kraft  X 
bestimmte  Stärke  des  Diamagnelismus  durch  Division  mit  X  auf  denje- 
nigen Werth ,  welcher  der  Einheit  der  Kraft  X  entspricht  so  erhalt  mau 
nach  der  ersteren  Vergleichung  (durch  magnetische  ^^i^kuugen; 
fUr  die  Starke  des  durch  die  Einheit  der  Kraft  in  der  Massen- 
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einheil  des  Wiäinutbs  hervorgebrachten  Diamagnetismus 

nach  absolutem  Maasse  den  Werth 

*      «  —    <  . 
€»,9  •  68»  —  mm » 

ans  der  letzteren  YergileichnDig  (durch  elektrische  Wirkungen) 
erhalt  man  dagegen 

<      J_  —    <  *] 

SSO«  •  T56,5  iinod 
Im  Mittel  aUo  aus  beiden,  nach  VorhlUtniss  der  Art.  1 0  schon  naher  orör- 
lerlen  Umstände  wohl  Ubereinstimmcndon ,  Vergleichungen  ergicbl  i^ich 
d  ie  St  Sirke  des  durch  die  E  in h ei  l  der  Kra ft  in  der  M  a  sse  n- 
cinheit  des  Wismuths  hervorgebrachten  Diamagnetisuius 
nach  absolutem  Maasse 

4 


—  m9M ' 

Aus  den  im  vorigen  Artikel  angeführten  Formeln  findet  man  aber 
d«n  Grenzwerth  des  durch  die  Einheit  der  Kraft  in  der 
M asseneinhett  des  Eisens  hervorgebrachten  Magnetismus 
nach  demselben  absoluten  Hausse  ausgedruckt 

=  8,6074, 

d.  i.  2540000  Mal  grösser  als  den  Diamagnetismus. 

Für  kleine  Scheidungskräfte  und  dünne  Eisenstabe, 
für  welche  der  Eisenmat^netismuü  zum  Wismulhdiamagnetismus  nahe  in 
einem  constanten  Vcrhaliuisse  steht,  ergiebl  sich  also  der  Wismuth- 
diamagne  tisiaus  etwa  2'/a  Millionen  Mal  kleiner  als  der  Eisen- 
magnetismus. Je  grösser  aber  die  Sclieidungskriifte  und  je  dicker 
die  Eisenstabe  werden ,  desto  mehr  wachst  der  Diamagnetismus  des 
Wismuths  im  Vergleiche  zum  Magnetismus  des  Eisens ,  so  dass  er  z.  fi. 
in  dem  Art.  10  angefilhrten  Falle  bis  zu  dem  360740stenTheile  des  Eisen- 
magnetismus  stieg,  welches  der  grdssle  Werth  desselben  ist,  der  in 
obigen  Versuchen  vorkonmit. 

*)  Nach  diesem  Verhältnisse  ergiebl  sich  leicht,  wenn  das  aus  der  magneti- 
schen Wirkung  desWismuUis  gefundeae  Uesultal  nach  S.  624  .  =  j^t^j  angenom- 
men wird,  das  «us  der  magoeteloktrischea  Wifkuog  abgeleitet«  « . 

—  luiSpi^ wasAboilattdMS. ftSO aogegdbeoen Wallis  ^  ^^iy^ü  *  gerundeo 

waurdea  war,  indem  die  IlflUei'sdien  Tenochfl  fad  der  Reduotton  des  Biseniuegnelis- 
mos  zum  Gniode  gelegt  wurden,  zu  setzen  ist.  Das  hier  gerundcne  genauere  Resollat 
fast  übrigens  e.  a.  0.  unter  Verweisung  auf  diese  Nole  schoa  angeführt  worden. 
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